FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE CHILE

MA5702 Laboratorio de Control Optimo. Octubre 2009-2
Profesor: Héctor Ramirez C. Auxiliares: Julio Backhoff, Oscar Peredo.

Laboratorio #6
Pontryagin

23 Octubre de 2009

Descripcion

El objetivo de este laboratorio es utilizar el principio del maximo de Pontryagin para un problema aplicado y resolverlo
numericamente utilizando una aplicacién de Matlab apropiada.

Parte A. Modelo

Supongamos que poseemos una empresa que negocia comerciando una tnica materia prima (producto). La empresa puede
comprar o vender este producto, de esta manera su riqueza proviene de almacenarlo y/o venderlo. Sean z(t) el dinero e y(t)
la cantidad del producto que posee la empresa en el tiempo ¢, respectivamente. Supongamos que dentro del horizonte finito
T conocemos el precio ¢(t) del producto en el tiempo ¢ ademas del costo unitario A de almacenar una unidad del producto.

La empresa puede controlar la tasa a la que vende o compra el bien, u(t), siendo esta negativa si se vende y positiva de lo
contrario.

Con todo esto el problema de la empresa es maximizar la cantidad de dinero en el tiempo T, es decir, la suma del dinero que
posee con el que tiene almacenado en forma de producto en el tiempo T

Podemos suponer que la tasa de compra/venta esta acotada, digamos, |u(t)| < C.

De lo anterior se desprende entonces que el problema de Control Optimo planteado es:

Maximizar x(T) + q(T)y(T) (1)
Sujeto a: z(t) = = My(t) — q(t)u(t) (2)
y(t) = u(t) (3)

2(0) = 20,y(0) = yo, [u(t)| < C (4)

Ejercicio 1. Justifique el modelo planteado.

Parte B. Principio del Maximo de Pontryagin (PMP)

Ejercicio 2. Utilizando las ecuaciones asociadas a las variables duales (p1,p2) del PMP, demuestre que las variables duales
satisfacen:

gt 5)
p2(t) = At =T) +q(T)
Observe que en este caso se trata del principio del Méximo de Pontryagin, asi que debe ajustar las condiciones estudiadas en

el curso de control 6ptimo.

Ejercicio 3. Utilizando la condicién de optimalidad del Hamiltoniano demuestre que el control u(t) es de tipo bang-bang,
es decir:

C si g(t) < pa(t)
0= % S0 h0 o



Parte C. DYNOPT

Cabe destacar que en la red no existen muchas implementaciones de métodos numeéricos para la resolucion de problemas de

control 6ptimo, y de las que estéan disponibles, la mayoria requieren un pago por licencia. La implementacion que se utilizara

se llama DYNOPT [1] y se puede descargar de manera gratuita desde el link:
http://www.kirp.chtf.stuba.sk/publication_info.php?id_pub=271

Para utilizarla, debe tener MATLAB instalado con el Toolbox de Optimizacion.

Discretizaciéon de un problema de control 6ptimo

Existen varios métodos ntimericos para resolver un problema de control 6ptimo. En particular se utilizara el método simultdneo
directo desarrollado en DYNOPT. Este método resuelve problemas de tipo Mayer, donde el funcional a minimizar viene dado
por

Clu()] = ¢(z(T),p, T) (7)

donde la variable p representa los parametros independientes del tiempo a considerar. Suponemos que la dinamica del estado:
Mi(t) = f(z(t),u(t),p,t) (8)

z(to) = zo(p) (9)

La matriz M se denomina matriz de masa y las condiciones iniciales dependen del vector de pardmetros p. Ademas de la
dindmica, podemos incluir restricciones de igualdad y desigualdad sobre el estado y el control:

h(z(t),u(t),p,t) = 0 (10)
g(x(t),u(t),p,t) < 0 (11)

Las funciones f,g y h deben ser suficientemente regulares. Con esto, el problema a resolver es el siguiente:

minu(~),p ¢ X(T), P, T)
s.a Mx(t) = f(x(t),u

Para discretizar, se utilizan polinomios de Lagrange de grado K, + 1 aproximando al estado y K, aproximando al control
sobre una malla unidimensional tg = (1 < (o < ... < (g < (Np+1 =T:

Ko
ri, (t) = injlj(t), sobre el segmento ¢; <t < (j41,i=1,..., NE (12)
3=0
Ky
ug, (t) = Zuijej(t), sobre el segmento (; <t < (y1,i=1,.... NE (13)
j=1
con
K
T t—tik
i) = PR (14)
k=0,k+j ij ik
K
T t—ti
o = ] (15)
k=1, k] i ik

Para revisar la discretizacion de la dinadmica y de las otras restricciones, ver [1]. Finalmente se contruye un gran problema
de optimizacion no lineal en las variables x;;, u;;, A(; y P, el cual se puede resolver utilizando el Toolbox de Optimizacién de
MATLAB, utilizando especificamente la funciéon fmincon, que utiliza el método SQP (Sequentially Quadratic Programming)
visto en el curso de Optimizacién No Lineal, para problemas medianos y pequenos.

El uso del toolbox DYNOPT se explica en el apéndice.



Ejercicio 4. Escriba los archivos objfun.m, process.m y confun.m, necesarios para el uso de DYNOPT, para el problema

(1)-(2)-(3)-(4).
Parte D. Resoluciéon numérica

En los siguientes ejercicios, considere los siguientes pardmetros:

T=1,290=0,6, y0 =04, C =2, q(t) =sin(nt/2)
Con lo anterior, el tinico parametro libre es A, el costo unitario de almacenamiento del producto.

Ejercicio 5. Calcule los valores de x(t), y(t) y u(t) para distintos valores de A, por ejemplo, A =0.1,0.2,...,1.0. Grafique las
soluciones (como se muestra en la figura 1) e identifique los casos donde el control obtenido corresponde al control tedrico
calculado en el ejercicio 3.
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Figura 1: Evolucion de Estados y Control con respecto al tiempo

Ejercicio 6. Encuentre otra funcién ¢(t) que entregue como resultado un control u(t) de tipo bang-bang utilizando los
mismos valores de A del ejercicio anterior (observe que se debe cumplir po(t*) = ¢(t*) para algun t* € (0,1)). Calcule los
valores de z(t), y(t) y u(t). Grafique las soluciones (como se muestra en la figura 1) e identifique los casos donde el control
obtenido corresponde al control teérico calculado en el ejercicio 3.

Ejercicio 7. Interprete los resultados obtenidos en los ejercicios 5 y 6, y deduzca cual es el valor de A mas conveniente para
el comerciante en cada ejercicio, dada la configuracién de parametros enunciada. Compare los resultados con los obtenidos
tedricamente.
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Utilizacién de DYNOPT

La interfaz de uso consiste en 3 funciones llamadas process.m, objfun.m y confun.m, donde se especifican la dinamica, la
funcién objetivo y las restricciones.

Consideremos el siguiente problema sin restricciones g y h, donde se desea minimizar el estado final encontrando un control :
min xo(T)
s.a 1 =u 21(0) =1

Ty =23 +u? 29(0) =0

El archivo process.m describe la dinamica y se define de la siguiente manera:



function sys = process(t,x,flag,u,p)
switch flag,
case 0 % f(x,u,p,t)
sys = [u;x(1)~2+u~2];
case 1 ¥ df/dx

sys = [1;
case 2 % df/du

sys = [1;
case 3 ¥, df/dp

sys = [1;
case 4  df/dt

sys = [1;
case 5 % x0

sys = [1;0];
case 6 % dx0/dp

sys = [1;
case 7 % M

sys = [1;
case 8 % unused flag

sys = [1;
otherwise

error([’unhandled flag = ’,num2str(flag)]l);
end

En case 0 se ingresa la funcién por filas:

fl (Xa u, p, t)
f(xa u, p, t) =
fn(xa u, p, ﬁ)
En case 1 se ingresa la derivada con respecto a x, de la siguente manera:
d df.
dxl d$1 o d$1
o dfs Ufn
dr, dx, = dz,

Los otros case se ingresan de manera similar.

El archivo objfun.m define la funcién objetivo y se define de la siguiente manera:

function £ = objfun(t,x,u,p)
£ = [x(2)];

Recuerde que la funcién objetivo por defecto se considera de tipo Mayer.

Para ejecutar el programa, se ingresa lo siguiente en la linea de comandos de MATLARB:

options = optimset(’LargeScale’,’off’, ’Display’,’iter?’);
options = optimset(options,’MaxFunEvals?’,1e5);

options = optimset(options,’TolFun’,le-7);

options = optimset(options,’TolCon’,1le-7);

options = optimset(options,’TolX’,1e-7);

optimparam.optvar = 3; % numero de variables, en este caso 3, u, x(1) y x(2)
optimparam.objtype = []; % tipo de funcion objetivo, por defecto es de tipo Mayer
optimparam.ncolx = 3; % numero de segmentos (NE) para x

optimparam.ncolu = 2; % numero de segmentos (NE) para u

optimparam.li = ones(3,1)*(1/3); % se debe dejar con el mismo numero de segmentos para x
optimparam.tf = 1; 7 tiempo final T

optimparam.ui = zeros(1,3); % se debe dejar con el mismo numero de segmentos para x
optimparam.par = []; % parametros

optimparam.bdu = []1; % cotas de x

optimparam.bdx [J; % cotas de u

optimparam.bdp =[]; % cotas de p

optimparam.objfun = Qobjfun;

optimparam.confun [1; % si se definene restricciones, aca debe ir @Qconfun
optimparam.process = @process;

optimparam.options = options;

]

[optimout,optimparam]=dynopt (optimparam)



En la variable optimout queda guardada la solucién de problema para los inputs definidos en optimparam. Puede serle util
utilizar la funciéon profiles que entrega 3 vectores o matrices:

[tplot,uplot,xplot] = profiles(optimout,optimparam,ntimes);

En tplot se guardan los tiempos donde se han evaluado el control y el estado, en uplot se guarda la matriz de los controles,
con el control u; en la columna i-ésima de u, y lo mismo para xplot, donde se guarda la matriz de los estados.

Para el ejemplo, se realiza lo siguiente:

>> [tplot,uplot,xplot] = profiles(optimout,optimparam,10);
>> plot(tplot,uplot)

>> plot(tplot,xplot(:,1))

>> plot(tplot,xplot(:,2))

Y se obtienen los graficos de las figuras 2 y 3.

Figura 2: Gréfico del control vs. tiempo
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Figura 3: Gréficos del estado 1 vs. tiempo y estado 2 vs. tiempo



