MAb54G-1: Calculo Estocastico

Universidad de Chile Profesor Joaquin Fontbona T.
Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas Auxs. Julio Backhoff V. & Héctor Olivero Q.
Departamento de Ingenieria Matemética Semestre Primavera, 2009

CLASE AUXILIAR 7:
CALCULO DE ITO

1. Sea (My);>o una martingala local y A un complejo. Pruebe que N; = exp{AM; — %)\2 (M),} es una
martingala local.
2. Considere (X;)i>0, (Yi)e>0 procesos cumpliendo V ¢ > 0
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Donde 0,b : R — R son funciones Lipschitz, Xg = Yy y B es un movimiento browniano estandar.
Probar que:
Vt: Xy =Y; cs.
3. Sea (X, Y:)i>0 un movimiento browniano bidimensional tal que Zy = Z # (0, 0).
Definimos para ¢ < |Z] < R:

T. = mf{t>0:|Z] <c¢}
Sp = inf{t >0 : |Zt| > R}
a. Encontrar una funcién no trivial f : (0,00) — R de clase C? talque f(|Ziar.|?) es martingala

local.
b. Deduzca que:
i P,(3t>0: Z;=0)=0
ii. Py (T. < 00) =1
4. Considere L? = L?>(RT,B(R"),dx) y considere el siguiente espacio H de las funciones de la forma
f = Y;ailq, . ) Note que H es denso en L? para la norma estandar.
Sea (X;)¢>0 un m.b. estandar definido en (Q, F, (F¢)¢>0,P) y considere el siguiente operador:

I.: H — L*QF,P) =1L
f = Zail(ti,t”l] - Ie(f) = Za”i(XtiJrl - th)

a. Pruebe que I.(f) es una v.a. normal. Calcule su esperanza y varianza.

b. Pruebe que I, se puede extender a L?. Llamemos I a esta extension.

c. Pruebe que si (X,),>0 s una sucesion de variables con media nula que converge a X en L2
entonces X es una v.a. normal con media nula. Concluya que si f € L? entonces I(f) es una
v.a. normal con media nula y varianza:
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d. Para f € L?defina:

7= 6% = [ s

Pruebe que Z; es un proceso adaptado a F; y que Z; — Z; es independiente a Fj
e. Pruebe que Z;, Z? — fg f2(s)ds, exp (Zt — %fg f2(s)ds) son martingalas.
5. El proceso de Ornstein - Ulhenbeck. El proceso de OU es la tunica solucién de la siguiente
ecuacion:

dXt = —CXtdt + O'dBt
X() = X

Encuentre una expresion explicita del proceso OU y calcule su esperanza y varianza.
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