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Pregunta 1.

Sea E un espacio de Banach, sea M un subespacio vectorial de E y sea fy € E’. Mostrar que existe gg € M+
tal que

inf -9l = - 1
gg]{ﬂHfo gl = 1lfo — ol (1)

Solucion.

Primero notemos que M~ es cerrado para la topologia débil « o(E’, E), esto pues, de la definicién de M=+

M*={feE (faz)=0 VYzeM} (2)

si fo ¢ M+, luego
Jxg € M tal que (fo,z0) =a >0 (3)

pero considerando
0={feB:(fa0)> 3} =3 (|5 +|) (4)

se tiene claramente que fy € O que es abierto para la topologia débil x o(F’, E).

Consideremos una sucesién minimizante (g,,) C M~ la cual construiremos de la siguiente manera, para n € N
sea g, tal que

1
— < inf —g|+ = 5
lfo=gull < @f, Ifo =g+~ (5)
el cual existe por definicién de infimo.

Es claro que (g,) es acotada, luego como B/ es compacto para la topologia débil x o(E’, F) se tiene que existe
una subsucesién convergente (g, ). Finalmente utilizamos que M+ es cerrado y el limite de la subsucesién
es un elemento de la adherencia.

Pregunta 2.

Sean E y F' dos espacios de Banach y sea T' € L(E, F) de manera tal que T* € L(F’, E’). Mostrar que T*
es continua de F’ dotado de la topologfa débil x o(F’, F) en E’ dotado de la topologia débil x o(E’, E).



Solucion.

Sea f, una secuencia de F’ tal que f, — f para la topologia débil x o(F’, F), luego debemos mostrar que
T* f,, converge a T* f para la topologia débil x o(E’, E), es decir, (T* f,,,x) — (T*f, z) para todo z € E.

(T fn, 2) = (fn, T) = (f, Tx) = (T" f, ) (6)

Pregunta 3.

Sea E un espacio de Banach y sea A : F — E’ un operador mondtono. Suponemos que para todo z,y € F
la aplicacién
teR— (A(z+1ty),y) (7)

es continua en ¢t = 0. Mostrar que A es continua de E fuerte en E’ dotado de la topologia o(E', E).

Solucion.

Sea (x,) una sucesién que converge fuertemente a = en E, debemos mostrar que Az, — Az para o(E’', E),
es decir, (Az,,y) — (Az,y) para todo y € E.

Suponemos, a fin de encontrar una contradiccién, que existe y € E tal que (Az,,y) - (Az,y), de lo
que demostramos en la clase auxiliar III se sabe que (Az,) es acotada, luego extraemos una subsucesién
convergente, digamos

(Azn,y) — £ # (Az,y) (8)
aplicando la monotonia a x,, y x + ty sigue que
(Azy, — A(z+ty),zp, —x—ty) >0 9)
pero
(Azp, — Az +ty),xn, —x—ty) = (Axn,,Zn, —x) —t{Azp,,y) (10)
—(A(z + ty), pn, — ) +t{A(z + ty),y)
— —tU+t{A(x+ty),y) (11)
es decir
—tl+t{A(z +ty),y) >0 VteR (12)

luego, usando la continuidad en ¢t = 0, sigue que (Az,y) = ¢ lo cual es absurdo.

Problema 4.

Sea E un espacio de Banach y sea 29 € E. Sea ¢ : E —] — 00, +00| una funcién convexa s.c.i., ¢ # +o0.

1. Mostrar que las siguientes propiedades son equivalentes

(A) 3R > 0,3IM < +oo tales que p(z) < M Va € E con ||z — zg|| < R.

) f€E/1,1\/|r}lnﬂoo{@*(f) — (f,m0)} = +o0

2. Suponiendo vélida alguna de las hipétesis (A) o (B) probar que
inf {¢*(f) — (f,zo)} se alcanza. (13)



Solucion.

1. Suponemos que (A) es cierta, de la definicién de ¢* se tiene que

?'(f) = sup{(f, 2) — ()} (14)

para x € E tal que ||z — o] < R:
ei(f) = swi{f,a) - o) (15)
> sup — {{f,x —xo) + (f,20) — p(x)} (16)

2€E, |z—wol|[<R

= R sup {<f,”“";;°>}+<f,xo>—M (17)

€ B |lr—z0l| <R

= R E;lﬁp‘l<l{<f,y>}+<f7xo>—M (18)
= R|fl+(fw0) - M (19)

tomando limite se concluye que (B) es cierto.

Si por el contrario es (B) la hipétesis, denotando por ¢(f) = ¢*(f) — (f, xo) mostraremos que existen
dos constantes k > 0 y C tales que

v(f) Zklfl—-C  VfeE. (20)
de aqui se tendrd que para f € E’
" (f) Z kISl + (f,0) = C (21)
y (B) resulta directo.

Sin perder generalidad suponemos que 1(0) < 400, fijamos « > 1(0); gracias a la hipétesis (B) existe
r > 0 tal que

Wg)=a YgeE conlgl>r (22)
para f € E' con ||f| > r escribimos
U SWU)+ 0= 090), b= (23)
reacomodando los términos sigue
o —1(0) < me — 4(0)] (24)

lo cual conduce a (20).

. La funcién 9 es convexa s.c.i. para la topologia débil x o(F’, E). De la hipdtesis (B) obtenemos que para
todo A el conjunto {f € E';¢(f) < A} es cerrado y acotado y por ende del teorema de Banach-Alaoglu
se deduce que el infimo es alcanzado.

Problema 5.

Sea F un espacio de Banach

1. Sea (f,) una sucesién de E’. Suponemos que para todo x la evaluacién (f,,z) converge a un limite.

Mostrar que existe f € E’ tal que f, — f para la topologia débil x o(E’, E).

2. Supongamos que F es reflexivo. Sea (x,) una sucesién de E tal que para todo f € E’, (f,z,) converge

a un limite. Mostrar que existe x € E tal que x,, — x para la topologia débil o(E, E).



Solucion.

1. Denotemos por f la funcién definida por el limite puntual {f,,z). Debemos mostrar que se tiene la
convergencia para la topologia débil x o(E’, E), esto es, (fn,z) — (f,z) lo cual se tiene por definicién.

2. Recordamos que
Tn|| = sup f,xn) = max f,x 25
ol feEthH<1< ) fGE’,HfHSl< ) (25)

como se tiene la convergencia para cualquier f € E’, en particular se tiene para fo, un elemento del
argumento del médximo, y por ende concluimos que (z,,) es acotado. Por el Teorema de Kakutani existe
subsucesién convergente x,, — x para la topologia débil o(F, E').

Para concluir basta que utilicemos un argumento de contradiccién, de no tener la convergencia de
la sucesiéon completa, existe una subsucesion que estd a distancia arbitraria de x, pero a su vez esta
subsucesién posee otra subsucesion convergente a, digamos z, en el limite

(fo,2) = (fo, z) (26)

lo cual es evidentemente un absurdo.

Problema 6.

Sea F es un espacio de Banach tal que E’ es separable. Mostrar que existe una sucesién (x,) de norma 1 que
converge débil a 0.

Demostrar que la conclusion también es vélida si E' un espacio de Banach reflexivo de dimensién infinita.

Solucién.

Basta que recordemos que al tener E’ separable, sigue que Bg es metrizable para la topologia o(E, E') y 0
es un punto adherente a la bola unidad.

Si por otro lado dim(E) = oo podemos construir un subespacio Xy cerrado, separable de dimensién infinita

Problema 7.

Sea T un operador continuo en un espacio de Banach E. Sea |A\| > ||T||, entonces

1
I =D))< oy (27)
|Al = {77
Solucion.
Seax € E yseay= (M —T) 1. Sigue que \y = x + Ty, y asf
(Al < fl ]+ 1T [Hlyll- (28)

ahora, si |A| > || T, el resultado es directo.



