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Recordemos uno de los corolarios del Teorema de Banach-Steinhaus:
Sea (G un espacio de Banach y sea B’ un subconjunto de G’. Supongamos que Vz € G

el conjunto

(B.2) = | (b.a)

beB’

es acotado (en R) entonces
B’ es acotado.

Pregunta 1.

Sea F un espacio de Banach y sea (g,) una secuencia de reales positivos tales que lime,, = 0. Sea (f,,) una
secuencia de E’ que verifica la propiedad

Ir >0, VreFEcon|z|<r, 3C(x)eR, C(x)>0tq

(fnx) < enllfull + C(2)

mostrar que (f,,) es acotado.

Solucion.

Definamos g,, = #’m y el conjunto B’ = {g, }nen C E’. Sea x € E tenemos los siguientes casos

i. Si ||lz]| < r sigue que

1 enllfnll + C(2)
Ggn, ) = —————(fp,2) < ————— = <14+ C(z 1
) = T T Y S T “ W
ii. Se ||z|| > r, utilizamos y = 52y entonces llyll < r y aplicando la cota (1) se tiene
<14C <Al 4
{gn:y) <1+CY) = (gn,2) < == (1+C(y)) (2)

se concluye que para todo = € E, {g,, ) es acotado, es decir

(B',z) = U (gn,x) es acotado (3)
neN



por el Corolario antes mencionado, B’ es acotado.

Finalmente supongamos que || f,,|| no es acotada, luego es facil ver que

£l

Inl| = 77
lonll = T 7

lo cual es evidentemente una contradiccion.

Pregunta 2.

Sea E un espacio de Banach y D(A) un subconjunto de F, decimos que la aplicacién

A:D(A) C E — E’ es monétona si verifica
(Az — Ay,x —y) <0 Va,y € D(A)

sea xg € D(A). Mostrar que existen dos constantes R, C' > 0 tales que

|Az|| < C, Va € D(A) con ||z — zo|| < R (5)

Solucién.

Suponemos que no se tiene lo anterior, entonces
VR > 0,C > 0 existe € D(A) con ||z — zo|| < R,||Az| > C (6)

luego podemos encontrar una sucesién z,, — z tales que ||Ax,|| — oco. Sea ahora r > 0 tal que B(zg,r) C
D(A), utilizamos la monotonfa para z,, y z¢ + = con ||z|| < r:

(Az, — Alxo+2),2p —x0—2) >0
& (Azy,x, — x0) — (Axp, x) — (A(x0 + @), 2y, — 20) + (A(z0 + 2),2) >0
b (Azp, xn — o) — (A(mo + ), 20 — o) + (A(zo + 2),2) > (ATp, x)

acotando los productos anteriores se tiene que

(Azn, z) < || Az |||lzn — zoll + [[A(zo + @) |[[[2n — ol + [[A(z0 + )][]|]| (7)
definiendo €, = ||z, — xo|| ¥ asumiendo que €, < 1 (lo cual es cierto salvo una cantidad finita de términos)
se tiene que

(A, x) < enl|Azn || + | A(zo + 2)[| (1 + ||z]]) (8)
C(x)

utilizando el problema anterior concluimos que Az, es acotada lo cual contradice el hecho que || Az, | — oo.

Pregunta 3.

Sea F un espacio de Banach y sea T : E — E’ un operador lineal tal que
(Tx,x) >0, Ve e B (9)

mostrar que T es continuo.



Solucion.

ii.

. Veamos una demostracién que utiliza lo hecho anteriormente. Sabemos que probando la continuidad

en 0 € F basta, pues T es un operador lineal. Como T es mondtono (esto es obvio) se sabe que existe
C(0), R(0) > 0 tales que
el < R(O)  —  ||T=] <C(0) (10)

tomando entonces B (O, ECI?((OO))) sigue que Yy € B (07 861?((00)))

C(0)y
R
= HT(C(S)9>H<C(O) = Tyl <e

. es continua en Og

Utilicemos ahora el Teorema del Grafo Cerrado para obtener el mismo resultado. Sea

Ty — &
Tz, — f
se sabe que (Tx, — Ty, x, — y) > 0 luego en el limite
(f=Ty,z—y) =0 (11)
escogemos y =z +tz con z € E yt € Ry se obtiene
(f =Tx —tTz,t2) = t(f, 2) — t(Tx,2) —t*(Tz,2) >0 (12)
lo anterior equivale a
(f =Tx —tTz,tz) = t{f,2) — t(Tx,2) > t*(Tz,2) >0 (13)

donde usamos la propiedad de T en la dltima desigualdad. Se concluye que
t(f,z) — Tz,2)) >0 VteR,z€eE (14)

necesariamente (f, z) = (Tx, z) y como ambas lineales coinciden en su dominio y en todas sus evalua-
ciones se tiene f = Tz, es decir, el grafo es cerrado y por ende T' continua.

Pregunta 4.

Sea E un espacio de Banach y T : F — E’ un operador lineal tal que

(Tx,y) = (Ty,x) Va,yckE

mostrar que T es continua.

Solucion.

Utilizamos el Teorema del Grafo Cerrado, sean x, — =y Tx, — f, luego

(Twn,y) = (Ty, zn)

en el limite

<f7 y> = <Ty,1‘> = <Tx’y>

por lo que Tx = f.



