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Problema 1.
Para t ≥ 0 y f ∈ S(RN ) sea T (t)f la solución de la ecuación del calor

∂u

∂t
= ∆u para t > 0 y x ∈ RN , u(x, 0) = f en RN ,

y denotamos por T (t) también su extensión a L2(RN ). Demuestre que si |α| = k entonces, existe
una constante C que depende de k, tal que para u(x, t) = [T (f)f ](x) se tiene∥∥∥∥∂αu(x, t)

∂xα

∥∥∥∥
L2

≤ C

tk/2
‖f‖L2 ,

para todo t > 0.

Problema 2.
Suponga que (1 + |x|2)f ∈ L1(R) y u(t) es la solución de la ecuación del calor. Expandiendo la
transformada de Fourier de f en cero apropiadamente, encuentre una expansión asintótica para
u(t) cuyo error esté acotado por Ct−(n+2)/2 con C una constante dependiendo de f .

Problema 3.
Considere

S(t)f = F−1
(
e−it|ξ|

2Ff
)
,

el semigrupo asociado a la ecuación de Schrödinger.

1. Demuestre que para g ∈ S(Rn), t 6= 0 se tiene

S(t)g =
1

(4πit)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4it g(y)dy.

2. Considere en L2(Rn) la transformación

S0(t)g =
e−
|x|2
4it

(2it)n/2
F(g)(x/2t).

Demuestre que para cada g ∈ S(Rn) se tiene que S0(t)g = S(t)
(
e
|x|2
4it g(x)

)
3. Pruebe que para g ∈ S(Rn) se tiene que∥∥∥∥S(t)

(
(e
|x|2
4it − 1)g(x)

)∥∥∥∥
L2

≤ C

t

con C dependiendo de g.

4. Pruebe que para toda f ∈ L2(Rn) se tiene

ĺım
t→∞
‖u(t)− S0(t)f‖L2(Rn) = 0.
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