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1. Parat >0y f € S(RY) sea T'(t)f la solucién de la ecuacién del calor

0
8_?:Au para t>0yz €RY, w(z,0)=f en RV,

y denotamos por T'(t) también su extensién a L*(RY) (como vimos en clases). Demuestre

que si |a| = k entonces, existe una constante C' que depende de k, tal que para u(zx,t) =

[T(t) f](z) se tiene

0%u(x,t)
Oz

para todo t > 0. Ind.: Utilice la expresion para T'(t)f en términos de su transformada
de Fourier.

2. Dado un conjunto {aa}ja<x € R, con a € NV vy k > 2, definimos el operador L =
Zlalgk aaai—aa. Diremos que L es eliptico si existe A > 0 tal que

C
< W||f||L2a
L2

Z aeé® > N¢E|F para todo € € RY.

|a|=k
a) Suponga que L es eliptico y a, = 0 para todo |a| < k. Pruebe que F(Lu) =
> lal=k e ()2 F(u)(€) y demuestre que existe una constante C' > 0, que de-
pende de A, k, tal que para toda u € H*(RY) se tiene
lulls < C(1Lulls—k + [[ulls-1)-
Ind: Recuerde que (1 + |£[2)% < 2F(1 + [€]2F).
b) Sea Li(u) =3, 1<x1 ao 2%, Demuestre que existe una constante C; que depende
de {aa}a<k_1, tal que para toda u € H*(RY) se tiene
1 La(w)]|s—k < Cuffulls-1-

¢) Suponga que L = ngk aa% es eliptico. Demuestre que para toda v € H*(RY)
se tiene
[lulls < C[Lulls—k + [[ulls-1)-
3. Sea €} un dominio acotado en RY, el cual supondremos por simplicidad contenido en
{0 <z <d}, feCH QX RY). Seau € C3(Q) N CHQ) una solucién de la ecuacion
Au = f(z,u) en

que satisface |u(z)| < M en €. Definimos K = /1|1 @x - ar,am- Nuestro propdsito es
demostrar que existe una constante C', que depende de M, K y €, tal que

sup |[Vu(z)|| < sup [[Vu(z)|[ + C.
zeQ €N

a) Pruebe que Au? > 2|Vul? 4+ 2uf(z,u) en Q.



b) Demuestre que existe una constante B, dependiendo de M y K tal que

0%u

N
NIZIESDY

kyi=1

2
’ — B||Vul|* - B.

¢) Demuestre que si § y a son elegidos apropiadamente, entonces
A(|Vul[? 4+ au? + €7™) > 0 en Q.

d) Concluya el resultado.



