
Teorema de Gauss-Green

Definición 1. (i) Si ∂Ω es C1, entonces a lo largo de ∂Ω está bien definida la normal exterior
unitaria

ν = (ν1, . . . , νn).

la normal exterior unitaria en un punto x0 ∈ ∂Ω es ν(x0) = (ν1, . . . , νn).

(ii) Sea u ∈ C1(Ω). Llamamos a
∂u

∂ν
:= ν ·Du

la derivada normal(exterior) de u.

En esta subsección asumiremos que Ω es un abierto acotado de Rn, y que ∂Ω es C1.

Teorema 2 (Gauss Green). Sea u ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), entonces∫
Ω

uxidx =
∫
∂Ω

uνidS i = 1, . . . , n.

Teorema 3 (integración por partes). Sean u, v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), entonces∫
Ω

uxivdx = −
∫
Ω

uvxidx+
∫
∂Ω

uvνidS i = 1, . . . , n.

Teorema 4 (Fórmulas de Green). Sean u, v ∈ C2(Ω), entonces

1.
∫

Ω ∆udx =
∫
∂Ω

∂u
∂ndS,

2.
∫

ΩDv ·Dudx = −
∫

Ω u∆vdx+
∫
∂Ω

∂v
∂νudS,

3.
∫

Ω u∆v − v∆udx =
∫
∂Ω u

∂v
∂n − v

∂u
∂ν dS.

Coordenadas Polares

Para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y (r, θ1, . . . , θn) ∈ (0,∞) × (0, π) × · · · (0, π) × (0, 2π), por las
fórmulas

x1 =r cos θ1

x2 =r sin θ1 cos θ2

xn−1 =r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 cos θn−1

xn =r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−1

Entonces tenemos que dx = rn−1(sin θ1)n−2(sin θ2)n−3 · · · sin θn−2drdθ. Escribiremos abreviada-
mente x = r · ω, ω = (ω1, . . . , ωn), y se tiene que |ω| = 1, que significa que ω pertenece a la
esfera unitaria Sn−1. Entonces dx = rn−1drdω donde dω es la medida sobre Sn−1. Si f ∈ L1(Rn)
entonces ∫

Rn

fdx =
∫ ∞

0

∫
Sn−1

f(r · ω)rn−1drdω
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Teorema 5. 1. Sea f : Rn → R una función continua e integrable. Entonces

∫
Rn

fdx =

∞∫
0

(∫
∂B(x0,r)

fdS

)
dr

para cada punto x0 ∈ Rn.

2. En particular
d

dr

(∫
B(x0,r)

fdx

)
=
∫
∂B(x0,r)

fdS

para cada r > 0.
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