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1. Preliminares

Teorema 1. Un e.v.t X es normable si y s6lo si X es localmente convexo y localmente acotado.

Teorema 2. Sea X un e.v.t. localmente acotado. Si X tiene la propiedad de Heine-Borel, entonces X
tiene dimensién finita.

2. Problemas

Problema 1.
Sea Q© C RY un dominio. Construya explicitamente una sucesion {K,} de compactos de Q tal que

Kn C Kpi1y
U K, = Q.
neN

Se dice que la sucesién {K,} agota a Q.

Problema 2.
Considere {K,,} como en el problema anterior. Para cada n € N definimos las seminormas
pn: C®(Q) — R
f = pa(f) = méx {|DYf(2)]}

-'EEKnvlalSn

las cuales definen una topologia 7 localmente convexa en C°°(£2). Mds ain, una base local para esta
topologia estd dada por los conjuntos

Vi, = {f € C®(Q)| pu(f) < %} n=123....
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. Demuestre que (C*°(Q2),7) es metrizable.
2. Demuestre que para cada x € , el funcional é,: f — f(x) es continuo con la topologia 7.

3. Pruebe que el subespacio
Dk (©) :={f € C*(Q) |sop(f) € K}

es cerrado en (C*°(Q), 7).

Pruebe que int Dk, = ¢.

Pruebe que Dk, () y C*° () son espacios de Fréchet.
Demuestre que (C*(2),7) tiene la propiedad de Heine-Borel.

Demuestre que (C*°(Q2),7) no es normable.
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Demuestre que D()) no es metrizable.

Problema 3.
Sea p € D(R™), h € R™\ {0}. Para ¢t € R\ {0} definimos

p(x +th) — p(z)
t

ei(x) =
1. Mostrar que p; € D(R™) para t # 0.

2. Probar que cuando ¢ tiende a cero ¢; converge en D(R™) a una funcién . Calcular 1.



3. Ejercicios

Ejercicio 1.
Considere la siguiente funcién:

b(x) = {6“”2‘1 si|z| <1, (1)

0 si|z| > 1.

1. Pruebe que ¢ € D(RY) con sop(¢) = B(0,1).

2. Sea ¢ = [pn ¢(x)dx. Para cada £ € (0,1] defina p.(z) = Iy ¢(£). Verifique lo siguiente:

a) [pn pe(@)dz = 1;

b) sop(pe(z)) = B(0,¢); y
c) pe(z) € D(RY).

Una familia que satisface 1), 2) y 3) se dice una familia regularizante.

3. Sean K C RY un compacto y ¢ > 0. Defina K. = {z € RY : d(z,K) < ¢/3} yU. = {z €
RY . d(z, K) > 2¢/3}. Verifique que la funcién

d(z,U,)
d(z,Ue) + d(z, K.)

Ve =

es continua y satisface

v = 1 s%xeKE, @)
0 sizel..

Ejercicio 2.

Sean K, una sucesién de compactos que agota a ). Para cada n tome 7, € D(Q) tal que n,(z) = 1
para todo = € K,. Dada ¢ € £(Q) pruebe que {n,¢} es una sucesién en D(Q2) que aproxima a ¢ en la
topologia de £(Q2). Concluya que D(Q2) es denso en £(Q).



