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P1. Sea (Xn : n ∈ N) una cadena de Markov con conjunto de estados I numerable, y sea P matriz su
matriz de transición. Para f : I → R positiva considere,

Pf(i) :=
∑

k∈I

pikf(k) = Ei(f(X1)) , i ∈ I .

Para F ⊆ I defina TF = ı́nf{n ≥ 0 : Xn ∈ F}.

a) Demuestre que f(i) := Ei(TF ) es solución de la ecuación

v(i) =

{

0 x ∈ F

1 + Pv(i) x /∈ F

b) Para una cadena de Markov a valores en I = {0, .., n} y matriz de transición P dada por

Pij =











p 0 ≤ i ≤ n − 1, j = i + 1

1 − p 0 ≤ i ≤ n − 1, j = 0

0 0 ≤ i ≤ n − 1, j 6∈ {0, i + 1}

Pnn = 1.

Considere F = {n}. Calcule E0(TF ).

P2. Sea (Xn : n ∈ N) una cadena de Markov a valores en I, con matriz de transición P . Asuma que
pii < 1 para todo i ∈ I. Defina recursivamente:

T0 = 0 , Tl = ı́nf{n > Tl−1 : Xn 6= XTl−1
} si l ≥ 1 .

a) Calcule la distribución de T1 cuando X0 = i0.

b) Pruebe que los tiempos aleatorios Tl son finitos P− c.s. y son tiempos de parada con respecto
a Bn = σ(Xs : s ≤ n), n ≥ 0.

c) Muestre que (Yl := XTl
: l ≥ 0) es una cadena de Markov con matriz de transición Q = (qij :

i, j ∈ I) dada por

qij =
pij

1 − pii

.

d) Pruebe que si (Xn : n ∈ N) tiene distribución estacionaria π = (πi : i ∈ I) entonces (Yl : l ≥ 0)
tiene distribución estacionaria ν = (νi : i ∈ I) dada por νi = C(1 − pii)πi para i ∈ I, donde
C > 0 es el factor de normalización.
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P3. (En esta pregunta mostraremos que dada cualquier matriz estocástica irreducible finita P, existe una
cadena de Markov -que no es la canónica-, que la tiene como matriz de transición y que partiendo
de cualquier i0 ∈ I fijo alcanza su distribución estacionaria en un número finito de pasos con
probabilidad 1).

Sea P = (pij : i, j ∈ I) una matriz estocástica irreducible finita (I es finito) que es estrictamente
positiva (pij > 0 para todo i, j ∈ I). Sea π = (πi : i ∈ I) su distribución estacionaria. Sea

0 < θ < mı́n

{

pij

πj

: i, j ∈ I

}

.

Ahora considere Q = (qij : i, j ∈ I) tal que

pij = θπj + (1 − θ)qij , i, j ∈ I.

a) Pruebe que θ < 1 y que Q es una matriz estocástica.

Para cada i ∈ I, considere una sucesión de variables aleatorias i.i.d. Y (i) = (Y
(i)
n : n ≥ 1)

a valores en I con distribución qi•, es decir P(Y
(i)
n = j) = qij para todo j ∈ I.

Sea U = (Un : n ≥ 1) una sucesión de variables aleatorias i.i.d. con distribución π, es decir
P(Un = i) = πi para i ∈ I.

Sea Z = (Zn : n ≥ 1) una sucesión de variables aleatorias i.i.d. de Bernoulli de parámetro
θ, es decir P(Zn = 1) = θ = 1 − P(Zn = 0)

Sea X0 una variable aleatoria a valores en I.

Suponga que las sucesiones de variables aleatorias Y (i), i ∈ I, U , Z y la variable aleatoria
X0 son todas independientes entre śı.

El espacio de probabilidad será el que contenga a las sucesiones de variables aleatorias Y (i),
i ∈ I, U , Z y a la variable aleatoria X0.

Como X0 está dada, defina la sucesión las variables aleatorias (Xn : n ≥ 1) por la fórmula de
inducción siguiente:

1Xn+1=j = Zn+11Un+1=j + (1 − Zn+1)1Y
(Xn)

n+1 =j
, n ≥ 0 ,

es decir

{Xn+1 = j} = {Zn+1 = 1, Un+1 = j} ∪
⋃

k∈I

{Zn+1 = 0,Xn = k, Y
(k)
n+1 = j} , n ≥ 0 .

b) Pruebe que P(Xn+1 = j |Xn = i) = pij para todo i, j ∈ I.

c) Muestre que (Xn : n ∈ N) aśı definida es una cadena de Markov (que por la parte anterior
tiene matriz de transición P ).

d) Sea T = ı́nf{n ≥ 1 : Zn = 1}. Pruebe que T es finito c.s. con distribución geométrica θ (es decir
P(T = m) = θ(1−θ)m−1 para m ≥ 1) y que XT tiene distribución π donde XT (ω) = XT (ω)(ω).

Tiempo 4 horas, 30 minutos. Todos los problemas tiene el mismo valor y cada parte al interior de cada
problema tiene el mismo valor.
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