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P1. Sea (X, : n € N) una cadena de Markov con conjunto de estados I numerable, y sea P matriz su
matriz de transicién. Para f : I — R positiva considere,

Pf(i) = pif(k) = L(f(X1)), i€l

kel

Para F C I defina Tp = inf{n >0: X,, € F'}.

a)

b)

Demuestre que f(i) := E;(Tr) es solucién de la ecuacién

o(i) = 0 zeF
|14 Pu(i) z¢F

Para una cadena de Markov a valores en I = {0,..,n} y matriz de transicién P dada por

Pj={1-p 0<i<n—1, j=0
0 0<i<n—1, j&{0,i+1}
P, =1

Considere F' = {n}. Calcule Eo(TF).

P2. Sea (X, : n € N) una cadena de Markov a valores en I, con matriz de transicién P. Asuma que
pii < 1 para todo ¢ € I. Defina recursivamente:

To =0, Tl:inf{n>Tl,1:Xn7éXTlfl} sil>1.

Calcule la distribucién de 77 cuando X = ig.

Pruebe que los tiempos aleatorios 7} son finitos P— c.s. y son tiempos de parada con respecto
aB"=0(X;:5<n),n>0.

Muestre que (Y; := X7, : [ > 0) es una cadena de Markov con matriz de transicién Q = (g;; :
i,7 € I) dada por

Dij
L — pii

Qij =

Pruebe que si (X, : n € N) tiene distribucién estacionaria m = (m; : ¢ € I) entonces (Y; : [ > 0)
tiene distribucién estacionaria v = (v; : i € I) dada por v; = C(1 — py;)m; para i € I, donde
C' > 0 es el factor de normalizacion.



P3. (En esta pregunta mostraremos que dada cualquier matriz estocdstica irreducible finita P, existe una
cadena de Markov -que no es la candnica-, que la tiene como matriz de transicién y que partiendo

de cualquier iy € I fijo alcanza su distribucién estacionaria en un numero finito de pasos con
probabilidad 1).

Sea P = (p;j : 1,5 € I) una matriz estocéstica irreducible finita (I es finito) que es estrictamente
positiva (p;; > 0 para todo i,j € I). Sea m = (m; : i € I) su distribucién estacionaria. Sea

O<0<min{p” :z‘,je[}.
Ty
Ahora considere Q = (¢;; : 4,7 € I) tal que

Dij :97Tj+(].—9)qij, i,jEI.

a) Pruebe que 6 < 1y que @ es una matriz estocéstica.

= Para cada i € I, considere una sucesién de variables aleatorias i.i.d. Y = (Yfgi) in>1)
a valores en I con distribucion g;e, es decir [P(Yn(i) =j) = ¢; para todo j € I.

= Sea U = (U, : n > 1) una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con distribucién 7, es decir
P(U, =i) =m; parai€ I.

» Sea Z = (Z, : n > 1) una sucesién de variables aleatorias i.i.d. de Bernoulli de pardmetro
0, es decir P(Z, =1)=0=1-P(Z, =0)

= Sea X una variable aleatoria a valores en I.

= Suponga que las sucesiones de variables aleatorias Y(*), i € I, U, Z y la variable aleatoria
X son todas independientes entre si.

El espacio de probabilidad serd el que contenga a las sucesiones de variables aleatorias Y (),
1€ I, U, Z y ala variable aleatoria Xj.

Como X estd dada, defina la sucesién las variables aleatorias (X, : n > 1) por la férmula de
induccién siguiente:

1x,..=j = Znt1lu, =5 + (1- Z”Jrl)lYéff):j , n>0,
es decir

{Xns1 =5} = {Zup1 = LUnr1 = )} U | J{Zur1 = 0, X = £, Y, =5}, n>0.
kel

b) Pruebe que P(X,,41 =j|X,, =) = p;; para todo ¢,j € I.

¢) Muestre que (X, : n € N) asf definida es una cadena de Markov (que por la parte anterior
tiene matriz de transicién P).

d) SeaT = inf{n > 1: Z,, = 1}. Pruebe que T es finito c.s. con distribucién geométrica 6 (es decir
P(T =m) = 6(1—60)""" param > 1) y que X tiene distribucién 7 donde X7 (w) = Xy (w).

Tiempo 4 horas, 30 minutos. Todos los problemas tiene el mismo valor y cada parte al interior de cada
problema tiene el mismo valor.



