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P1. The PASTA property (Poisson Arrivals see time averages)

Sea (Xt),cr+ cadena de Markov a tiempo continuo(homogénea) con distribucién estacionaria 7.
(es decir, si denotamos p;;(t) = P(X(¢) = i|X(0) = j) entonces V¢ > 0 PT(¢)m = m. Sea (N¢),cp+
proceso de Poisson independiente de Xy, y de intensidad A. Suponga que tomamos muestras de la
cadena X en los instantes donde se producen los saltos de N, es decir consideramos el conjunto de
v.a. Y, = X(T,) donde T,, es el momento del n—ésimo salto de N.

a) Demuestre que (Y},), ¢, es cadena de markov

b) Calcule las probabilidades de transicién asociadas a (Y5,),,c

c¢) Demuestre que (Y3,),,, tiene la misma distribucién estacionaria 7

P2. Paseos aleatorios a tiempo continuo
Considere (Xt)te[R+ el paseo aleatorio simple en Z a tiempo continuo, es decir

Ah
P(X(t+h)=i4+1X{t)=9)=P(X{t+h) =i—1X(t)=1i) = o> + o(h)
. Deseamos encontrar la distribucién del tiempo T usado en una excursién desde el origen. Para

esto seguiremos el siguiente esquema

a) Demuestre que la cadena es recurrente

b) Denotemos o = ﬁ con m € Z. Demuestre que la probabilidad de que en una excursién se

pase al menos una vez por el punto m es «. Mdas generalmente, si NV es la cantidad de veces

que se visita a m durante la excursién, demuestre que V k > 1P(N > k) = a(1 — a)F~!
oA
D st E(eT) = (1—
¢) Demuestre que E(e*) = ( oz)—l—aa)\_e

d) Concluya

P3. Procesos de nacimiento y muerte Considere el proceso de nacimiento y muerte lineal, i.e
An = nA, py, = np. Denotemos v(t) = P(X(t) = 0| X(0) = 1)

a) Demuestre que v(t) satisface la EDO

VI(t) + (A + @(t) = p+ AB(t), v(0)=0 W(t) = P(X(t) = 0/X(0) = 2)

b) Considere los procesos de nacimiento y muerte lineal independientes (X1(t)),cp+,(X2(t)),cr+
con X1(0) = X(0) = 1. Demuestre que (Z;),cg+ definido por Z(t) = X1(t) + Xo(t) es un
proceso de nacimiento y muerte lineal con Z(0) = 2

¢) Concluya que ¥(t) = v(t)?
d) Calcule v(t) para distintos valores de u, A



