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1.- Sean λ > 0, µ > 0, considere la matriz Q = (qij : i, j ∈ {1, 2}) dada por

q12 = µ = −q11 , q21 = λ = −q22

Como el conjunto de estados es finito. el semigrupo Markoviano asociado verifica
(P (t) = eQt : t ≥ 0). Además notelo como es habitual P (t) = (pij(t) : i, j ∈ {1, 2}).

(a) Pruebe que para t > 0 se tiene

p′11(t) = −µp11(t) + λp12(t) , p′22(t) = −λp22(t) + µp21(t)

Usando que (pij(t) : i, j ∈ {1, 2}) es matriz Markoviana, deduzca que

p11(t) =
1

λ + µ
(λ + µe−(λ+µ)t) , p22(t) =

1

λ + µ
(µ + λe−(λ+µ)t) .

(b) Sea α ∈ (0, 1), considere la matriz de Markov R = (rij : i, j ∈ {1, 2}) dada por

r11 = α = r22 , r12 = 1 − α = r21

Pruebe que existe un semigrupo Markoviano (P (t) : t ≥ 0) con estados {1, 2} tal
que P (1) = R si y solo si α ∈

(
1
2
, 1

)
.

2.- Sea (Nt : t ≥ 0) un proceso de Poisson, y defina

Xt = (−1)Nt

(a) Pruebe que (Xt : t ≥ 0) es una cadena de Markov a tiempo continuo, es decir
que verifica:

P(Xtn+1
= in+1 |Xtn = in....Xt1 = i1, X0 = 1) = P(Xtn+1

= in+1 |Xtn = in)

para 0 < t1 < .... < tn < tn+1; i1, ..., in, in+1 ∈ {−1, 1}.

(b) Calcule el semigrupo de transición P (t) dado por

Pijt = P(Xt = j |X0 = i) i, j ∈ {−1, 1}, t ≥ 0 .

pruebe que es estandard, y calcule la matriz de derivadas en 0+ del semigrupo:
Q = (qij : i, j ∈ {−1, 1}).

3.- (a) Como preliminares al ejercicio le pedimos lo siguiente:

(a1) Sea Y v.a. tal que Y ∼ exp(λ), es decir Y tiene densidad fY (y) = λe−λy
1y≥0.

Sea θ > 0, calcule E(e−θY ).

(a2) Sea S una v.a. a valores ≥ 0 con densidad fS. Sea FS su función de distribu-
ción. Pruebe que

∫ ∞

0
e−θtFS(t)dt = 1

θ
E(e−θS) para θ > 0.

Asuma que λi > 0 para todo i ≥ 0. Considere el proceso de nacimiento puro
(Nt : t ≥ 0) con tasas de nacimiento (λi : i ≥ 0), partiendo de N0 = 0.
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Note S0 = 0 y Sn = ı́nf{t ≥ 0 : Nt = n} para n ≥ 1. Recuerde que las
variables aleatorias de permanencia en n, dada por Tn = Sn+1 − Sn, n = 0, 1, ..,
son exponenciales independientes.

Note pn(t) = P0(Nt = n) = P0(Nt ≥ n) − P0(Nt ≥ n + 1).

(b) Sea p̂n(θ) =
∫ ∞

0
e−θtpn(t)dt. Pruebe que

p̂n(θ) =
1

λn

n∏

i=0

λi

λi + θ
.

(c) Pruebe que Sn tiene densidad de probabilidad fSn
dada por λn−1pn−1(t).

De ahora en adelante suponga que λi 6= λj cuando i 6= j.

(d) Pruebe que

p̂n(θ) =
1

λn

n∑

i=0

aiλi

λi + θ
donde ai =

n∏

j=0, j 6=i

λj

λj − λi

.

Hint: Como los polos de p̂n(θ) son simples puede hacer ĺım
θ→−λi

((λi + θ) × Expresion)

en las expresiones (A) y (B) para probar su igualdad.

(e) Tomando transformada inversa, y como esta respeta a la suma concluya que:

pn(t) =
1

λn

n∑

i=0

λie
−λit

n∏

j=0,j 6=i

λj

λj − λi

Nota: Los problemas 1.- y 2.- valen 3/10 cada uno, y el problema 3.- vale 4/10.
Cada parte (a), (b),... de los problemas vale lo mismo al interior del problema.


