Clase Auxiliar N°3: Procesos de Markov

Profesor: Servet Martinez
Auxiliares: Andres Fielbaum - Gonzalo Mena

5 de agosto del 2009

P1. Algunas propiedades sencillas
Sea (X,),,», cadena de Markov a valores en I numerable.

a) Demuestre que la propiedad de Markov es equivalente a

P(Xnt1 =tn+1|Xn =00, X1 € J; C 1,1 € (0,.n — 1)) = P(Xpp1 = int1|Xn = in)
b) Demuestre que la propiedad de Markov es equivalente a
P(Xnsk = tnak|Xn = in, Xno1 =tin—1..., Xo = i0) = P(Xpnsk = tnsk| Xn = in)
¢) Concluya que la propiedad de Markov es equivalente a
P(Xt,p, = int1] Xt =ins Xty = in-1,.--Xyy =1d0) = P(Xp,,, = ing1| Xy, =in)
con 0 <ty <ty..<ty,
P2. Construccién de cadenas de Markov

a) Sea E numerable, (2, F,P) espacio de probabilidad y (S,X) espacio medible. Sean (Yy,), >,
variables aleatorias i.i.d a valores en (S,Y). Sea ® : E x S — E medible y consideramos la
secuencia (X,), -, de variables aleatorias definida como:

Y — reFl n=>0
"l 9(Xnl1,Y,) n>0

Demuestre que (X,,),, es cadena de Markov y determine su matriz de transicién.

b) Sea p vector de probabilidad y P = (p; ;) ,j)>0 matriz de transicion en £ =0,...,m o E = N.
Definamos to = 0, t; = p(0) y

y para cada i € E, séi) =0, Sgi) =Dpi0 Y

n—1
35;') = Zpi,k nek
k=0
Definamos también
U(r)=k si x€[tr,trr1] ¥A)=1
gli,x) =k si x€ [sgxsggl[, g9(i,1) =1

Sean (Uy), >, independientes y uniformemente distribuidas en [0,1]. Definimos
XO = \IJ(UO)v Xn = g(Xna Un+1)

Pruebe que (X,),,~, es cadena de Markov con matriz de transicién P y distribucién inicial p



P3. Algunos ejemplos de Cadenas de Markov

a) Paseo aleatorio
Sean (X,),,o v-a.’s i.i.d con P(X; = j) = a;, j € Z. Demuestre que (S,,),,~, definido por

es una cadena de Markov con matriz de transicién P; ; = a;_;.

b) Valores record
Sean (X,),~, v.a.’s i.i.d tal que P(X; = j) = «;, 7 > 0. Diremos que un record ocurre en el
tiempo n si X,, > max(Xy,...,X,,—1), donde Xy = —o0, y si un record ocurre en el tiempo
n llamamos X,, el valor record. Denotemos por R; al t—ésimo valor record. Demuestre que
(R;i);>o es una cadena de Markov y calcule su matriz de transicién.



