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1. Cadenas de Markov a estados y tiempo discreto

1.1. Preliminares

Consideraremos (2, F, P) un espacio de probabilidad donde F denota la o-dlgebra y P es la medida
de probabilidad correspondiente.

Recuerdo. Sea (I,F) espacio medible y ® : € + I medible. Entonces P o ® ! es medida de
probabilidad en (I, F) definida por:

Po® '(F)=P (2 '(F)) VFeF

Sea I numerable dotado de la o-algebra discreta P(I), en I™ la o-algebra producto P(I)N es
engendrada por los cilindros :

PI)N =0(C)
donde los cilindros C' € C son de la forma:
ol ) e | w, =0 1=0,... k)
9 ... Ik o b s BT e

0<tgy<t; <... <ty E]N, io,...,ikEI.

Los cilindros C forman una semi-algebra engendrando P(I)™, luego una medida de probabilidad en
(IN,P(I)N) queda determinada tinicamente por sus valores en C.

En adelante consideraremos la siguiente notacién:

I denotard un conjunto numerable ( puede ser finito ) ( con o-algebra P(I))
Y : Q — I variable aleatoria , significa que Y es medible : Y™' {i} € F (Vi € I)
PoY '{i} =P i}) =P{weQ | Y(v)=1i}

Sea X = (X,,){n € N} con X,, variable aleatoria , se tiene que:

X:(QFP) —IN
w — X(w) = (Xa(w))nex

es medible (con respecto a la o-dlgebra producto de IN). En efecto si:
lio...0n) ={z €™ | mp =1k, k=0,...,n}

es un cilindro en IN | se tiene que:

X ig...ip) = m X "{ir} € F pues X; es variable aleatoria
k=0
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Como la familia de los cilindros genera la o-algebra producto , se deduce que X es medible , esta
induce una medida de probabilidad en (IN,P(I)N) via:

PoX Yig...in) =P(X ig...ip]) =P{w € Q | Xp(w)=1ix, k=0,...,n}

y en general si ' € P(I)N se tiene que P o X 1(F) = P(X }(F)). Por lo anterior, basta asumir
que estamos en el espacio candnico, es decir :

Q=1 F=PY, P definidaen (Q,F)y:
Xp:IN — 1
W= (wk)kE]N L Xn(w) = Wn

Asi pues w = (wg)ken corresponde a la trayectoria del proceso.

1.2. Cadenas de Markov

Definicién 1. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad , I numerable , y X = (X,)nen variables
aleatorias a valores en I diremos que es una Cadena de Markov si:

P{Xpi1 =ine1 | Xo=in, ..., Xo =40} = P{Xos1 = ins1 | Xp=in}
Vn €N, ip,...,in1 € I (Propiedad de Markov)
Y en este caso (X, )nen se dice ademés homogénea (en el tiempo) si las probabilidades de transicién
P{X,.1=J | Xp,=i}=P{X;=j | Xg=1} es decir no dependen del tiempo n.

Ejercicio 1. Sea X = (X,,),en medible. Probar que la propiedad de Markov equivale a ( la cadena
puede ser no homogénea):

P{Xy  =int1 | Xt =in,.... Xoy =t0} =P{Xy,, | Xs, =in}
VneN 0<ty<ti1 <...<tp,<tpi1 €N g,... 0541 €1
Ejercicio 2. Demostrar que la propiedad de Markov equivale a:
P{X0,,, = tnths- s Xtnsr = lng1 | Xo, =n... Xpy =i}

=P{Xy ., =inshs--or Xtpyy =lns1 | Xp, =in}
Vk,n € N dg,..yip, oo cippr €1 0<tp <. ...t <...<tpyp €N



Previo. Antes del siguiente ejercicio recordemos lo siguiente
n
Sea Fy' =0{Xop,...,Xp} =0 ({ﬂXkl {ix} | do,... 0k € I})
k=0

o -dlgebra engendrada por Xy,..., X, F"* =0{X,,..., Xk}, es la o-dlgebra generada por
Xna s 7Xn+k:

00 __ n—+k
k>0
es la o-algebra generada por X,,..., X1k, ... n Frtk Fo estan contenidos en F , 4demas se

tiene que :

Fy APANY, FpC AT, ¥neN esdecir o JF) = (PI)N

Ejercicio 3. Para (X,,),en medible, demostrar que la propiedad de Markov equivale a:
IP{F | th:i();"';Xto}:]P{F | th:in}

VO <t,<...<tn, dgy...,ip €1, Feﬂ‘;"+1

Observacion. Si (X,)nen es cadena de Markov entonces no necesariamente se cumple:
P {Xn+1 = in+1 | Xy = iU; SR 7Xn71 - Z.nfl;Xn € [n} =P {Xn+1 = in+1 | X, € [n}
Donde I,, C I , la propiedad de Markov vale si I, = {i,} es singleton.

Sea (Xp)nen cadena de Markov homogénea ,notamos p;; = P{X,,;1 =7 | X, =i} y a la matriz
P = (pij)ijer la llamaremos matriz de transicién de la cadena.

Definicién 2. Una matriz P = (p;;)ijer se llamard estocdstica si:

Observacion. Siempre podemos suponer que las probabilidades condicionales estan bien definidas.

Definicién 3. Sea p = (p;)icr, pi = P{Xo =1} , i € I se le llama distribucién inicial (p es vector
de probabilidad en I, es decir p; >0, > .., p;=1).



Si (X,)n>0 es cadena de Markov no necesariamente homogénea su distribucién esta caracterizada
por:

Po X ' (C)=P{X,, =ig,..., Xy, }
donde(]z(](?0 tk)

0 ... Zk
=P{Xy, =ix | Xoo=1t0,..., Xt , = ip_1}
P { Xy =g, .., Xey iy, )
k
=P {X,, =iy} (H]P {Xy =i | X4y, = il_1}>
=1

En donde usamos la definiciéon de probabilidad condicional , la propiedad markoviana repetidas
veces y un estado inicial ¢, cualquiera.

1.3. Construccion canénica de una Cadena de Markov-homogénea

Sea P = (pi;)ijer matriz estocdstica , p = (p;)ier vector de probabilidad en I . Daremos una
construccién ”canénica” de una cadena de Markov homogénea (X,,),en a valores en I, con matriz
de transicién Py distribucién inicial p. Consideramos (Q, F) = (IN, P(I)Y) y:
Xp: N — 1
w = (W) gen — Xp(w) = wy.

Definimos en los cilindros:
]P {XO - iO; D 7Xn - Zn} — pio Hpilil+1
1=0

Ejercicio 4. Demostrar que P define efectivamente una medida de probabilidad en(IN,P(I)™).
(usar teorema de consistencia de Kolmogorov)

Probemos que bajo P (X, ),en es cadena de Markov homogénea con matriz de transicién Py
vector de probabilidad inicial p:

P {Xo = Z} =pi

]P{Xn+1 = in+17Xn :ina---aXO :ZU}
P {X, =ip,...,Xo = io}

P{Xn+1:in+1 | Xn:in,...,XUZio}:

:pinin+l
IP{XnJrl | Xn:Zn}: { +IF1){X +:12 } }



z ]P{Xn+1 :in+17Xn :in;anl :jnfla"'aXO :]0}

o jO:"':jn—lel

. ; ; = Dinin
z ]];){XTL:ZTHanl :]nfla-"aX(]:]U} i

j07"'7jn—lel

Lo que prueba que es cadena de Markov homogénea con P matriz de transicién.

Definicién 4. Sea P = (pi;)ijer estocdstica , definimos para i € I fijo ,IP; la distribucion de una
cadena de Markov con matriz de transicion P y distribucion inicial :

s 1 st =1
(51')]'_617_{0 ]7&2

en otro caso

1 j=i
0 j#i

Observacidn. Asi en general sea P, probabilidad en (IN,P(I)™), (X,,)n>0 una cadena de Markov
partiendo con distribucién inicial p , se tiene:

es decir partiendo de i € I P; {Xy =j} =0, = {

P, {} =) nPi{} (ZIP {+ | Xo=}P{Xo=i} =P, {'}>

i€l el

n
P {Xo =1t0,..., Xn =tn} = diiy sz'mH
1=0
En efecto:

Zpilpi {Xo =10} = Zpi5iio = Dio

i€l iel
(Zpi]Pi)(XO =0y, Xp = in) :(Zpi5iio)pz‘0z‘1 Cees " Digvin
iel i€l

n
:plo H pilil+1
=0

Notacidén: Sea (X,,),en cadena de Markov homogénea , parai,j € I , n € N notemos:

(n

pi]) =P{X,=j | Xo=1i} la probabilidad de transicion en n pasos

Observacion. Por homogeneidad se tiene que pgl) =P{Xpm=17 | Xpm =1}
Sea ademas la matriz de transiciéon en n pasos :

P = (pl(?))i,jef para n > 0.



1.4. Teorema Semigrupo Chapman-Kolmogorov

Sea (X,,)nen cadena de Markov con matriz de transicién P, entonces P =pPr wp>0.
Es decir p%z)

Kolmogorov :

es término (7,j) de la matriz P" | y también se tiene la igualdad de Chapman-

(Ch-K) pl,:Hrm Zp” p]k) Vi,k €I n,meN

jel
Demostracidn. Se tiene: P! = P, P® = T (identidad) , (p©);; = P{Xo=j | Xo =i} = d;, es
decir pg.)) = d;; Vi,j € I . Basta demostrar de la igualdad de Ch-K , en efecto esta se escribe:

prim) — pm) pm) yego P+ = pm) p() = p(™ P 1o haremos por induccién para n > 1 ( para
n = 0 acabamos de verlo )

P{Xpim =k Xo=i} = P{Xpm =k, X, =j,Xo =i}
JeI

=N P {Xpim =k | Xu=j,Xo =i} P{X, = j,Xo = i}

jel

=Y P {Xpim =k | Xu=j}P{X, =] X0 =i}

jel

=" PP {X, = j, Xo = i}

jEI

dividiendo por P {X, =i} queda :

n+m
Piy, Zpyk pl]

jel
es decir P(»tm) = pn) p(m) O
Observacion. Notemos que:

P{X,=j} = Zplp” (pP™); distribucién de la cadena luego de n pasos
i€l

1.5. Relaciones con Esperanza Condicional
Recordemos que F' = o{Xo,...,X,}, notaremos por E(f | FJ')a la esperanza condicional de
[ :Q — R con respecto a F§ (con medida de probabilidad P) , se tiene la siguiente:

Proposicién 1. Sea (2, F, P) espacio de probabilidad, y (X, )nen sucesion de variables aleatorias a
valores en I , sea ddemas P = (p;j); jer matriz estocdstica , entonces (X, )nen es cadena de Markov
homogénea con matriz de transicion P ssi verifica:

E(L{x,=j} | Fo)w) =px,w); P —cs



Nota. " PXp(w)i — (Zig Pij IL{Xn:i}) (w) = Zie[ Dij ﬂ{Xn=i}(w)
s P{X =7 | Fi}(w)= E(H{Xn+1=j} | Fo)(w)

Demostracion. Observemos que px, ; es o(X,)-medible, luego es F{-medible (pues o(X,) C Fy),
luego basta probar que:

A A

es suficiente que se tenga para A = {Xy = Iy, ..., X,, = in, X1 = j} con (ig,...,0,) € "' Jasi el
lado izquierdo de la igualdad es:

y el lado derecho es:

/ (Zpij ﬂ{xnzz’}> L Xo=ig,.s Xn=in} AP

el

:Zpij / dP:pin]’]P{XO =0y, Xy =ln}
el {XOZiOa---,Xn:inan+1:j}

luego el lado derecho = lado izquierdo ssi
]P{Xn+1 :j | XU :ig,...,Xn :Zn} = Pinj (12)

De donde si (X,,) es cadena de Markov con matriz de transicién P se deduce (1.1) . Reciprocamente
de (1.2) se puede probar que si (1.1) se cumple entonces (X,,) es cadena de Markov con matriz de
transicién P O

De esta proposicion se deduce:

Proposicién 2. Sea (X)) cadena de Markov homogénea con matriz de transicion P entonces
V' h:I — R acotada se tiene:

E(h(Xu1 | 7)) = Bx,(h(X))) P-c.s

donde E;(- | A) significa que se parte de i , es decir la esperanza asociada a P; , luego:

Exv, (X)) = [ B @), ()

10



Demostracion. h : I — R, como I es numerable podemos escribir:
h = Z h(j) 13 v se tiene por otra parte que h(X,11)(w) = h(Xpt1(w))
jEI

asi pues:

n+1 Z h 1{]} n+1 Z h 11{Xn+1:j}

JjeI jel

luego por linealidad se obtiene de la proposicion anterior:

E(h(Xn1) | 7o) = b E1x, = | 7o) = h()px,; = Ex, (h(X1))

j€eI j€eI

pues ]Ek(h(Xl)):/h(Xl JdPy(w') = h()Pp{X1 =3} =D h(j)pss

Jel jeI

O

Proposicién 3. Para (X,,) cadena de Markov homogénea y sea h : I¥ — R para k > 1 , entonces:
E(h(Xni1,. .o, Xogk) | Fo)(w) = Ex, @) (h(Xy,..., Xk)) P-cs

Demostracion.
Ejercicio 5.
O

Proposicién 4. Sea h: IN — R (P(I)™ — B(R)) medible, (X,,) cadena de Markov homogénea,
entonces:
E(h(Xn+1, Xn+2; .. ) | f[?)((.U) = EXn(w) (h(Xl, XQ, .. )) P-c.s

0 equivalentemente:
E(h(Xn, Xpi1,-..) | F) (@) = By, (M(Xo, X1,...)) P-c.s

Demostracion.

Ejercicio 6.
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1.6. Tiempos de Parada

Definicién 5 (Tiempo de parada). Dado (2, F,P)un espacio de probabilidad , sea (F™)n>o
“filtracion” de sub o-dlgebras de F ,es decir:

FOC..CFCFHC..CFCF (donde F=|JF"

n>0

Se dice que T : Q@ — N U {00} es un tiempo de parada (con respecto a la filtracion (F")p>0) , St
T es medible y verifica:

{T =n}eF" VneNU{oo} (1.3)
Observacion. la condicién de tiempo de parada (1.3) equivale a:
{T <n}eF" ¥neNU{oo}

pues {Tgn}:U {T =k}, {T =n}={T <n}\{T <n-1}

k<n

FF C F'k <n, lacondicién de tiempo de parada también equivale a:

{T=n}leF" YneN (pues {T:oo}:(U{T:n}) € F®)

neN

luego (1.3) equivale a : {T <n} € F* V¥n € N. Una tltima observacién :
{(T>n}={T <n-1})erF

Proposicién 5. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad , consideremos la filtracion (F")n>o y
T :Q — NU{oo} tiempo de parada , entonces se cumple que:

Fl = {AeF An{T =n} e F", Vne NU{x}}
={AecF*  An{T =n} e F", VneN}
Y }"7— es la o-dlgebra contenida en F*° C F , llamada o-dlgebra de eventos asociada a T

Demostracion. (i) Probemos la igualdad de conjuntos:

( C YAeF=A= U AN{T =n})siAn{T =n} € F* VYne NU{oco} se deduce
neNU{co}
que A € F*®

(2 ) AN{T =} :A\<U Am{T:n}> € F

neN
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(ii) probemos que FT es o-algebra:
e oyQe .7:7-(9 e FT & Tes tiempo de parada)
o SeadeFT entonces AT =n} ={T =n}\{T =n}nA) e F* Vne NU{co}
e Sea (An)men C .7:7- se tiene que :

(U Am>m{7':n}: U@ {T =n}) e 7

meN neN

luego |J Anm € fT

meN

Proposicién 6. Sea T tiempo de parada con respecto a la filtracion (F™),en entonces:

(i) AeFT o A= U A, talqueAng{T:n}conAnE]:T Vn € NU {0}

neNU{co}
(ii) la funcion f:Q — R es FT - medible ssi:

f= Z fnﬂ{T:n} con fn F"-medible

neENU{oco}
Demostracion. (i) Notemos que A= |J (AN{T =n}). Tomando A, = AN{T =n}

neENU{oco}
con n € NU {oo} se tiene el resultado.

(ii)
Ejercicio 7.
O

Ejemplo 1. (importante). Sea (X},),>o cadena de Markov a valores en I , fijemos i € I se tiene
que:

T:,= irif(; {X,, =i} es tiempo de parada con respecto a F|' = o(Xy,...,X,), n € N*
n

En efecto paran € N* se tiene que: T, =n< {X; #i:V 0<l<n, X,=i}e€F]

13



1.7. Propiedad de Markov-Fuerte

Sea (X, )nen cadena de Markov homogénea a valores en I. Consideremos h : IN — R medible

acotada y sea T : Q — N U {oo} tiempo de parada con respecto a la filtracién
Fr=o0(X1,...,X,),n € N., entonces se cumple la propiedad de Markov fuerte:

B(L7 ooy H(XT 41, X742, ) | FT) = Loy Ex (h(X1,Xs,..)) Pecs
Observacion. Como {T < oo} es FT _ medible se tiene que:
E(1 WX7 0, X )| FT)y=1 E(h(X741, X )| FT)
{T<oo} TH1 AT +25- - {7-<oo} TH1 AT +25- -
ademas la funcién 1{7—<oo} X1 es .7:7-— medible pues:
11{7—<oo} Xr = Z H{T:n} X, conX, € Fi-medible més ejercicio 7
neN
Demostracion. ¥V : I — R, se tiene:
_ T -
11{7—<Oo} Y(X71)= z@:\] H{T:n} P(X,) es F' -medible pues

Y (X,) es Fi-medible, tomando (0(i) = [E;(h(X, Xy, ...)) se deduce que i1} E
es FT medible. Sea A € FT , se tiene que:

X

14 1{7.<OO} = z@:\] ﬂAm{T:n} luego para mostrar:
n

/ILA L ey W70, X, )P :/1A L7 ey B (X0, Xo, . ))dP
nos basta probar:
/ Lyg T W71 X, )P = / Lyg 7oy B (051, X, )P
notemos que:

ﬂAﬂ{T:n} h(XT+17 XT+27 e ) = ﬂAm{T:n} h(Xn+17 Xn+27 - )
Ly (T ony By (h(X1, Xo, ) = 1yr oy B, (h(X1, X, )

14

(h(Xy, X, ..

)



luego debemos probar:
/ Lin(7 o} WX, XKoo, )P = / Lyng7 oy B, (h(X1, X, ))dP

pero como AN{T =n} € FJ se obtiene el resultado

E(h(Xut1,...) | F) = By, (h(X1,...))

Observacidon. la propiedad de Markov-fuerte también se escribe ( com las mismas hipétesis)
B(L{7 o} h(XT, X751, | FT) = Lircoy Ex - (h(X0, X1...)) Pecs
Ejemplo 2. Sea (X,,),en cadena de Markov , dado ¢ € T fijo , se tiene que:

T, = ing {X, =i} ( llamado tiempo del primer retorno a i)
n>

es tiempo de parada pues {T; =n} ={X,, #{,Vm <n, X, =i} € F} , paran € Ny por lo tanto
se cumple la propiedad de Markov-fuerte.

1.8. Clasificacion de Estados

Sea (X,)nen cadena de Markov homogénea a valores en I con matriz de transicién P estocastica.
Sean 7,5 € I.

Definicién 6.

(n)

e i—j si 3 n>0 tal quep;;” >0, se dice que j se alcanza desde i

e &) & i—j5 AN j—1,5edice que iy j Se intercomunican

Proposicion 7. La relacion — es reflexiva y transitiva en I, y la relacion < es de equivalencia
en I.

Demostracion.  Como p(p) =1 > 0, luego © — 7 y por lo tanto se tiene la reflexividad. Para la

0

(n) (m)

i >0, py >0,
por (Ch-K) p£Z+m) > pgb)pgzl) > 0 luego i — k. Intercambiando roles se tiene que < es reflexiva y
transitiva , luego estas se tienen para <> , de la misma manera se deduce la simetria de <. O

transitividad, supongamos que ¢ — 5 A 7 — k, es decir 4 n,m > 0 tal que p

15



Notacion: Como < es relaciéon de equivalencia notaremos:
C(i)={jel | i+ j} laclase de equivalencia de i

Definicién 7 (Propiedad de Clase). Diremos que cierta propiedad P definida en I es de clase
Si:

P(i) sewverifica,y j € C(i)(es decir i< j)= P(j) se verifica

13

Proposicién 8. Sea i € I , si el conjunto A = {n >0: p(n) > O} = , entonces C(i) = {i}.

Demostracion. Sea j € I con j # 1 tal que i <» 7 = I n,m > 0 tal que pz(-?) > 0, pg-;n) > 0, y por

(Ch-K) = pz(-?er) > 0, luego (n +m) € A lo que es una contradiccién. O
m>0.

Observacion. © —j A j#1i=3n>0 tal que p;

i

Definicién 8 (Periodo de un estado). Sea i € I para el cual 3 n > 0 verificando p
definimos el periodo de i como:

di:mcd{n>0 | pz(-?)>0}

Observacién. (i) Si {n >0 | pM > 0} = ¢ , se define el periodo d; =0

(ii) Para todas las propiedades del periodo nos concentraremos en i € I tal que:

{n>01p0>0}#0

(iii) El conjunto {n >0 | pgb) > 0} es cerrado para la suma , en efecto , si p\™ >0, pi™ >0

i i

por ( Ch-K ) :>pgl+m) zpz(-?)pgn) > 0, luego Hn >0 | pz(-?) > OH =00
(iv) Si{ny | k>1} C N*, es una infinidad de términos distintos en N* | entonces 3 k£ € N tal
que:

med {ny | k> 1} =med{n,...,ng}
Proposicién 9. El periodo es una propiedad de clase , es decir, si i < j = d; = d;.

Demostracion. Sea i #j tal que i « j , luego 3 n,m > 0 satisfaciendo pgl) > 0, pg;n) > 0,
(r)

. > 0, luego por (Ch-K) se tiene que p(m >0 Vt>1¢eN* (pues

consideremos un r > 0 tal que p ii

P > pi i 5 0, nuevamente por ( Ch-K) tenemos que

(m4+tr+n) > p(m)

i j pz(?)pz(?) >0
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luego por definicién de d; se deduce que d; | (m+tr+mn) Vt>1e N* | en particular
di | (m+r+n) AN dj|(m+2r+n) = d;j|((m+2r+n)—(m+r+n))

es decir d; | » Vr > 0 tal que pg) > 0, asi se concluye que d; | d; , por simetria d; | d;

Definicién 9 (Matriz Irredicuble). Sea P = (p;;)i jer matriz estocdstica . Diremos que es irre-
ducible si:

Vi,j € I se tiene i <> j . Esto equivale a : Vi, j € I 3In =n(i,j) tal que pl(;”) > 0.

Observacion. En el caso irreducible se satisface lo siguiente:

(1) Existe un tnica clase que es I , es decir C(i) =1 Vi€ I.
(2) Todos los elementos i € I tienen el mismo periodo.

Proposicion 10. Dado i € I se cumplen las siguientes propiedades:

(1) VjeC@t) 3T T](-i) € {0,...,d; — 1} tq pgl) >0=n= r§.i) mod d; o equivalentemente
d; | (n— rj(-z)).

(ii) Sijk € C(i) entonces :

r,(f) = r,(cj) + T](-i) mod d;

(iit) Vje C(i) 3IAN(i,j) >0 tal que :

(Ndi+r(?)

Pij >0 VN > N(i,j)

Demostracién. (i) No hay que mostrar la existencia pues j € C(i) . Si i = j , se tiene que
TEZ) = 0 ( por definicién de periodo ) pues pl(?) >0=mn=0 modd;.Sii# j, nos basta

probar que si
(n)

(r (m)
]

n,m > 0 son tq p;;” > 0, p;;

>0=n=m modd;

pues = mod d; es relacién de equivalencia. En efecto ds > 0 tq p(s-) >0, por (Ch-K ) se

tj
tiene que pg?“) >0, pg”“’ >0 por lo tanto

n+s=0 modd;, m+s=0 modd;,=n—m=0 mod d;

pues pr =q; moddypy=¢q modd= p; —ps=q —q mod d, de donde se deduce que
n =m mod d;.
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(ii)

(iii)

Ejercicio 8.
Para la demostracion necesitamos el siguiente lema:

Lema 1 (Aritmético). Sea S C N* | S # ¢ tal que S es cerrado para la suma ( s,s' € S
= s+ € 8). denotamos por d = med(S) , entonces ANy >1 tqg {Nd: N >Ny} C S .

Este lema lo probaremos més adelante , ahora probemos (c) con él . El conjunto
Si:{n>0:pz(-?)>0}

verifica las hipétesis del lema (pues hemos tomado ¢ € I | tal que S; # ¢ ), luego IN(i) > 1

satisfaciendo pz(-ZNdi) >0 VN > N(i), es decir se verifica para j = i. Sea j # i , basta tomar

ng > 0 tal que pz(-?(’) > 0, luego por ( Ch-K ) se tiene que pz(-;-VdiJr”O) >0 VN > N(i), como
(4)

no+r; € d; N se tiene el resultado.
O
Demostracion. (del lema) Para probar este lema usaremos los siguiente elementos:
Probemos que si S C Z es subgrupo para la + con S # {0} entonces : S = dZ = {nd}, .y,

(1)

(ii)

con dzmcd{s>0:s€§}:min{s>0:s€§}.Enefect03 d:min{s>0:s€§},

de §, por ser S subgrupo luego S C Z. Reciprocamente si s € S , y sea un s > 0 por teorema
de Euclides se tiene s =td+ucont € N, 0 <u<dcomoseS,tdeS,uveS=u=0
(por definicién de d) = s € dZ. Para s <0, s € S, aplicamos el argumento a -s y se deduce

que s € d7 , asi se concluye que S =dz y necesariamente d = mcd {s >0 | s€ §} )

Probemos la igualdad de Bezout :

Sean {s1,...,s,} € N* | sea d = med{sy,...,sx} entonces 3 ty,...,t € Z , tal que
k
d= z Siti.
i=1
~ k ~
Demostracion. Para ello consideremos S = {Zuzsl | wp,...,u; € Z}, se tiene que S es
i=1

subgrupo de 7 , S # {0} , luego por (i) se tiene que S = dZ con d = med {s >0 | se §} y
- - _ k
por lo tanto d = med {sy,...,8:} =d comod € S = d € S es decir d = ) t;s; para algunos

=1
ti,...,lx € 7. ]
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(iii) Ahora probemos el lema , S C N* cerrado para la + se tiene med {S} = med {I} para I C S
finito ,dividiendo los elementos de S por d = mcd {S} nos basta suponer que d = 1. Se tiene
que 3 {s1,...,s,} C S tal que S = med{si,...,s,} , como d =1 por (ii) I t1,...,tx € Z
satisfaciendo

k
1= Ztisi = Z t;s; — Z (_ti)sir
i=1 {i | t;:>0} {i | ti<0}

~” ~”

iq =r
se tiene que ¢ >0 ,r > 0.
e Sir=0=>1€S=N"CSyNy=1 pues S es cerrado para +.

e Asumimos r > 0, por el argumento anterior es > 1 tomemos Ny = r(r — 1) , sea
N > Ny = r(r — 1), por teorema de Euclides tenemos N = ¢tr +u con 0 < u < r
necesariamente se debe cumplir que ¢ >r —1 (pues N > r(r —1)) y como
u=u(q—r)( pues ¢ —r = 1) se deduce que N = (t — u)s + ugq , del hecho que ¢t —u >0 se
obtiene:

N =mr +ug con m,r € N (1.4)

Recapitulando , se tiene que sq,...,s; € S como S es cerrado para la + se deduce que ¢,r € S
y se concluye de (1.4) que YN > Nj se tiene que N € S.

O

Definicién 10 (Conjunto de estados cerrado). I' C I se dice cerrado para una cadena de
Markov con matriz estocastica P, si:

jer

Proposicién 11. Sea(X,),>o cadena de Markov con matriz de transicion P, si I' es cerrado en-
tonces:

Ypl =1 Viel', ¥n>0

jer

o escrito de otra manera P;{X,, € I' Yn>0}=1 Viel
Demostracion. Para n = 0,1 se tiene ( por definicién ) , procedamos por induccién :
iel, Zpg”) =1= pE;L) =0 Vj¢I' pues P es matriz estocdstica

Jer
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Por ( Ch-K) ZPE?H) :Z Zpikpg;) = Z Zpikp,(g)

jer jer kel jer ker
(pues pyr. =0 si k¢ l')
=3 pan) (kel'=pl) =0 si j¢r)

jel kel
:Z Zpikp,(g) =1 luegosii€ ' se tiene que:
jel kel
Pi{X, €It =1 Vn>0=Pi([ |{Xpn€l'}) =16 P;{X, € I'Vn >0} =1 pues:
n>0
P(A4,)=1 Vn>0=P([|4)=1) < P4)=0 ¥n>0
n>0
=P (U A;) <) P(4) =0.

n>0 n>0

Observacion.

Sea I' cerrado, para i € I' = C(i) C I’ luego:

r= J c=Uc

{C | cnIr'£0} ccr
En el caso P irreducible , con I cerrado se tiene que C'(i) = I, Vi € I , 4demas I es el tinico
conjunto ( # @) que es cerrado.

Definicién 11 (Estado no escencial). Sea P matriz estocdstica un estado i € I , se dice mo
esencial si
djel talquer—j5 AN j-»1i.

Proposicién 12. Ser no esencial es propiedad de clase , es decir i no esencial y k € C(i) = k no
esencial .

Demostracion. (i —j N j—»i,i—k N k-»i)=k—j N j-»k O

Proposicion 13. Union finita de clases no esenciales no es cerrado.

Demostracion.

Ejercicio 9.

Corolario 1. I finito = 1 escencial Vi € 1.

Demostracion. I cerrado , junto con la propiedad anterior. O
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1.9. Recurrencia

Sea (X, )n>0 cadena de Markov homogénea a valores en I con matriz de transiciéon P . Sea i € I se
definié el tiempo de primer retorno en el futuro :

To=pfth=1

T ; es tiempo de parada con respecto a F' = o(Xo, ..., X,) .

Definicién 12 (Estado Recurrente). Un estado i € I se dice recurrente si
y se dira transiente ( no recurrente ) si

P:{T; <o} <1.

Para el andlisis de esta nocion , introduzcamos algunas notaciones :

Sea 1i,j € I, definimos: f-(n) =P, {T;=n} luego fi(;)) =0

2

yi fO=N" =T, < oo}

n>0

Lema 2. Sea i,7 € I , entonces se cumple que:

V>0 5o opl = £

JJ
k=0

(

Comentario: sin =0 pi;-)) =0 Y figo)pgg-) =0, luego se da la igualdad sélo si i # j.
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Demostracion. Para n > 0 se tiene:
pg?):IPi{Xn:j}:lpi{Xn:j,TjSTL} (puean:jiTjgn)

=Ei(Lpx=p 17 <n)) = BBl px,=y LT <) | FTi)
pues E(f)=E(E(f|B)) sifes B —medible luego :

=Ei(l7, <y B(Lpxa= | FT9) (pues{T; <n} e FT4)

y por lo tanto se tiene = ZEi(ﬂ{Tj:k} ]E(]l{xn:j} | }“Tj))
k=1
= Ei(1 E(1 A FTay)
? {Tj:k} {Xn—k-I—Tj:]}
k=1

ZZEi(ﬂ{Tj:k}(Eij (Tex, i)
k=1
pues (T; =k C T; < oo) mas propiedad de Markov fuerte , asi tenemos que
:ZEi(ﬂ{Tj:k}(Ej(]l{xn_kzj})))
k=1
(pues X7, = j por def. de infimo)

_ - (n—k)
—ZEi(ﬂ{szk}pjj )
k=1

_ (n—k) _ (n—k) p(k)
k=1 k=1

Definicién 13. Seani,j € I, 2 € C con |z| <1, se define :

Py) =2 p's v By =) A

n>0 n>0

Observacion. P;j(z), Fjj(2) , esatan bien definidas para |z| < 1 pues si:

() =3, p(f) = (imsup {Ja,|> ) > 1

n>0 neN

con sup {|a,|} < A ( acotados).
neN
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Recordemos que si:

f(z) = Zanz”, g(z) = anz” con min{p(f),p(g)} > R >0.

n>0 n>0
entonces se tiene que:
(f9)(z) = f(2)g(2) = chz” siendo ¢, = Zakbn,k
n>0 k=0
luego el lema anterior adopta la siguiente forma:
Proposicién 14. (i) Sii# j entonces P;j(z) = F;j(2)P;;(z) V |z] <1.
(i) Pj(z) =1+ Py(2)F;(z) es decir :

1

Pi(z) = =)

V oz <1

Otro elemento esencial para el andlisis de recurrencias es el siguiente:
Definicién 14. Sea (X,,),>0 cadena de Markov a valores en I, dado j € I sea
Nj:|{nZO:Xn:j}|

el numero de veces que la cadena “visita” el estado j . Observemos que se tiene :

o0
N; =) v
n=0
Proposicion 15. El numero esperado de visitas a j partiendo de i es:

Ei(N;) =Y pi

n>0
Demostracion.

Ei(N;) =Ei() Lix,—j)

n>0

=> Ei(lix.—)

n>0

n>0

=3 P{Xa=j | Xo=i}= p}

n>0 n>0
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Teorema 1. Para i € I , son equivalentes:

= 7 es recurrente
(i) Pi{Ti<oo}=1
(i) Ei(N;) = oo
(iti)) Pi{N;=oc} =1

y luego son equivalentes:
= 4 es transiente
(i) P, {T; < oo} <1
(i) Ei(N;) < oo
(i5) P; {N; = 00} < 1

Demostracion. (i) < (ii) .

(i) equivale a > fi(in) = 1 observemos que por T.C.M se tiene que:

n>0
lim  Fj(2) lim = (n)
z 1(2>0) z/‘l (2>0) Z f” ; Ji
analogamente :
lim Py(2) lim = (n)
z 1(2>0) z/‘l (2>0) Zp” ;p”

usando la proposicién 14 se deduce que: > fiin =1 Y pi?) =00 .
n>0 n>0

Observemos que (iii) = (ii) o equivalentemente (iii)=(ii) ya que (E;(V;) < oo = P; {N; = o0} =
0), luego (7 es transiente < P; {N; < oo} < 1) , 4&demas si i es transiente se tiene que:

N;=sup{n>0:X, =14} verifica P;{N;<ox}=1

Observacidn. N; no es tiempo de parada.

Ejercicio 10. Probar que si i es transiente , se tiene que , Vj € I,P; {N; < oo} = 1.
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Por le recien comentado , nos basta probar (i) = (iii) . Para ello definamos para k > 1 el instante
de el k-ésimo retorno en el futuro a i:

Tik)=inf{n>T;k—-1) | X, =i} (luego T;(0)=0,T;(1)=T,)

facilmente se muestra que {7 ;(k) : £ > 1} son tiempos de parada.

Se tiene que
Ni =D Lixa=iy = D 1T <0}

n>1 k>1

luego , como k£ > 1 se tiene
(Ti(k) <oo=Ti(l) <o) V1<I<LE
y se concluye :

N; = o0 = {T (k) < 00,Vk > 1} = () {T (k) < o0}

k>1

luego:

P; {N; = oo} = P; {m {T:(k) < OO}} = lim P; {T'i(k) < oo} (pues (T'i(k))), )

k>1

y por lo tanto:
Pi{N;i=}=1<VEk>1 P {T;k)<oo}=1

Probemos por induccién que: P; {7 ;(k) < oo} =1,Vk > 1, parael caso k = 1 es la hipotésis (i) ,
ahor a probemos el paso inductivo:

P {Ti(k+1) <oo}= Ei(ﬂ{Ti(k+1)<oo})
y desarrollando:
:]Ei(ﬂ{Ti(k+1)<oo} ]]‘{Ti(k)<oo}) (pues P {T;(k) < o0} =1)
=Ei(E(L{7 (011000} L{T 00200} [FT ™)) (condicionando)
=Ei(L7 <o) BAUT 11200} 1FTO)) - ({Tilk) < o0} ,FT ) _medible)
:]Ei(ﬂ{ﬂ(k)@o} ]EXTi(k)(]l{Ti(lKoo})) (propiedad de Markov-fuerte)
Z]Ei(ﬂ{ﬂ(k)@o} Ei(1{7i<w}))(pues X7,0y=i) = Pi{T (k) < oo} Ei(ﬂ{ﬂ(k)@o})
=P, {T;(k) <o} P;{T;(k) <o} =1 (hipotésis de induccién) (1.5)
U
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De la demostracién , mas precisamente de (1.5) se obtiene :

Viel P;{T;k)<oco}=(P;{T;<oo}) VE>1. (1.6)

Proposicion 16. Si i es transiente entonces:

E;:(NV;) = l 19 con 0, =P;{T; <00} <1.
Demostracion.
Ni = Lix=it = ) LT iy<c}
k>1 k>1

= Ei(N) =) Ei(LrT k<o)

k>1
0;
=D PATi(l) <o} =3 () =1—5  (bor (16))
k>1 k>1
U
Proposicion 17. Si i es transiente, para el 0; definido en la proposicion anterior se tiene que:
P{N;, =k} =0F(1—-6;) Vk>1.
Demostracion.
Ejercicio 11.
U

Proposicion 18. Ser recurrente es propiedad de clase , es decir si i 4> j:

i recurrente (transiente) < j recurrente ( transiente)

(r)

Demostracidn. i < j , < Ir,s > 0 tales que p;;” >0, pgz) > 0 luego por ( Ch-K ) se deduce que
p§§+"+s) > pgz)pgb)pg) de donde concluimos que Y pE?) =oc0o= Y, pg-?) = 00 O
n>1 n>1

Obtendremos a continuaciéon un conjunto de propiedades sobre recurrencias.
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Lema 3. i # j & P, {T ; < oo} (partiendo de i la probabilidad de alcanzar j en un tiempo finito
es >0)

Demostracion.
Ejercicio 12.
O

Proposicién 19. i es nesencial = i es transiente ( equivalentemente : i recurrente = i esencial )
Demostracion. i no esencial < 3 7 #£ 4,0 — j A j—> luego se tiene que:
P, {N; =00} =P; {N; =00, T; <oo}+P; {N; =00, T; =00}
y como:
Pi{Ni=o00,Tj =00} = E(li1 ) E(L{ni=oo) FTa)) = EL7; <o) Ei(Lvizoc)))
ddemas P;{N;=o00}=0 puesj = i=DP;{T,;, <oo} =0 (lema anterior ) y se tiene que
P {N;=00,T; <o0}=0
luego:
P, {N; =00} =P, {N; =00, T ; =00} <P, {T; = o0}
=1-P;{T; < o0}

pues P; {T; < co} > 0 ya que i — j mds el lema anterior . O

Corolario 2. Sea i recurrente entonces:
P, {X, € C(i),¥n >0} =1 es decir, C(i) es cerrado

Demostracion. i — j = j — i (i es esencial por propiedad anterior ) es decir j € C'(i), en particular
Y. pij =1 luego C(i) es cerrado. -

JEC()

Proposicion 20. Sea i # j entonces:

P; {N;j = oo} = Pi {Tj < 00} P; {N; = oo}
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Demostracion.
Biliyer) = BBy 17 £
(pues {Tj < oo} C{N;j=00}) = Bi(l{r ) Bl |7 7))
(pues {T; < oo} es FTi - medible)
=Ei(L(T coo} Bxp (Livi=o0)))
( propiedad de Markov-fuerte )
=P; {N; = 0oP; {T; < oo}}
U

Lema 4. Sea (Q,F,P) un espacio de probabilidad, consideremos una filtracion (F™),>o tal que
F AF® C F. Sea ddemas T ,0 tiempos de parada con respecto a (F™)n>0 entonces:

{TSQ}E}"TH}"Q as como {T <8} y {T =06}

Demostracion. Se tiene:

(T<® eFT «{T <O n{T=n}ecF ¥neN

= {0>n}n{T=n}={0<n}"n{T =n}

por otra parte {T§9}6f0<:>{7_§9}ﬂ{9:n}€}"" Vn e N

= {T <n}n{f=n}

luego {7_ < 9} € .7:9 N .7:7- la otra relacion se prueba analogamente. O

Proposicién 21. Sea i recurrente, se tiene i — j = P, {T; < oo} =1
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Demostracion. Sea i # j , se tiene:

P{T,<oo} =P {T:<T;T;<oo}+P;{T,;,<T;T;<oo}
(como i # j se tiene que T; =T ; =00, {T;<o0}=0)
notemos que {7, <T,;,T;<oc}={T;<T,}
luego: =P {T,<T,;}+P;{T,;<T;T;<oo}
se tiene que: P, {T; < T3, T, < o0} =Ei(Lir 7y, 17 )
=E(E({7,o7,} LT oo} 7))
:Ei(]l{Tj<7-i} E(H{Tmo} |J—“7‘j))
(pues {T, <T;} e FTy)
(por Markov fuerte) :Ei(ﬂ{ﬂdﬁ} IEXT]_ (]1{71-@0}))
=P; {T; < oo} P;{T; < Ti}
de donde se tiene:
Pi{T:<oo} =P {T;<T;}+Pi{T,; <T;}P;{T; <o0}.
yeomo 1=P{T,<T;}+P;{T;<T;}

(pues P;{T,=T,} =0 yaquej#ieirecurrente)

se deduce que :
si ]PZ{T] < Tl} >0:>]P]{Tl < OO}: 1.

Mostremos que:
P, {T; <T;} >0 del hecho que i — j

(r)

dr>0 talque p;;”>0 yporlotanto 3iy,...,%31 tal que:

PiiyPivis * ** Pin_sir 1 Dir_1; > 0 por (Ch-K)

definimos | =méx{0 >k >r —1,ipy =i} con iy =1i,se tiene:

Pigigy = Pin_yj >0 con dp, i1, .. ey F0
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luego:
P; {7-] < 7-%} > Pigipgr =" " Pip_1j > 0

concluimos que P; {7T; < oo} = 1 lo que prueba la proposicién (intercambiando los roles de i
con j). O

Proposicién 22. (Criterio algebraico para probar recurrencia): Sea (X,)n>o cadena de
Markov a valores en I , con matriz de transicion P = (pij)ijer irreducible , entonces la cadena es
recurrente ssi:

Vig € I(0 equivalentemente Jig € I)

se verifica que st

y = (y;)jer es solucién acotada del sistema de ecuaciones:

Yi = Zpijyj Vi #ido (%)
jEI
debe ser constante.
Demostracion. Fijemos ig € I,y consideremosP = (Dij)ijer tal que:
ﬁij = Dij si @ # 1o, ﬁioj = 5i0j

sea ]INDZ ley de probabilidad asociada a la cadena ()?n) definida por P partiendo de i. Observemos
que P; = {X,, = ip,Vn > 0} =1 ( se dice que i, es absorbente para (X)) , se tiene que:

P, {T; < oo} = P, {7‘ < oo} Vitioy Dby {7- < oo} _1
notemos ademas que:

P; {T; < oo} :ZIPi {Ti <00, X1 =5}

jel
=Pi{X1 =0} + D, Ei(Lixip By (L7, <o)
J#i0
=Diiy T Zpij]Pj {T i, < oo} (1.7)
J#io0
En particular
P, {Ti, < oo} =1 V) #i tal que p;y; > 0 se tiene P, {T;, < oo} =1 (1.8)

Ahora probemos el resultado:
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Supongamos que la propiedad se cumple , probemos entonces que hay recurrencia.
Sea y;, =1, y; = P; {T i, < oo} por (1.7) se tiene que y = (y;);jer es solucién del sistema :

Yi = Zpijyj Vi # iy (*)
JeI

Como es acotada ( por 1), deducimos de la propiedad que y es constante . Como y;, = 1,
concluimos que y; =1 Vj €I, es decir P, {T;, <oo} =1 Vj €I por (1.8) se deduce que
ig es recurrente , luego ( por irreducibilidad) la cadena es recurrente.

Asumamos recurrencia , probemos que se cumple la propiedad . Para ello fijemos iy € I,
notemos que (x) equivale a:

Py=y (x)
En efecto , (Py); = (Py); , sii # ig , por otra parte se tiene que: (Py);, = y;,. Supongamos
que y es solu(non acotada ( por M ) de (x) (o equivalentemente de (x)). Debemos probar que
y es constante. Iterando Py =y se tiene que P"y =y Vn > 0. Luego:

sz_] y_] pzzo ylo + sz_] y]
Jel Jj#to
De donde :
i — Pyl = >yl < M(1=B)) Vi # g (1.9)
J#io

Por hipétesis de recurrencia, tenemos que:
P, {T, < oo} =D; {71-0 < oo} —1 i#i

19 es absorbente :HNDi {Hn >1 :)?n = 750} = IINDZ { U {Hn < N: )?n = 750}}

N>1

= lim f’i{HnSN | )?nzio}
N /oo

pues se trata de eventos decrecientes con N. Ahora notemos que :
HNDZ{HnSN)N(nZZO} :HISZ{)’ZN:ZO} _ﬁgz)

(pues iy es absorbente para P ). Luego Nh_r)n()o ﬁgg) =1, tomando Nh_r)rloo en (1.9) se concluye que

y es constante: |y; — y;| =0 Vi # i
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Proposicion 23. Si j es transiente entonces ¥Vi € I se tiene que:

" =

Zpl(?) < oo en particular  lim p;~ =
n—o0

n>0

Demostracion. j transiente < > pg-?) < 00 , se tiene que si ¢ # j
n>0

Pij(z) = Fij(2) Pj;(2)  V]2| < 1.

luego si z 1 se obtiene:
Zpl(;b) = fi (ZPE?) <0 (ﬁ; = Zfi(jn) =P, {T; <00} < 1)
n>0 n>0 n>0

O

Corolario 3. Si I es finito entonces , existen estados recurrentes . En particular si P es irreducible
y I es finito la cadena es recurrente.

Demostracion. P™ es matriz estocastica Vn > 0, luego Zpgb) = 1, si suponemos que todos los
jer
estados fueran transientes , y como I es finito se tendria que:

N (n) _ N (A
L= tim 3 op =3 (Jim o) =0
jerI il

Lo que es una contradiccion. O

1.10. Recurencia positiva

Antes de entrar en el tema probemos el siguiente:

Lema 5 (De Renovacién). Sean (ay)n>0, (bn)n>0, (Un)n>0 - Sucesiones reales verificando:

(i) (an)n>0, (bn)n>0 son positvas.

(it) (un)n>o es acotada ( es decir : sup |u,| = M < oo )
n>0

(i1)) Y an=1, Y b, < oo

n>0 n>0

(tv) med{k >0 | a, >0} =1
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(v) Se verifica la siguiente ecuacion de renovacion:

n

un:Zakun_k+bn Vn>0 (ER)

k=0
entonces 3 lim u,, y verifica :
n—o0
> Uk
I k>0
im u, =
k>0
n
Observacion. De (ER) u,(1 — ap) = arUn_1 + b, v como ag < 1 se deduce por recurrencia que
k=1

up, >0, Vn>0.

Demostracién. Primero supondremos a; > 0. Como (u,),>o es acotada se tiene que

3 A= limsupu,. Sea (n;);>o una subsucesién creciente tal que A = lim u,,;.
n—00 J—o0

(1) Probemos que A = lim Up;—1, €n caso contrario se tendria que existe una subsucesion de
J—00

(n5);>0 (que seguimos notando (n;);>o ) tal que lim u,; ; = X' < A\. Tomemos ¢ = al(/\;_)‘),
- - J—00
luego IN = N(e) tal que :
(@) > an<g. (O)Vn>Nu,<A+e
n>N(e)
() ¥n> N :b, <e (d) Jjp tal que Vj > jo:
Up; > N —€ (1.10)

Up;—1 < N+e

Sea j > jo , se tiene que :

n; N
Up,; = Z AUk + bn; < Z A lUn,— + M Z ag + by,
k=0 k=0

k>N

N
< Z A Un;—k + 26
k=0

N
como n; > N: =ajup; 1 + E A Un;—k + 26
k=0,k+#1
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(2)

<aitp;—1 + (A +e)(1 —ay) +2¢
(nj —k > Nsik <N luego u,, r < A+¢)
<o (N 4+e)+A+e)(l—ay)+2¢
(pues up, 1 < X' +¢)
= N + M1 —ay) + 3¢
=A—a; (N =)+ 3¢
=A—4e+3=A—¢

lo que contradice (1.10) , asf se concluye que A = lim wu,, 1 , iterando este resultado se obtiene
j—00

Vs >0 fijo : Im wuy, s = A

J—0

Sea 1y = Y anyk para k > 0 de la definicién se tiene que ay = ry_; —ry para k > 1y ddemas:
n>1

S = Y kay (pues 3 (z 1{z<k}> =Y (2 1{z<k}> =Y (Zak)>

k>0 k>0 k>0 \ >0 1>0 \ k>0 1>0 \I>k

n
Definamos A, = Y rru,_; para n > 0, probaremos que:
k=0

A, — A, 1=b, Yn>0 conA_;=0 (1.11)

en efecto:

n n—1

An - Anfl - E T'eUpn—k — E T'kUn—1—k
k=0 k=0
n n

= E T'kUp—k — § Tk—1Un—fk

k=0 1

k=

n
= - E OpUp_f + ToUp
k=1

n
= - E OpUp_f + Uy — Aoy,
k=1
n

=Up — § ApUp—k = bn

k=0

Luego por (ER) y de (1.11) se deduce que A, = >, bx. Sea N fijo , y consideremos un j tal
que nj > N ( es posible por tratarse de términos positivos ), de esta manera:

n; n; N
g b= An, = E TkUn;—k = g TkUn;—k
1=0 k=0 k=0
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haciendo 7 — oo se obtiene:

N
Z by > A Zrk y concluimos que :

1>0 k=0

> bi
A = limsupu, < kio

haciendo N — oo se obtiene

k>0
Db Dby
, k>0 k>0
lim sup u,, <= = = en el caso Z kap = oo
n—00 Z Tk Z kak >0
k>0 k>0 =

esto prueba lim u, = 0 , asique para demostrar que el limite existe nos basta asumir que

n—oo
> kay < oo y probar que:
k>0
> bi
lim inf u,, > F20
n—o0 Z kak
k>0

(3) Sea p =liminfu, y consideremos (n;);>o sucesién tal que p = lim w,, , andlogamente
n—00 - J—0
a lo hecho en la parte (1) se demuestra que p = lim Up;—1 , de donde se concluye que
_]*)OO
Vs > 0 fijo p = lim u,, 4 . Sea N fijo y tomemos j tal que n; > N ; con esto se tiene lo
j—00

siguiente:

n; n;j N
Zbk :An]. :ZT]CU”].,]C < Zrkunj,k—i—M Z Tk (112)
k=0 k=0 k=0

E>N+1

notemos que oo > »_ kay = > ri luego > ry es finito, haciendo j — oo en (1.12) se obtiene:

k>0 k>0 k>0
N

Zbk < “erk + M Zrk haciendo N — oo queda :

k>0 k=0 k>N

Dbk Dby

.. k>0 k>0
p=liminfu, > = = =
n—00 DTk D kax

k>0 k>0

Con esto se concluye :

> bk



Consideremos ahora el caso general, sean:
li,...,lp>0tal que a;; > 0,i=1,...,h con med{ly,..., [} =1
situdndose en la parte (1) de la demostracién tenemos que :

A = limsup u, = lim u,,
n—00 J—00

se prueba que:
A= lm uy, g, Vs;>0fijo i=1,...,h yluego:

J—0

A= lim u N Vsi,..., s, fijos, como:

h
L=med{l;,....I} INg>0,YN>N, N=> si;
i=1
en particular:
A= lim unj—N VN 2 NO ﬁJO

J—0

luego, considerando la subsucesién nj =n; — Ny se obtiene:

A= lim u,, , Vs>0 fijo

J—0

tomando (nf);>o en vez de (n;);j>0 la demostracién vale de igual manera.

O

Definicién 15 (Tiempo medio de retorno). Sea (X, ),>0 cadena de Markov a valores en I,
para i € I recurrente definimos:

wi =E;(T;) = Z nf™ el tiempo medio de retorno a 1

it
neNU{co}

Observacion. = Siies transiente p; = 0o pues fi(iOO) =P, {T; =00} > 0, siies recurrente se
tiene que:

K = Z n z'(in) (pues fi(iOO) = 0)

neN

» Se tiene p; =0 < P, {T; < oo} =0, luego en el caso recurrente p; € (0,00
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Teorema 2. Sea (X,)n>0 cadena de Markov a valores en I , para i € I recurrente, aperiddico (es
decir de periodo d; = 1), se tiene:

° hmp()—i.

n—oo’ Hi

o Vj e Ci) ;Jggopg’;) =1

Demostracion. Tomemos para k > 0 ap = fi(ik),u,c = pgf),bk = 0o , Veamos que se satisfacen las

hipétesis del lema de renovaci(')n. En efecto se tiene que : (ag)ren, (bk)ren, (uk)ren < 1, también

se tiene que Y ap = Y. fm = 1 pues 7 es recurrente , » by = 1 < oo, se verifica la ecuacién de
k>0 k>0 k>0

renovacion :
n

un:Zakun_k+bn Vn>0 (ER)
k=0

Como i es aperiodico med {n > 0 : u, > 0} = 1 esto implica que:
med {k > 0:a; >0} =1 (1.13)

ya que en caso contrario si med {k > 0:a; >0} = d > 1 se tendria que a, =0 Vk ¢ dN* luego

por recurrencia utilizando ( ER ) , se demuestra que u, = 0 Vn € dN* con lo que i no seria
!
aperiodico. (si 0 < r < dy como ag = 0, ugr = > Uhdl(i—h)d+r Y POTr hipdtesis de induccion se
h=1
anula ) , asi tenemos (1.13), luego se cumplen todas las hipdtesis del lema de renovacion, entonces:

1 1
3 1im p{ = —
n1—>r{olo Pii n—00 Z kak %%

Para la segunda parte, consideremos i # j con j € C'(i), como i es recurrente se tiene que:

1=P;{T; < o0} = Z f;:”) luego se tiene que:
n>0

p]z _Zfz] zz Zf]z

k>0 Hi

Dado ¢ > 0, consideremos N = N(¢) tal que Yn > N

ny 1 :
Z fz-(f) <e, |p£i) — —| <& se tiene que para n > 2N
k>N 2%

N
:Zf](zk)(pgl_k) Z f]z u Zf]z _

L l k=N-+1 k>n Hi
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N
1 2 2
luego acotando |p§-?) — ;| < 6Zf](f) +e(1+ ;) <e(2+ ;)
i — i i

e 1
(pues 0 <k <N =n—Fk > N),y por lo tanto |p£Z k)—f|<g

()

de donde se tiene el resultado ( pues #i < 00) . O

Proposicion 24. Sea i € I estado recurrente de periodo d, entonces:

. T d n
(i) Jim o= con =3 nf =BT

n— o0 i
n>0

nd+r d
(it) paraj € C(i), lim Pl Rl

n—o0 It /"Ll

Demostracion. (i) El estado inicial es 4, como una clase recurrente es cerrada podemos suponer
que (E = C(i)) que la cadena (X,),>o es de periodo d ( en C(i) ) y Xo = ¢ . Consideremos
(Y, = Xyna)n>0, se tiene que (Y3,),>o es cadena de Markov a estados en C'(i) con matriz de transicién

Pt = (p,(c'f) : k,l € C(i)) y tiene periodo 1, pues med = {n >0: p(nd)

i > 0} = 1 7 es recurrente en
(Yy)n>0 pues:

S =S"pm=1 y fP=0 sil¢aN

n>0 m>0

por ser i aperiodico recurrente para P? se tiene por el teorema anterior que:

1 . o T
lim p" = —, con =Y mpl? = - anpz(_i d _ %

n—00 :
Hi n>0 n>0

(ii)

Ejercicio 13.

O
Proposicion 25. Sea @ recurrente, entonces se tiene para la media de Cesaro:
1 1
VieC(): lim — S p® =~
jec Nooo N Zp” i
n=0
N-1
Demostracion. Observemos que ¢ = lim a, = lim % > a,. En efecto dado ¢ > 0, luego
n— 00 N—oo n—=0

AN® = N(e) tal que : |a, —a|] <& Vn > N¢ con N > kN°® se tiene que:

N°© N-1
1 1 Ne—1 N¢
—E an + — E a, — a|| < supa, +ell+ —
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Probemos la proposicion, para lo que sigue no se perdera generalidad con suponer que 7 = ¢ . Como

() — 0 para 0 < < d y lim p" = <4 se tiene:
n—00 H

(2

Md—1 M—

n=0

(Nd)

N d
Como 3 p{™ = 37 pl™ se deduce el resultado. O
n=0

Definicién 16 (Estado recurrente positivo). Sea (X, )n>0 cadena de Markov a valores en E.

(i) i€ 1 se dice recurrente positivo, si es recurrente y j; < 00
(ii) i€ I se dice recurrente nulo, si es recurrente y p; = 0o

Observacion. Sea ¢ recurrente, de acuerdo a nuestros resultados, ¢ es recurrente positivo ssi:

N-1

1 (n) (nd;)
J}I_I)IIOONZ:Opu >0« hm 0 pjj > 0.

y se tiene que, 7 es recurrente nulo ssi:

lim pgz ) =0« lim —Zp”

n—00 N—oo [V

Proposicién 26. . Ser recurrente positivo (respectivamente nulo) es propiedad de clase, es decir si
14> 79

i recurrente positvo(nulo) < j recurrente positivo(nulo)
Demostracién. Supongamos ¢ # j, Ir,s > 0 tal que pg)
r + s = kd, para algun k € N*, luego si n > k se tiene que:

> 0 como p{/

(23

> O,p(s)

i > (). se tiene que

nd s) (n—k)d (r )
pg'j : 2 P§i)P§i ) pgj) n:>ooA >0 ,para algin A

Ejercicio 14. Sea i transiente y j recurrente aperiddico, entonces:

Iim pi" = Iy ,donde f; =P; {T; < oo}
0

(] .
n—00 j
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Para terminar esta seccion observemos lo siguiente:

Proposicién 27. Sea (X,),>0 cadena de Markov a estados en E finito, entonces no existen estados
recurrentes nulos. En particular, si la cadena es irreducible serd recurrente positiva.

Demostracién. Supongamos que existe i € I un estado recurrente nulo, C'(i) C I es finita. La matriz
P = P‘C(i)XC(z’) es estocastica ( pues C'(i) es cerrada ) y es recurrente nula ( ya que i es recurrente
nulo y ser recurrente nulo es propiedad de clase ), luego:

1 = lim inf S < M 1fgg}fp§;” =0 (Fatou)
JEC(3) JEC(1)

lo que es una contradiccion. O

1.11. Distribuciones Estacionarias

Definicién 17 (Distribucién estacionaria). Sea (X,,),>0 cadena de Markov a estados en I,
con matriz de transicion P = (pi;)ijer esocdstica . Diremos que el vector m = (m;)ier €s una
distribucion estacionaria de la cadena si se verifica:

m>0, Viel, Y m=1
(es decir es un vector de probabilidad), y:
t_ ¢ _ ~ . y t _ _tpn
m=mnP <7Tj = Zﬂ'ipij Vj e I) , por iteracion w =m1P" n>0
iel
Una distribucién estacionaria m queda definida por la siguiente condicién : para m vector de proba-

bilidad consideremos:
Pr(-) =Y _ mP;(")
jer
es decir P, (+) es la distribucién de la cadena con la condicién inicial :
PW{XOZi}:Ti Viel
entonces el vector de probabilidad 7 es una distribucién estacionaria ssi
P.{X,=i}=m Miel, Vn>0)

En efecto:
P.{X,=i}= Z P, {X, = k}p,(g) = Z?Tkpgg) = (WtP”)Z. = ;.

kel kel
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Mas aun se tiene :

Proposicion 28. 7 es distribucion estacionaria ssi P, es invariante por traslacion en el tiempo,

es decir:
]PTI' {th = 7:17 s 7th = Zn} = ]PTI' {th—i—s = 7:17 s 7th+s = Zn}

Vo<t <tp<...<tp, VneN, Vi,...,ip€l, Vs>D0.

Demostracion.( <) n=1,t; =0,s =1 laigualdad P, {Xo, =j} =P, {X1 =j} Vj € I equivale
a 7 distribucin estacionaria .

(=)

Pe{Xy, =it,..., Xy, =in} =Y mPi{X;, =ir,..., X, =in}

iel
t2 tl) . (tn*tn 1) _ P(tl) .
Z’n—lpz Di i, " Piy iy = (7 )i
el

=Ty = (WP(tlJrs))il

t + t -I— t1+ tn+s—(tn—1+
(Zmpml ) (trs=(tta) . pltnto(tu-sts)

el

:IPW {th+s — il) RN ,th+5 — Zn}

O

Observacidn. Luego si m° = 7' P, se puede extender la cadena para tiempos en Z, de la siguiente
manera, se define (X,,)ncz por:

. t2 tl (tn*tn—l)
Pr{Xy =i1,..., Xy, =i} = E mpm pm e

el

Vi, <ty <...<t, €%, VneN, Vi,...,i,€l,

Esto define una ley de probabilidad en EZ, que es invariante para traslaciones de un s € Z ( Teorema
de consistencia de Kolmogorov )

Teorema 3. Sea (X,),>0 cadena de Markov irreducible, con matriz de transicion P entonces existe
distribucion estacionaria m = (7;);er ssi la cadena es recurrente positiva y se tiene:

1

luego, en este caso:

N—
1
Viel, mj= lim (N Z ) (es decir C(i) = E)

N—0
n=0
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y st la cadena es ademas aperiodica se tiene la relacion mas fuerte:

Viel, m=lim W (es decir C(i) = E)

n—o0 Y

asi en particular, si existe distribucion estacionaria es unica y estrictamente positiva.

Demostracion. (=) Sea m distribucién estacionaria, consideremos j € I tal que 7; > 0, se cumple

que " = 7P es decir m; = Y ﬂ'ipl(?) Vn > 0.
iel

m; = limsup Z Wipl(?) < Z T <h’n’1 sup pg”)) ( por Fatou )

(n)

luego i € [ tal que lim supp;;” > 0, de esta manera la cadena (por ser irreducible ) no puede

n— 00
ser transiente, ni recurrente nula, por lo tanto es recurrente positiva.

(<) Supongamos que la cadena es recurrente positiva, probemos entonces que 7 = (7; = uij)jel es
distribucion estacionaria, en efecto :

pz(.;?“) = Zpgz)pkj Vn >0 luego se tiene que:
kel
1 N-1 1 N-1
+1
N sz(y ) = Z (N ZPE?) Dkj
n=0 kel n=>0

Por Fatou, tomando ll;\rfn inf y recurrencia postiva se deduce que: m; > > mipr; V5 € I,
—00 kel
supongamos que para algin j € [ se tuviese la desigualdad estricta, sumando sobre j € I se

tendria que:
Zﬂj > Zzﬂkpkj = Zﬂk (Zij) = Zﬂk

jel jel kel kel jel kel

lo que es una contradiccion, se concluye entonces que 7 es estacionaria , es decir :

T :Zﬂkpkj Viel

kel

N—1

ddemas por recurrencia postiva 7; > 0 Vj € I y como : Y, <% > pij> = 1. Ahora por
jJjerI n=0

Fatou, tomando lim inf se tiene que: > 7; < 1, probemos que se tiene la igualdad, como 7 es

distribucién estacionaria se tiene que :

1 N-1

el n=0
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N-1
definiendo fy(i) = + > pz(-?) se tiene que |fy(i)] < 1y es m-integrable pues Y < 1 como
n=0 el
fn — m; cuando N — oo usando T.C.D se obtiene:

T = <EE:CF{) m; COMO T; >0= }E:?U =1.

i€l el

luego 7 es distribucion estacionaria . Probemos por tltimo que en caso irreducible la distribu-
cion estacionaria es unica con m; = i, j € I, en efecto si existiera 7 distribucion estacionaria
J

se tendria que:
. (1= _ .
T = Zm (N Zpij ) ,como 3 7 la cadena es recurrente positiva
jeI n=0
de este modo podemos aplicar T.C.D obteniendo :

~ -\ 1 - 1 )
T = (j{:7ﬁ> — = Ty =— VU el

jel Hi Hi

O

Observacion. Queda propuesto analizar porque en el caso en que la cadena no es irreducible la
distribucién estacionaria no necesariamente es tinica ( no es unica ssi hay mas de una clase recurrente
positiva ).

Corolario 4. Sea (X,),>0 cadena de Markov, irreducible, recurrente positiva . Para iy € I, con-
sitderemos

T —1
p; = Z Lix,=j) se tiene que: pj = Hi Viel
n=0 @0
Demostracion. Consideremos p; = [E;, ( > IL{an}> Vj € I notemos que p;, = 1, probemos
1

que p = (pj);er es distribucién estacionaria, es decir verifica:

pj = Zpkpkj Viel (1.14)
kel
en efecto :
Tio—l
-k, 3 (z n{xnzj}) B (Tw) = o
jer n=1 \jeI
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observemos que de aqui, se deduce el resultado gracias al teorema anterior y la unicidad de la
distribucién estacionaria, del hecho que:

(m; = Z k,] € I) es distribucién estacionaria, se deduce :
kel
1 .
bi _w]_—:p]:@ Viel
Hig K j

probemos (1.14), se tiene que:

Pj :Eio (Z ]l{Xan} IL{7_1-0>n}>

n>1

=

i (IE (ﬂ{xn;f} LeT >0} WH))

n>1

({Tip > n} = (T <n}* € 75~ (Toon} B (L= [757))

( propiedad de Markov fuerte)

E (1
(IL Tiyon) Ex,, (Iix, J})>
i (147

:H' >n}an 1])

o (e an)

kel

(] WMWM M (]

=

=
o

S
Vv
—

Il
M
J5

B
m
~

I
=

B
m
~
<
o

Il
\g
5

con lo que concluimos.
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Z H{Tiozn} 11{Xn—lk}> Pk

n>1

> YT i) ﬂ{Xn=k}> Pij
n>0

Z PkPkj

kel

Tio—l
Z Lix,=k) | Prj =
n=0



1.12. Ejemplos

Ejemplo 3. Paseo Aleatorio en I = Z. Sea (X,,),>o cadena de Markov a estados en Z, con matriz
de transicién P = (p;j,i,j € Z) dada por:

0 sili—j|#1
pij=14 q sij=i—1 conp+qg=1 pel0,1]
p sij=1+1

la matriz de transicién tiene la siguiente estructura:

0p 0 0
g 0 p 0
P=1y94 0

si p € (0,1) la cadena es irreducible pues pgﬂ.‘ > 0 ( es decir hay una sola clase C'(i) = 7Z), y el
periodo de la cadena es 2, ya que se tiene:

(23

n n n 2
ﬁ“EOyM?>OWZmeﬁ“=CwM”
n

consideremos el desarrollo de taylor :

Z <2n> " = 1 valido para |z| < !
n>0 N CVI-d ’ 4

segun lo anterior tenemos que:

o 1 S (2n) ZQ” (n) 1 50
(1) S1 pq 4 pZZ pZZ n (pq) /1 _ 4pq

n>0 n>0 n>0

por lo tanto: p € [0,1] = pg < i S p#E % , luego si p # %, es decir, si el paseo no es simétrico se
tiene que el paseo es transiente.

(ii) sipg= i Sp=q= %, es decir el paseo es simétrico se tiene del T.C.Mque:

n
(n)_ <2n> (1) Y 1 .
P = - =lim — =

luego en este caso el paseo es recurrente.
Antes de ver los paseos en mas dimensiones probemos:
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Proposicién 29. (Férmula de Stirling)

n—oo b,

~ V2t (donde a,, = b, < lim In 1)

Demostracion. Aproximemos logn! = Z log k y notemos que:

k k+1
/ logzdz <logk < / logzdr ( pues log es creciente )
k-1 k

n n+1
= / log zdx <logn! < / logzdz  ( sumando sobre k )
0 1

nlogn —n <logn! <(n+1)log(n+1) —n (pues lim zlogx =0)

z—0t

Consideremos: d, = logn! — [(n + 3)logn — n] se tiene que:

dy —dpyr =—log(n+1)—1—[(n+ 1)logn— (n+1+ )log(n+1)]

1 n+1
= 1 -1

|
n+1 1+
notemos que: 2”“

]__

2n+1

Por otra parte se tiene lo siguiente:

log(l+x) = 2:(—1)’”’“rli , —log(1 — x) Z ——  para|z| <1
m>1 m m>1
1 l+z p2m 1
1 =1 = <1 { = =
uego: o 0g<1_x> mz>:02m+1 || asi con 7 = o~

bt =200+ D () S-S e
n — Opy1 =4\ T 3 . T 1 2j
2 = 27+1\2n+1 = (274+1)(2n+1)%

1 ( 1 >2J 11 1 1 1
>3 =3 2 2~ 2 2 _
3j21 2n+1 3(2n+1) 1- (557) 3(2n+1)2 -1
1 1 1

12n(n+1) 12n  12(n+1) 0 que nos muestra que

(dn = 1377) = (o = 525 <0 (1.15)



observemos que : d,, —d,, 11 > 0, es decir (d,),>0 N\, lo cual implica que 3 lim d, € RU{—o0}, por
- n—00
otro lado (1.15) implica que (d,, — ﬁ)nx /" por lo que a := lim d,, € R . Hemos probado que :
- n— o0

1
logn!—[a+(n+§)logn—n]—>0 sin — oo

. L s . .
lo cual nos dice que: n! = e*n"t3¢™", por dltimo cabe hacer notar que por aproximaciones gaus-
sianas se prueba que: e® = /27 O

Ejemplo 4. Paseo aleatorio simétrico en Z2. Tenemos que I = 72, y la matriz de transicién
en este caso es:

P = P i :{ si [i1 = ji| + [i = jo| # 1
1,7 (11712)7(]17]2) i Sl |Z1 o ]1| + |’L2 - ]2| _ 1

donde [i — j| = |iy — j1| + iz — j2|, la cadena es irreducible pues, pé'?j‘) > (i)ﬁ_ﬂ > 0 ( es decir hay
una sola clase ), es de periodo 2 porque:

(2n)
> 1
p%n) = {#caminos de (7 a 7)de largo 2n} <Z>

.

~”

_ Og;g n (2;) <2nr— 7“) <2n - 27")

r+s=n

con 1:“n? instantes que voy a la derecha ”, s:“n? instantes que voy hacia arriba ” y como:

2n\ (2n —1r\ (2n — 2r (2n)! ,
. s = IrTsls] se tiene que :

2 n
" (2n)!

P

2n
r=

() X
) i:ﬁ)
> p— (2 <nﬁr>>< ):((27;1))2(%)(%)

A~ =

I
/N N A
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Por la férmula de Stirling, se tiene lo siguiente:

2 2
(2,”)[ 2 zi €2n(2n)2n+% B 24n+1 i _ 24n+1 1
(n!)? 27 62n(n”+%)2

o

2 (2n)
(2”)~ (2’/1)’ 1 ~ 1 .
= Yy (B0) (3) X i-w
n>no n>ng

n>no

2mn

para ng suficientemente grande dado por la convergencia de la férmula de Stirling . Asi el paseo
simétrico bidimensional es recurrente.

Ejemplo 5. Paseo simétrico en I = Z3. La matriz de transicién en este caso es :

1 .7 = 3
i 6 Sl|Z_]|:]' _"\__-’\:Z_."_—!
" { 0 en otro caso donde i — | - |t — il

el paseo es irreducible ( es decir hay una sola clase de equivalencia) y es de periodo 2, analicemos
la recurrencia:

= (2n)! ; <1>2n

0<r+s<n (r)2(r)2((n —r)!

6

donde: 1:“a la derecha”, s:“arriba”, n —r — s:“ afuera”, probaremos que el paseo simétrico en Z? es
: . (2n)
transiente, es decir : Y p:7

22 < 0. Para ello establezcamos una cota superior, sea :
n>0 "’

n!
¢p = MAax | 0<rs<n, talque r+s<n
rlsl(n —r — s)!

() usando Stirling, luego se tiene la desigualdad:
5 .

ey _ (2n)! [ e n! <1 > on nif n! nz_f (n — r)
p_.‘_.‘ S - —_—
bt () | = <= rlsl(n—r —s)! 6 —rl(n—r)! \= s ’
gnr
__Ln)t 1 " = (n ol __(n)l (1\" (1 an
= ((2))3n! \ 3 2 2 r (@3l \3) \2
3 ALr=0 5 3
(b
o (2n) 1 €—2n(2n)2n+% \/§ Sznn-i-%
por Stirling p.>"7 = 3 B I T = 3 3 T
O G (e R B CL LR e
1 n o :
=cte— luego , Zp% ) < o0 y asi el paseo simétrico en 7Z es transiente
nz n>0
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Observacion. Sim > 3, el paseo simétrico en Z™ es transiente.

Ejemplo 6. Cadenas de Markov de Nacimiento y Muerte . El conjunto de estados es I = N
la matriz de transicién es:

0 sili—j|>1

i s1j=1+1 .
Dij = ];Z si;—i con p;+¢+ri=1,q¢gp=p1=0vieN
; =
¢ sij=1—1

por lo tanto tiene la siguiente estructura:

o Do 0 0 0
gi ™ p1 O 0

0 ... qu Tw Dn

para evitar casos triviales se asumira que : p; > 0 Ve € N ,¢; > 0 V2 > 1 esto implica que la cadena
es irreducible . Ella es de periodo 1 si algin r; > 0, si no es de periodo 2, ahora analicemos la
recurrencia y la recurrencia positiva:

(a) Recurrencia: Sea y = (y;)ien estudiaremos las soluciones del sistema de ecuaciones:

sz-jyj =y, Yi#0 (%) ( porser P estocdstica, y = cte es sol.)
JEN

por la estructura de P este sistema (x) queda:

Yi = QiYi—1 + 1Y + Diviyr Vi > L (1.16)

qi .
= P+ ¢y = GYio1 +pivirr = (Wi — Ui) = j(yi —yi1) Vi>1
(2
i
luego, yiv1 —y;i = (H ﬂ) (y1 —yo) Vi >1 (i =0 por inspeccion)
b
1=1

3 7 r—1
como yi:Z(yr_yr—l)+y0 = Y; = [Z (Hﬂ>](y1—yo)+yo Vi > 2

r=1 r=1 =1 b

( también se tiene para i = 0,1 ), del hecho que el espacio lineal de las soluciones de (1.16) es
bidimensional y generado por {yy,y1} se concluya que:

oy =Yo=>Yi =Y Vi>0=y=cte
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*y1 # Yo = y = (¥i)izo es acotada ssi Z (H ql) (1.17)

r=1

luego si (1.17) se verifica se tiene que existe solucién acotada no constante . Reciprocamente si
(1.17) no se verifica se tendrd que la dnica solucién acotada son las constantes , asi concluimos que

00 r—1
la cadena de nacimiento y muerte es recurrente ssi » < 11 ﬂ) =0

r=1 \ i=1 "

Observacion. En el caso py=p VI >0, q =q VI >1lacadena es recurrente si ¢ > p.

(b) Recurrencia positiva la cadena sera recurrente positiva ssi es recurrente y 3 distribucién
estacionaria m = (m;);>0, es decir, verifica 7; > 0 Vi > 0, satisfaciendo:

dom=1, m=Y mpy; Vj>0

i>0 iEN
esta tltima ecuacién ( condicién de estacionalidad ) en nuestro caso se traduce en :

Mo = MoTo + T1q1

Ty = Mj_1Pj—1 + 775 + Tjr1q541 Vi>1

este sistema de ecuaciones tiene solucién unidimensional ( parametrizada po g ), luego estas ecua-
ciones se reescriben (1 —1r; =p; +¢;) (g =0) :

ToPo = Tiq1 (1.18)
7i(pj + ¢j) = Tj-1pj—1 + Tj41gj41 (1.19)

se tiene que el espacio solucion esta dado por :

j—1
= <Hﬂ>ﬂ'0 Vi >0

1—o di+1

verifiquemos que esta es la solucién , (1.18) se cumple, en (1.19) la igualdad se lee como sigue:

j-1 J
b P
1—o di+1 1—0 ‘JH—I 1—0 Ql+1 1—o di+1
j—1 J
H b b . ]
( ) ( —) < )qJH y similarmente:
1—o di+1 = 4 1—o di+1

1

()= (115

2

<H o )p] 1 asi se tiene (1.19)

qi+1
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luego 3 (m;);>o distribucién estacionaria ssi 3 7 tal que:
Jj—1 Jj—1
[Z(Hﬂﬂﬂozl ,esto ocurre ssi [Z(Hﬂﬂ < 00
>0 \ =g L1 S0 \iZp D41
por lo tanto la cadena de nacimiento y muerte es recurrente positiva ssi:

(recurrente) | > (ﬁ ﬂ)] = 50

>0 \i=o B+

i1
(3 distribucién estacionaria) [Z (H ﬂ)] < 00

>0 \ =0 qi+1

Observacion. Sip, =p VI > 0,0 = q VI > 0, es recurrente positva si ¢ > 0, y por lo tanto si
q < p es transiente , si ¢ = p es recurrente nula y si ¢ > p es recurrente positiva.

Antes del proximo ejemplo, analicemos la siguiente:

Proposicién 30 (Evolucién de estados transientes). Sea (X,,),>0 cadena de Markov a estados
en E, con matriz de transicion P . Denotemos por T al conjunto de estado transientes de la cadena,

para i € T consideremos:

se satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

2 = Zpiij VieT

JET
Demostracion.

Ejercicio 15.

sea © € T, consideremos C' clase recurrente y:
UC)=P;{In>0:X,€C}=P;{In>0:Ym>n, X, € C}

se tiene que U(C) = (U;(C));er verifica el sistema de ecuaciones :

NC) =Y pa+ Y pi(C) VieT

leC jeT

Demostracion.

ol



Ejercicio 16.
O

Ejemplo 7 ( Ruina de un jugador). . Sea (X,,),>o cadena de Markov a estadosen I = {0,..., N}
con la suguiente matriz de transicion:

1 sii=j=0
qg sij=1—1

pij =4 p sij=i+1 conp+g=1 (0<p<1)
1 sij=i=N
0 ~

luego la matriz tiene la siguinte estructura:

1 0 0
g 0 p

P = :
: g 0 p
0 .0 1

hay 3 clases de equivalencia Cy = {0} ,Cx = {N} las cuales son recurrentes postivas ( {0}, {N}
son estados absorbentes ) y T'= {1,..., N — 1} la cual es transiente. Tenemos:

=P {X, €T Vn>0},icT verifica 2= pyz VieT

JET
la tnica solucién es z = 0 en efecto:

21 =pza = 21 < 2y
29 = (21 + P23 < Q22 + P23 = 29 < 23...
Zi = qzi—1 +Ppziy1 = 2 < Ziy1.-.

ZN—2 = QZN-3 T PZN-1 = 2ZN-2 < ZN-1

ZN-1=(QZN-2 = ZN-1 < RN-2

lo que es una contradiccién, luego P;{X, € T,¥n>0} =0 V 1 < i < N —1, ( en algin
(V)

momento el juego para). Definamos p; = p;’ ( probabilidad de ruina ) como :

pi = P; {X, =0 para algin n} i€ {0,...,N}

se tiene que py = 1, uy = 0, y p; verifica el sistema de ecuaciones :

pi(C) = pu+ Y pin(C) VieT

leC jeT
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por lo tanto queda:
Mi = qii—1 +ppizr Vi=1,...,N—1.

con condiciones de borde py =1, uxy = 0, hay dos casos a estudiar:

(1) p # ¢ se tiene que:

wi = Az" + BxfIr donde x4 son las soluciones de:

1
T = q+ pz’ :>xi:2 (1+ /1 —4pq)

2p

uy =0 = AN + Bxf =0 vy esto tiene como solucion

N 7

0" )

pl == "2 i=1,...,N —1 tambiéni=1,N
("
p
(i) p=q=3
1 1
Hi = §Mi—1+§l~bi+1; po=1,un =0

I
—_
|

la solucién es la lineal y; = A+ Bicon A =1A+BN =0 :>B:’W1 = W

N—i s
~ t=0,...,N.

Observacion. Sea, UZ(N) = v; = P; {X,, = N, para algun n} se tiene que v; =1 —p; i=0,...,N

pues P, ={(3n: X, =N)} =P, {(In: X, =0)U(Vn: X, €T)}

Ejemplo 8 (Ruina de un jugador contra el casino). El conjunto de estados I = N, para una
cadena de Markov (X}, ),>o por lo tanto la matriz de transicién tiene la siguiente forma:

1
q

= O O
o O

P=

se tiene que {0} es clase absorbente, luego es recurrente , por otra parte 7= {1,2...} es una clase

transiente . Definamos:
pw=P;{In | X, =0} ieN

que es la probabilidad de ruina del jugador, se verifica lo siguiente :

{1 . sipﬁ%,esdeciqup

. N
i = lim p; = L 1 .
’ (%) sip> 3, es decir ¢ <p

N—oo
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probemos que : p; = limy_,o pl¥ ,definamos :
Ty :;gf(;{Xn = N}
sea 7 € T', tomemos N > 17, se tiene que :
XY = X Yneryy N Linsryy
es una cadena de Markov correspondiente al caso de la ruina con fortuna total N, luego:
=P {3n | X} =0} =P;{3n | Xolpery +N Lty =0}

=P;{In < Ty; X, =0}, luego calculamos el limite :

lim MEN):Nﬁm IPi{Hn<TN,Xn:O}:]PZ-{ J{3n < Ty | Xn:()}}
—00

N—0 N

=P; {3n, X,, = 0} =

1.13. Couplings

Consideremos (€2, F,P) un espacio de probabilidad, sean (X,)n>0,(X},)n>0 cadenas de Markov in-
dependientes con matriz de transicion P a estados en I, la independencia significa, :

IP{th :ila"'ath :ikaXél :jla"'aX;l :]l}
=P{Xy, =ir,.... Xy, =i} P{X] =J1,..., X, = ji}
v tl,...tk,Sl,...,SlEN, il,...,ik,jl,...,jZEI

Ejercicio 17. Probar que Y, = (X, X]),>o define una cadena de Markov a valores en I x I con
matriz de transicion :

P = (ﬁ(il,h)a(jl,jz) = DPi1j1Pisjo - (ilviQ); (jlva) €l x I)
observemos que la distribucién inicial de (Y;,),>0 es :
P{Yy = (io,iy)} = P{Xo=io} P{X, =iy} para (ig,ip) € I x T

consideremos:
T = 1% {X, = XT’L}

resulta ser tiempo de parada con respecto a .7?{)"” =o0(Yy = (Xk, X)) : £ <n, n>0) pues :

(T=n)={X, £ X/, l<n; X, =X} €}
—{YieD(IxI),l<n, Y,e DIxI)} €Fr

donde D(I x I) =1 x I\ D(I x I) con D(I x I) = {(i,i) :i € I} .
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Proposicion 31. Sea I finito, con P irreducible aperiodica entonces:
V(i,i) e I x I, Pun{l <oo} =1
Demostracion. Por irreducibilidad, finitud y aperiodicidad se tiene que:
de >0 ,dN tal que: pgv) >ec Vi,jel
consideremos las cadenas independientes: (Xxn)x>0, (X&) se tiene que:
Piin{T >nN} < Pui {Xen # Xpy; k=0,...,n} (1.20)

por otra parte tenemos que:

T _E., - Fn-)N
k=0 k=0
n—1
= E) (H ]l{XkN;éX;N} E(X(n1)NXEn_1)N)(1{XN¢X§V})> (propiedad de Markov)
k=0
se tiene que si [ # [’ entonces:
_ _ (V) (N) _ (V) (N)
]E(l:l')(]l{XkN;éX,’cN}) = Puu {Xn # Xy} = Zplj Ppyr = 1- Zplj Dyrji
J#7’ JerI
— |I|e?) luego usando (1.20) se tiene que:
1] g q

(1
Py {Xen #Xpny | E=0,...,n}
(1- |[|52)P(i,i’){XkN7éX;,€N | k=0,...,n—1}

P(i,i’) {T > nN}

IA N IA

iterando queda:
Pain{T >nN} < (1—I[e)" -0 sin— oo

luego: P {T < o0} =1 O

Proposicion 32. T tiene decaimiento exponencial uniformemente en la condicion inicial, es decir
de € (0,00), € (0,1) tal que V(i,i') € I x I ( E finito ) se tiene:

P {T >k} < ca® VE>0

Demostracion.

Pl {T > k} < Ppa, {T > [%]N} <ol <efi- |1|g)%}k

. 7
'
«
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Volvamos al caso inicial: sean (X,),>0, (X})n>0 cadenas de Markov con matriz de transicién P,
supongamos que se tiene lo siguiente:

Vi,i' €I Py {T <oo} =1
lo cual se cunple si I es finito y P es irreducible, aperiodica, definamos:
Xy =X Ly +Xn Lipsry YR >0
Proposicién 33. (X)),>¢ es una cadena de Markov con matriz de transicion P y condicion inicial:
Viel) P{X{)=i}=P{X,=i}

es decir (X)) y (X)) tienen igual distribucion.
Demostracién. Como P {T < oo} = 1, se tiene:
I
P{X{ =ip,..., X/ =i} =Y P{X] =io,....X]'=i,T =k} (1.21)
k=0

+ > P{X{ =ig,.... X =i, T =k}
k>1+1

J/

-~

P{ X} =io,..., X|'=it,T>1}
ahora bien, sea k <[
n - n - ! . ! . ! .
P{X{ =ig,.... X' =i,,T =k} =P {X{ =rio,.... Xy = iy_1, X} = ir,
Xo # oy oy Xp1 # ip—1, Xp = g, ..., Xy =01}

(por independencia) =P {Xj=1g,..., X} =i} P{Xo #io,..., Xp = i,..., X; =70}
(1.22)

por otra parte se tiene analogamente que:
]P{X(I)IZZU,,XZHZZZ,T> l} :]P{X(l) :Zo,,Xl,:Zl}]P{XO 7£2077Xl 7£7/l}
pero:

P{Xo #io,-. ., Xpo1 # b1, Xpp = Up, ..., Xy =i} =P {Xo # g, ..., X1 # o1, Xp = g}
P {XL = g, X =0}

esto dltimo en (1.22) = :
IP{X(I] - ig,...,X],C = Zk}Isz {Xl = ik+17---7Xl7k = Zl} - ]P{X(I) = iOa---aXl, - Zl} (123)
por otro lado (1.23) en (1.21) y la propiedad markoviana en (X! ) implican:

l [
Y P{X) =ip,... . X' =i, T=k} =) P{X)=1ip,...,X] =i}
k=0 k=0

P {Xo #do, ..., Xp1 # k1, Xp = i}
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resumiendo se tiene que:
" - " . ! . !/ -
P{X) =1do,..., X, =i} =P{X)=1dg,..., X, =14}

usando esto ultimo tenemos lo siguiente:

[
= P{Xo #io,..., Xpo1 # ig—1, Xp =i} + P {Xo =dg,..., X; =i}
k=0

luego:

l
Y P{X, #igs <k, Xp=ir} +P{X, #is,5=0,...,1} =1

k=0

porque lo anterior es una particién del espacio, por lo tanto se concluye que (X)) es cadena de
Markov. O

Teorema 4. Sea I finito, y consideremos (X, )n>o0 cadena de Markov con matriz de transicion P
wrreducible y aperiodica, entonces la convergencia al equilibrio es exponencial, es decir :

dec € (0,00), a € (0,1) tal que _supl |pz(-?) —7mj| <ea” Yn>0
1,) €

donde m = (7j) er representa una distribucion estacionaria.

Demostracion. sea (X,)n>0, (X, )n>0 cadenas de Markov independientes con matriz de transicién P,
consideremos:

IP{XO:]}:(SW, P{X(l):]}zﬂ'] VJEI

es decir (X,),>0 parte del estado i,(X]),>o parte de la distribuciéon 7 = (7;,j € I), se tiene lo
siguiente:
X, =X, Lin<ry +X5 Lins1y

es una cadena de Markov con igual distribucién que (X},),>0, luego:
P{X, =j} =P, {X, =j}=m pues 7 es estacionaria
y como pgl) =P{X, =j}=P;{X, = j} se tiene que:
i =il = [P {Xo = j} = PAX} =} = [P {Xa = jin > T} +
P{X,=j,n<T}—P{X!=jn>T}—P{X!=jn<T}
del hecho que : {X! =4, T <n} ={X, =j,T <n} se deduce que:
P — 1| S IP{X,=j,n < T}~ P{X!) =jin<T}| < Pym{T >n} < ca”

gracias a la Proposicion 1.14.2 O
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2. Teoria de Renovacion

Sean (X, ),>1 variables aleatorias idd ( independientes e idénticamente distribuidas) no negativas
(X, >0 Vn>1).SeaF la funcién de distribucién de X,, ( X,, ~ F) es decir:

F(t)=P{X, <t} tel0,00)
se tiene que F'(07) = 0, F' es creciente ( lo notaremos F 7 ),F(cc) = 1, F continua por la derecha.
Para evitar casos que no corresponden a la teoria, asumiremos que F(0) < 1. Notemos :

p=EX,) = /000 tdF(t) € (0,00] ( vida media )

se tiene que:

j= / T F@)de

Definamos Sy =0, S, =S,.1+X,, Vn>1 luego S, =) X, diremosque (S,),>1 son los
k=1
instantes de renovacion. Consideremos :

N(t) =sup{S, <t} parat>0
n>0

que corresponde al numero de renovaciones de renovaciones hechas hasta el tiempo t. A la familia
de variables aleatorias (N (¢));>o se le llama proceso de renovacién el cual es creciente ( es decir :
N(t) < N(t')sit <t').Veamos que N(t) < oo P-c.s, en efecto por el Teorema de los grandes
nimeros :

n Sn
ZXk =— —u P-cs
k=1

n n—oo

como p > 0 se deduce que : S, —— oo P-c.s y de aqui se concluye que :
n—oo

N(t) =sup{S, <t} <oo P-cs Vt>0
n>0

luego podemos escribir:
N(t) = max {S, <t}

y se tiene la igualdad de conjuntos:

{N@) 2 n} ={Sy <t} = {N(t) =n} = {Sp <t} \ {Su1 <t}
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por otra parte si notamos : N(oco) = tl;m N(t) implica que P {N(o0) = oo} = 1, en efecto:
o

N(o0) < 0o < Jk > 1 de modo que :

Xj =00 =P{N(0) <00} <Y P{X;=00}=0

Denotemos por F™* a la n-ésima convolucién de F, es decir :

F" =Fx.-.x F
—_—

n—uveces

donde :

t
F» = Hy(t), F*=F, Frt(q) = / F™(t — x)dF(z)
0

[N J/

(FeFm)(1)

Observacion.

Para F,G , con F(07)G(07) = 0 su producto de convolucién esta dado por:
(F +G)(t) = /OtG(t — 2)dF(x).
ParaX ~ FY ~ (G independientes = X + Y ~ F x G pues:
P{X+Y <t} :/OOIP{XJrYgt | X =1} dF(2) :/oo G(t — 2)dF (z)

vaque: P{Y <t—z | X=2}=P{Y <t—2a}=G(t —x)
la funcién H.(t) para ¢ € R se define como:

{1 sit>c

He(t) = 0 sit<e

Escalén unitario, o funcién de Heaviside

Definicién 18. Se define la llamada funciéon de renovaciéon como :
m(t) = E(N(t))

Proposicién 34. m(t) = > F™(t)
n>1

Demostracion.

N(t) =) Lggcy = m(t) =E(N(t)) = > E(ls,<n)

n>1 n>1

=Y P{S, <t} =) F™(1)

n>1 n>1
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Proposicién 35. Se tiene que m(t) < oo Vit >0, y en general E(N(t)") < oo Vt>0,Vr>1

Demostracién. Como F(0) = P {X; =0} < 1 se tiene que Jar > 0 tal que F(a) < 1 ( gracias a la
——

B
continuidad por la derecha ) . Definamos (Xj);>1 a partir de (Xj);>1 de la siguiente manera :

N si X >«
X’“_{o si X <a

Se tiene que (Xj)r>1 estan iid ( pues las (Xj)x lo estan) con Xj ~ F donde
F(0)=P{X, =0} =F(a) = 5.

Por otra parte P {Xk = a} =1—L>0(pues < 1), ademas:

=N(t) < N(t) luego E(N@)") <E(N(@®)") Vr>1

por lo tanto basta Probar que: E(N(t)") < oo, en efecto:

= Zq’"]P {N(t) = q} y notemos que:
g1

B ~ 0 sig < [5]
P{N({t)=q} =P {N([i]a) = Q} = { ([z])ﬁqf[é}(l _p)E i Z > [£]
luego:

E(N(t)") < oo pues Z (?) q¢"f? < oo pues € (0,1)

q>1

Definicién 19. Previo al proximo resultado, definamos la siguientes variables aleatorias:

(i) Snwy : “Instante de iltima renovacion antes o en el tiempo t”.

(it) Snwy+1 : “Instante de la primera renovacion después del tiempo t”.

se tiene que : Sy <t < Sny4+1 puntualmente.

Proposicion 36. : Se tiene la siguiente convergencia.

NE 1

t t, oo v

P-c.s.
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Demostracion. Consideremos la cota:

Svey 1 Svw+ (N(@) +1)
N() = N(@t) — (Nt +1)  N()

IN

(2.1)
por teorema fuerte de los grandes niimeros se satisface que :

Sn)

W E) 12 P-c.s (22)
y analogamente :

SN(t)+1

> 1 P-c.s

en efecto :

N(t) — oo, (ya que si N(t) —— k < oo se tendria que
t—o0 t—o0

HZZItalqueXl:ooylP{lel:Xl:oo}SZ]P{Xl:oo}:())
!

y % — p P-c.s, luego considerando los conjuntos:
n—00
S,
A:{weQ | Slw) %M}
n n—o0

B:{wEQ | N(t)—>oo}

t—o00

se tiene que para w € AN B :
o)
N(t)(w)  tooo
del hecho que : P{AN B} =1 se tiene (2.2), usando esto en (2.1) y por teorema del sandwich se
concluye que:

, t
tll)n;j W = U P-c.s

O

Teorema 5 (Wald ). Sean (Y,,)n>1 variables aleatorias iid, verificando al menos una de las sigu-
ientes condiciones:

Y, >0  LE(Y)) < oo

Consideremos F" = o(Y1,...,Yy) y la funcion : T : Q@ — N* como tiempo de parada con respecto
a (F")n>1 ((es decir {T =n} e F", Vn>1) ademds satisfaciendo E(T ) < oo, entonces:

-
E|Y Y| =E(T)EY) (igualdad de Wald )
k=1
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Demostracion.

-
E|Y Y| =E (Z Lepery Yk) = Z]E(ﬂ{kg'} Yy) = Z]E(ﬂ{kgT})]E(Yk)

k=1 K>1

(pues {k < T} ={T < k}°€ F* eV} independiente de F" ')

=E(Y}) (Z]P {T > k}> =EMW)E (Z IL{k<7‘}> = EY1)E(T)

k>1 k>1
O

Observacion. Si E(T) = oo puede que Wald no se cumpla, en efecto si consideramos:

y 1 -
(Vo iid \P{Y,=%1} =2, T= {nz 1:) V= 1}
k=1
se tiene P{T < oo} =1 pues es el paseo aleatorio simétrico
T
como ZYk =1, E(Y;)=0=E(T)=occ. (y Wald no es cierto)
k=1

En el cuadro de teorfa de renovacion, se tiene que para todo t fijo la variable aleatoria N(¢) 4+ 1 es
un tiempo de parada que toma valores en IN*, en efecto paran > 1 :

{Nt)+1=n} & {N{t)=n—-1} & {S,-1 <t,S, >t}
ademds E(N(t) + 1) = m(t) + 1 < oo luego se puede aplicar la igualdad de Wald:
E(Sn+1) = (m(t) + L)u

pues:

Proposicion 37. Se tiene el siguiente resultado de convergencia:

m(t) 1
- 7 % —
t t—oo [
Demostracion.
N(t)+1
t< Sypsr= Y. Xp =t<p(m(t)+1) (Wald)
k=1
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Probemos la otra desigualdad, sea M > 0 definamos:
Xy = Xp Lix, <y +M Lix, sy

se tiene que : (Xk)k21 son iid con Xk < X) VE> 1, luego SP <S, Vn= N()>N() Vt>0
y con esto se tiene que Sgyyy < t+ M ( pues Sy — Sy < M ), por Wald y llamando
ayv = E(X7) se deduce que:

m(t) 1

par(m(t) +1) <t+ M = limsup < —
t—00 t Unr

haciendo M 7 oo y como iy /* pt (por TCM junto con X 7 X}), se concluye que:

n(t
lim sup m(t)
t—00 t

<

==

O

Consideremos F' una funcién de distribuciéon en Ry con F(0) < 1, como se vio anteriormente F
define a F) y:

u:Awﬂ—F@Wﬁ:AwMF@
m(t) =Y F™(t)

n>1

Definicién 20. Diremos que F es aritmética st 3d > 0 tal que:
vi{nd:;n>0}=1 (vp es una medida de Probabilidad asociada a F)
en caso contrario diremos que F' es no aritmética.

Teorema 6. ( Blackwell )

(i) Si F es no aritmética, Ya > 0 se tiene:

lim (m(t + a) — m(t)) = —

t—00

(i) Si F es aritmética entonces:

lim E(# renovaciones en el punto nd) = —
t—o0 12

donde # renovaciones en nd = N(nd)— N(nd~) = N(nd) — N((n—1)d) pues F es aritmética.

63



Demostracién. (i) Observemos lo siguiente, si se ha probado que:

[(a) := lim[m(t +a) —m(t)] Va >0 existe

t—00

entonces es facil mostrar que:
a

l(a) = .
en efecto, para a,b > 0 se tendria que :
l(a+b) = lim (m(t +a+b) —mf(t))
= hm [m(t +a+b) —m(t+b) +m(t+b) — m(t)]
( )+ 1(b) luego [ es lineal

entonces se tlene que 3 7 tal que [(a) = vya VYa >0, asi lo inico que restaria por mostrar es
que v = - . En efecto:

Z k—1))+@

3|'—‘

como: % —— Ly m(k) —m(k —1) — [(1) =7 se obtiene v = i ( pues si a — a =
—00

(ii) Se demostrara mas adelante

Observacidn. mejor se escribe  lim,,_,o(m((n + 1)d) — m(nd)) = g

Aplicaremos el teorema de Blackwell a ciertas clases de funciones:

Definicién 21. Sea h: Ry — R, diremos que h es directamente Riemann integrable si:

(i) Ya>0,Yn>1, se tiene que:

3 M,(a) = sup  {h(t)}
te[(n—1)a,na)
dm,(a) = inf h(t
( ) te[(nfl)a,na]{ ( )}

es decir h es acotada superior e inferiormente en todo compacto.

3 ZMn(a) = Zmn(a)

n>1 n>1

(i1) Ya > 0 se satisface:
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(iii) por dultimo se tiene que:

clli{r(l]a (Z Mn(a)> = clli{r(l]a (Z mn(a)>

n>1

o0

Ejercicio 18. Probar que si h : R — R es positiva, decreciente y [ h(t)dt < co entonces h es

directamnete Riemann integrable .

Observacion. Necesariamente se tiene que:

h(t)dt = 1i Mn =1i n
/0 (t) al{‘I(l) aM,(a) 1mZam (a)

n>1 n>1

Teorema 7 (Teorema Clave de la Renovacidn). Si F es distribucion en R, no aritmética y
h: Ry — R es directamente Riemann integrable, entonces:

3 1im [ Bt — o)dm(z) = & / " h(dr

t—=o0 [ 2
Demostracion. Consideremos:

h=1ny para0<a<b =h(t—z)=1ly_p—aq luego:

t t t—a
/ h(t — 2)dm(z) = / Loy sa(2)dm(z) = / dm(z)
0 0 t—b
b—a 1 [
et —a)—m(t—b) — 0L / L dt.  (Blackwell)
ooy

Ejercicio 19. Extender la demostracién para h directamente Riemann integrable.

2.1. Ecuaciones Tipo Renovacién ( ETR )

Recordemos que si H; G : R — R son funciones crecientes postivas y concentradas en Ry (H(07) =
G(07) = 0), entonces se define la convolucion de H y G' como:

t
H x G (1) :/ H(t.x)dG(x)
0
se tiene, para G, G'9, G3 como en la definicion, que :
u (G1 * Gg) * G3 == G1 Xx (G2 * Gg) ( Asociatividad )
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» G+ H=H %G ( conmutatividad )

» G x Hy(t) = Hy(t) * G donde Hy(t) es la funcién de Heaviside satifaciendo : dl{;(t) = Jy
donde J, es la delta de dirac.

Definicién 22. Sea a : R, — R una funcion medible, la siguiente expresion es una ecuacion tipo
renovacion:

[A=a+FxA] (ETR)
es decir:

A(t) = alt) + /OtA(t — 2)dF(x) ¥t>0

Proposicion 38. Si a es medible y acotada en compactos entonces 31 A : Ry — R que es
acotada en compactos y que verifica la :

A=a+F+A (ETR)
esta unica funcion estda dada por:
A=a+mxA

es decir se tiene :
t
A(t) =al(t) +/ a(t —x)dm(z) Yt >0
0

Observacion. En todo lo que sigue m(t) = > F™*(t)
n>1

Demostracién. Probemos que A = a + m x a verifica (ETR) y es acotada en compactos :

A=a+m=x*a=a+ (ZF""(t)) xa=a+ (F x (ZF”*(t)))*a

n>1 n>0

:a+F*(<ZFT’;(t)> xa) =a+ F*(a+ (ZF”*) xa)=a+ F*(a*+m=xa)

n>0 n>1

=a+ F x A luego A verifica (ETR)
por otra parte:
t
sup A(t) = sup {a(t) +/ a(t — x)dm(x)} < supa(t) + <sup a(t)) m(t) < co
t<T t<T 0 t<T t<T
luego A es acotada en compactos, nos resta PPar la unicidad, en efecto esto resulta de iterar (ETR)):

A=a+F«A=a+Fx(a+FxA)=a+Fxa+FyxA=---

n—1

—a+Fsxa+F"sxa+---+F%xa+F" %A= (ZF'“‘) xa+ F™x A
k=0
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n
se tiene : (E F’“‘) xQ —> mx*a
n—oo

k=0

por otra parte se tiene:

=0l < [ a6 -niar o) < (s ) [ ar)

z€[0,t]
FTL* (t)

como A es acotada en compactos, nos basta mostrar que V¢ > 0 se tiene que F™(t) —— 0 ya que
n— o0
con esto se demuestra que A x F*(t) —— 0, para ello observemos que para t > 0 fijo 3L > 1 tal
n—00

que  F} <1 (esto se tiene por la continuidad por la derecha de F) . Sea L = [£] 4 1, con esto:

1-F"™(t)=P {EL:XTL > t} > P {EL:XTL > La} > (1—-F(a))’ >0
n=1 n=1
Ahora bien, para N fijo llamamos ¢(N) = [¥] y r(N) =N —¢(N)L se tiene:
FN(t) = /t FEMI (4 _ ) dFr M (z) < FeLe () priV)s ()
0
aplicando el mismo argumento se deduce que:

t
FSL*(t) :/ F(S—I)L*(t . l‘)dF*(l‘) < F(S—I)L*(t)FL*(t)

luego:
F55 (1) < (F™(t))°  de donde se deduce que
FN*(t) < ( sup Fr*(t)) (FL*(t))c(N)
r=0,...,L
del hecho que F'*(t) < 1y ¢(N) — oo se concluye el resultado. O

N—

Observacion. si a : Ry — R es una funcién positiva decreciente con i~ |a(t)| < oo, entonces es
directamente Riemann integrable satisfaciendo a(t) P 0
—00
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2.2. Cadenas de Ramificacion

Sea Y una variable aleatoria tomando valores en IN, con una distribucion dada por:
p=P{Y =k} keN

Y modela el nimero de descendientes. Notaremos por (O(s) a la funcién generatriz asociada , es
decir:

V(s) =E(s¥) = Zpksk para |s| <1

k>0

Recuerdo. W, W' son variables aleatorias independientes entonces:
SOWJrW’(S) = ]E(SW—H/W) = E(SWSW,) = ]E(SW)]E(SW,) = QOW(S)QOW'(S)

Sea (Y;.,)r>1,n>0 variables aleatorias iid con Y, ,, ~ Y (‘es decir P {y,, =k} = pr Vk > 0), haremos
la siguiente definicién:

Definicién 23. (X,),>0 s una cadena de ramificacion si:

(7:) X():Z[) 2021

Xn—l

(it) X, = > Y., sin>1
k=1

Donde X, corresponde al tamano de la poblacion en la etapa n, (observar que X, = 0 =
Xn =0 VYm > n), pr es la PPabilidad que un individuo genere en la prozima etapa k
individuos ( es decir p es la distribucion de descendientes de un individuo ) e vy, ,, corresponde
al numero de descendientes del elemento n-ésimo en la generacion n.

Cada individuo tiene un “drbol”de descendientes independiente del resto, siendo este drbol el
mismo en distribucion para todos los individuos

Por la hipétesis que tenemos se tiene que (X,),>o es cadena de Markov a valores en N ( Proceso
de Ramificacién discreto) con probabilidades de transicidn :

P{Xy=j | Xp=i} ZP{Zn,nzg‘} = ("),
r=1

l

= X ..k con xq) = Gy
p p (P*q)i =Y _ pirq

i—veces j r=0

para p y ¢ probabilidades en N, observemos que 0 es absorbente, sea 0, (s) = E(s**) luego:

E(s*) =Y P{X,=j}s =) (Z]P{Xn =i | Xpa=i}P{X, = i}) 57

320 320 \i>0
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= (XS]

= Z P{X,_, =i} (E (SEIYNH)) — Z P{X,_1 =i} E (H SYr,nl)
=Y P (X = (P = P, ()

Luego se deduce que:
P, (s) =@, (P(s) V |s| <1 (crecimiento multiplicativo)
supongamos que Xy = 1 es la condicién inicial, segin esto se obtiene:
P,(s) =s, ©,(s) =@(s) y por iteracién se tiene :

Puls)=Po--0P(s) =@™(s) Vv [s|]<1

n—uveces

ahora calculemos m,, = E(X,,),antes recordemos que :

O () = aqus" E(W) = Q. (s)

luego:

!

o =P,(5) = () (5) = (P 0 p) (5) = Y
=P (P(s)P'(s) setiene: ©O(s) =1, luego
©.(1) =, () P(1) ¥ por iteracién @(1) = (P(1))"

notemos por m = '(1) que representa al nimero de descendientes esperado, luego E(X,) = m" .
Para la varianza, notemos por o® = var(Y,,) cabe hacer notar que:

(P(5)) ¥'(s)

)
)

90;;(1) :Zk(k — )P {X,41 = k} gh—2

k>2

:Z kQIP {Xn+1 = k} - Z kP {Xn+1 = k}

E>2 k>2

=Y P {Xpp =k} =) kP{Xpp =k}
E>1 k>1

:E(%Yn+1) — m"+1
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Y como

var(Xop) = B(XZ,,) = (E(Xp1))? = @0, (1) + mm+! =m0 (2.3)
se tiene:
9021+1(3) = 90'(90”(5))90;(5) =
O 1 (5) = L (P, ()P (5)* + P (P,(5) P (s)
luego:

1 (1) =" (DR, + P (DPL) = P (Um? +mepl(1)
=(0® +m® — m)m*™ + m" (1)
con esta relacién y (2.3) se prueba que :

n+1_ .
L S |

o
Xn — m—1
var (Xn41) { (n+1)0? sim=1

2.3. Probabilidades de Extincion

Notemos que si pg = 0 la probabilidad de extincion es 0. Si py = 1 la extincion es inmediata en
n > 1, luego supondremos que 0 < py < 1, la probabilidad de extincién en la generacion n la
notaremos por m:

r=P {In, X, =0} =P, {U {X, = 0}} = lim P, {X, =0}

>0 n—00
pues se tiene: {X,_; =0} C {X,, =0}

se tiene lo siguiente:

P, {X, =0} = (0) = ©™(0) por lo anterior

©,00)=p ©,(0) = Qp(n)(()) Pax

hay dos casos que analizar :

pot+p =1, Q(s)=po+ps esdecir 7= lim O™V (p,)

n—o0

en este caso V" V(py) N1 luegor = 1

ahora el caso py + p; < 1, observemos que siempre se tiene que:

7 = inf {Q(z) = =}

>0
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vale decir, 7 es el menor de los puntos fijos de (¥ en [0, 1], en efecto es un punto fijo pues:

m = lim Y™(0) = lim P(P"Y(0)) = p(lim P"=D(0))) = P()

n— 00 n— 00 n—0o0

ya que (O es continua, y es el menor punto fijo en [0,1] pues si x € [0, 1] verifica z = (x), del
hecho que 0 es una funcién creciente se tiene que :

0<z=P0) <P)=2=PP0) < P) == 0) <z
=7 <x luego es el menor

queremos ver cuando el punto fijo es trivial o no, como estamos en el caso py + p; < 1 se tiene que
(0 es estrictamente convexa en [0, 1] pues :

©"(s) =Y k(k—Dpest™ >0

E>2

observemos que (1) =1y Y'(1) = m, si m < 1 hay un tnico punto fijo, siendo este 1 . Concluimos
que m = 1, en cambio si ,m > 1 se tiene que:

O<p0§7r<1

Después de este par de ejemplos, veremos un importante teoremas:

Teorema 8. Sea a : R, — R acotada, directamente Riemann integrable, entonces si A es local-
mente acotada y verifica (ETR):

A=a+Fxa siF esno aritmética

se cumple:

1 oo
lim A(t) = —/ a(s)ds
0

t—00 v

Demostracion. se tiene lo siguiente:

t—00

A(t) = a(t) +/0 a(t — s)dm(s) se tiene a(t) —— 0

pues a es directamente Riemann integrable, ' no aritmética y por Teorema Clave de la Renovacién
se satisface:

lim [ a(t — s)dmf(s) = /0 Tttt

t—=o0 [ 2
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2.4. Aplicaciones

Edad, Vida residual y Vida total asintéticas: Consideremos las siguientes notaciones:
v =t—Sny edad
0y = Sy —t  vida residual

Et = SN(t)+1 - SN(t) =Vt + (St vida total

2.4.1. Vida residual asintdtica

Supondremos que F' es no aritmética . Notemos por A(t) = P {0, > z} V¥t > 0 ( es acotada ), se
tiene que:

A(t) = E(1(0,00)(01)) = E(E(L0,00) [ X1)) = /00 E(1 (0,00 (6:)| X1 = 5)dF(5)

Ahora bien :

1 sis>t+«x

E(L(0,00](0:)| X1 = 5) = { 0 sit<s<t+az(*) }

(*) pues X; = Sn)41 (el proceso recomienza en X; = s)en este caso 0(t) = s — ¢ < x, luego se
tiene que:

0 ~
E(L,)(0:)| X1 =5)=¢ A(t) si0<s<t
1 sis > 1+
luego:
00 t o0
A(t) = / E(L(0,00 ()| X1 = 8)dF(s) = / A(t — s)dF(s) +/ dF(s)
0 0 t+a
vale decir, la funcién acotada A(t) verifica la (ETR) :
A=a+FxA con a(t) :/ dF(s) = (1 — F(t + 2))
t+x

se satisface que : a(t) > 0, a(t) \(0 cuando t — oo, asumamos que:

po= / (1 — F(t))dt en este caso se tiene :
0

/000 a(t)dt = /000(1 — F(t+z))dt = /:0(1 _ F(b)dt < oo

por lo tanto en este caso se tiene que a : R, — R es Riemann integrable obteniendo que:

lim P {5, > 2} = lim A(t) = 1/ a(t)dt = 1/ (1— F(1))dt
t—o00 t—o00 M 0 7] z
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Observemos que si ;4 < oo entonces:

Gl) = /000(1 — F(t))dt

1

y esta corresponde a una funcién de distribucién pues G(oo) = 1, G(z) es la distribucién asintética
de la vida residual.

Proposicion 39. F no aritm ética, satisfaciendo p < oo entonces:

tlir({lo]P {SN(t)+1 —t < x} =G(x) Yz >0

2.4.2. Distribucion asintética de la edad

Edad: v; =t — Sy, observemos que para 0 < x <1 se tiene:
{vp>a}={6o>a}={Bn | Sp€(t—xt)}

luego si F es no aritmética, con p < oo se tiene para x > 0 fijo :
1 o
lim P {y, >} = lim P {5,_, > x} = —/ (1= F(#)dt = 1 — G(x)
t— 00 t— 00 n )

por lo tanto :
1 T
lim P {7, < 2} = lim P {3, < 2} = G(z) = —/ (1= F(t))dt
t—o00 t—o00 7] 0

2.4.3. Distribucion asintotica de la vida total

Vida total : Syy41 — Sy = V¢ + 94, consideremos un x > 0 fijo, notemos por:
At) =P{y+6 > 2} = E(Lyy465a)
se tiene que :
AW = [ B ¥ = 9F()
0

desarrollar cuanto vale esta esperanza condicional es un punto clave en teoria de renovacién . Se
tiene que :

0 si s > max(x,t)
E(L{y 40521 | X1 =5) =< Alt—s) sis<t
1 sit<s<ux
con esto se tiene:
t [e’e) t
A(t) = / At — 8)dF(s) + / dF(s) = [1 — F(méx(z, 1))] +/ A(t — 5)dF(s)
0 max(z,t) 0
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esta es una (ETR), con a(t) = 1 — F(méax(z,t)), asumamos que F es no aritmética, como a(t) N\, 0
cuando ¢ — oo, junto con pu < 0o, y con el hecho que:

/ a(t)dt :/ (1= P(max(s, £)))dt
0 0
:/ (1—F(t))dt—|—/ (1—F(t)dt <oo pues pr <00
0 T
se deduce, por teorema clave de la renovacién que :

lim A(f) = - /OZ(t)dt = - F) + /71 _F(t)dt)] = /o;dF(t)

t—o0 2 2
lo ultimo gracias a una integracion por partes, luego si notamos:

H(x) :/ tdF(t), parax >0
0

se tiene que H es una funcién de distribucion en R, y :

tlim]P{%qLétgx}:H(x) Ve >0
— 00

AmMH@y:%Awﬁwmw

luego la media de la distribucion asintética de la vida total :

lAwMHaﬁzilwﬁm%ﬂ = %(ﬂme@OZZM

Cauchy-Schwarz

Observacion.

con la igualdad ssi F' esta concentrada en un punto, como estamos en el caso no aritmético :

/0 T dH (1) > /0 T dF (1)

2.5. Procesos de Renovacién Retardados o Generalizados (Delayed)

Sean G y F' distribuciones en R con F' verificando F(0~) < 1 y notando:

j= / T F@)de

consideremos (X,,),>1 variables aleatorias iid, satisfaciendo X1 ~ Gy X,, ~ F' Vn > 2, se define
de manera similar:

Sy =0 SP=>"X;
k=1
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NP(t) =sup {SP(t) <t} Proceso de renovacién generalizado
n>0

m”(t) = E(N"(1) = m"(t) =) E(lgp<y)

luego se tiene que:

mP(t) = ZG*FT’:(IS)

n>0

pues SP ~ G« F* | Vn > 1, una férmula que usaremos mds adelante es la siguiente :
o0
L(mP”)(s) = / e *'mP(t)dt Vs >0 Transformada de Laplace
0

como L(Ax* B)(s) = L(A)(s)L(B)(s) ( teorema de convolucién de la transformada ) se deduce que:

pyy . L(G)(s)
L(m”)(s) = T(F)(s)

en efecto:
L(G)(s)
P)(s) = Fi(t) = F)(s))" =
L(mP)(s) = LY G F;(t) = L(G)(s) Y (L(F)(s)) = Z(F)(5)
n>0 n>0
se puede mostrar a partir del teorema de los grandes niimeros que :
D
lim NT®) = 1 P-c.s
t—o0 i 1%
ademas se tiene que :
D
lim L(t) = 1 P-c.s
t—o0 t 7

Lema 6. Para 0 < s <t se tiene que:

P{SP(t) < s} = (1- G(1)) + / (1= F(t— y))dm®(y)

Demostracion.
P {Syog < ) :Z/ P {N”(t) = n, SP(t) < s}
n>0 0
= P{SP,>t,8, <s}=P{SP >t} +> P{SP, >15, < s}
n>0 n>1
~(1-GO)+ 3 [ PSPy > 15D < sISP =y} (G FL)(
n>1"0
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Observacidn. P {SP <y} = (G * F}_,)(y) pues:

SP=X, +---+X,
~ ——

~G ~F

-G+ Y [ P{SE > 18 = ybd(G + F L))

n>1

—1-G)+ Y / (1= F(t —y)d(G * E2_)(w)

n>1

—(1-G) + / a-Fi-gd | S6F | W)
n>1

mD

la dltima igualdad es porque :

Z/gdvn:/gd (Xn:vn) Vg >0

y como m” = Y F*_, se deduce el resultado. O
n>1

2.6. Procesos de Renovacion en Equilibrio

En este caso supondremos :

p= / tdF(t) = / (1—F(t))dt < 00
0 0
Sea F' distribucién en Ry, con F(0) < 1, definamos :

Fule) = [ (= Feo)as

que serd la distribucién asintética de la vida residual del proceso de renovacion definido por F' . El
Proceso de Renovacién en Equilibrio definido por F' es un proceso generalizado con :

X,~G=F,y Xo~F VYn>2

con (X,),>1 independientes, consideremos la transformada de laplace de Fy, :
L(F)(s) = / eAFL () s> 0
0
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Lema 7. Se tiene la siguiente igualdad :

Demostracion.

LB = [ et ar, 0 = / e P

Loy [ ([

= T = e dR(y) = i~

Proposicion 40. En este proceso de equilibrio se tiene que :
(i) mP(t)=, Vt>0

(ii) P{SND(t)+1 —tS l‘} :Feq(l')

(iii) {N"()

}.t>0 es a incrementos estacionarios , vale decir :

(NP (t+s0) + NP(s0)) ~ NP(t))  para sq fijo.

Demostracion. (i)

by LEHs)  1-LE)s) 1
L) =22 e ~ T2 (s o

*t 1 [™ 1
/ e *tdt = / te *tdt = —
0o M 1 Jo s

y como:

con esto y gracias a la unicidad de la transformada de laplace se deduce que : m”(t) = i
(ii)
]P{SND(t)+1—t>x} :E(IP{SND —t>x | SND }
=P {Syp@py1 —t >z | NP(t —O}IP{ND ) =0}

t
+/+]P{SND(t)+1—t>l' | SND( —y}d]P SND y)
0

pues SND(t) =0& ND(t) =0
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ahora bien :
P {SND(t)+1 —t> x,ND(t) == 0}
P{NP(t) = 0}
P {no hay renovaciones en [0, + ]}

]P{SND 1—t>x|ND —0}

P { no hay renovaciones en [0, ¢}
_ (L= Fy(t + 7))

1 — Fy(t)
luego:
P {Syom—t>z | NP(t) =0} P{NP(t) =0} = (1 — Fu(t +z))
ahora .
/ P{Syo@1) —t >z | Syouy =y} dP(Syoy < y) = (por lema 2.61)

0+

¢
/ P {Sxo@ys1) —t >z | Sy =y} (1— F(t—y))dm”(y) por la parte (i)

o+
paray >0

P {no hay renovaciones en [y,t + x]}
P{S —t S =y} =
{Swea > | Swow =} P { no hay renovaciones en [y, t|}

:(I—F(t+x—y))
1-F(t—y)

luego queda :

t

P {Syoua > o} =(1— Fot +2)) + / (- F(t+a— y>>%

o+

(1= Fuy(t+2)) + /m+ (1= FNL =1 )

N J/
-~

Feq(t+z)—Feq(z)

= P {Syou1 —t <z} =Fy(x)
(iii) (NP(t+s9) — NP(s0))i>0 es un proceso de renovacién generalizado con distribucién inicial :
G(r)=P {SND(SO)+1 — 50 < x} = F(z) (le Xy ~G(z) X, ~F n>2)

luego tiene la misma distribucién que el proceso de renovacién en equilibrio (NP(2))0 O

78



2.7. Proceso de Poisson

Este proceso se puede definir como proceso puntual, sin embargo lo introduciremos aqui en el
contexto de teoria de renovacién .

Definicién 24. : Sean (X,),>1 variables aleatorias iid con X, ~ exp[A] A > 0, consideremos

Sn = Y Xy, entonces el proceso de renovacion (N(t));>o siendo :
k=1

N(t) = Sup {sn <t}

se le llama Proceso de Poisson.

Proposicién 41. El proceso de Poisson (N(t));>o es un proceso de renovacion en equilibrio, es
decir:
Foo=F para F ~ exp[)
Demostracion.
1

Fu=1 [0 Fut =2 [ ey =) = Fla) (= 3)

Ejercicio 20. Probar que : F' = F,, = F ~ exp[)\], para algin A > 0

Proposicién 42. El proceso de Poisson (N(t));>o de tasa X > 0, verifica :

P{N(t)=n}=e* ()\;')n Vn >0

es decir, N(t) ~ Poisson(\t)

Demostracién. Se tiene P {N(t) > n} = P {S,, < t}, Probemos entonces que la densidad fs, de S,
verifica :

(At

fsn(t) =A™ (n—1)!

Vn >1 (2.4)

Probaremos que se tiene esta tltima formula por induccién, para n = 1 se tiene pues queda:

fsl (t) = le (t) = )‘eiAt
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supongamos que se cumple hasta n, luego Probemos que tanbién se tiene para n + 1 :

fSn+1(t):/(; an+1(t—x)f5n(x)dx

lo anterior se tiene porque :

Snt1 = Sp + Xpy1 con S, independiente de X, 11 = fs, ., = fx,. * fs,

luego volviendo a la induccion tenemos:

t )71 A\t t PYAK
— / )\ef)\(tfw))\efz\w ( IL') dr = efz\t / xnfldx — )\efz\t ( )
0 (n—1)! (n—1)!J, n!

usando la hip6tesis de induccién, con lo cual se prueba (2.4) . Luego :

)\xnl
(n—1)!

P{N(t) >n}=P{S, <t} = / *M’

integrando por partes se obtiene :

)™ t VAL VAL t PVAL
:ef)\m( l‘) +/ )\ef)\:zr( IL') dx:ef)\t( IL') _|_/ )\efAz( l‘) dx
n! , o n! n! 0 n!
Qay

converge uniformemente a 0 en [0, ¢] se deduce que :

P {N(t) Z”}Ze”(Z%)

k>n

por 1tera(31on ¥y como

lo que verifica que :

P{N(t) =n} = e)‘t%

Proposicién 43. (N(t + s) — N(t)) es independiente de N(t) Vs> 0,t>0 .
Demostracion. Se tiene que :

]P{N(t—i—S)—N(t) Zk,N(t):l}:IP{SkJrl§t+S,Sl+1>t,Sl§t}
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Sea [l =0, K =1, luego:

P{N(t+s)—N()>1,N(t) =0} =P{X; <t+s,X; >t}
=P{X; >t} -P{X; >t+s X >t}
P{X, >t+s}
P{X; >t} )
=P{X, >t} (1-P{X, >s}) =P{X, >t} P{X, < s}
=P{N(t) =0} P{N(t+s) — N(t) > 1}

=P{X; >t} (1 -

Esto tdltimo pues N (t + s) — N(t) ~ N(s) O
Se puede probar que le proceso de Poisson verifica lo sigueinte : para (a, b] notemos :

N((a,b]) = N(b) — N(a)
que es el nimero de renovaciones en (a.b], entonces se tiene que:

{N((ai, bi])}izl ..... n

son independientes si los intervalos correspondientes son disjuntos ( antes habiamos enunciado que
N((0,t]) era independiente de N((¢,t + s|) ), esta propiedad se enuncia diciendo que el proceso de
Poisson es un proceso a incrementos independientes . Saquemos alguna conclusiones de esto:

2.7.1. Apartado .

Estadisticos de Orden : Consideremos las variables aleatorias reales Yi,...,Y,, a partir de las
cuales se definen las variables aleatorias Y{yy, ..., Y(,) por:

Yo =min{Y;=i:1,...,n}

Y =min ({Yi=i: Lo onb\ {Yi,.. Y 0})

que llamaremos “ muestra ordenada ” . Supongamos que Y7, ...,Y, son independientes, e idéntica-
mentes distribuidas ( idd ), con funcién de densidad fy, vale decir :

‘

dP {Y; <y} _
entonces (¥{1),...,Y(s)) es un vector aleatorio con funcién de densidad  fy;,,. v, (Y1, -, yn) que

verifica :
n

nt I fy(yi) sign <...<yn
fy(l)...Y(n)(yl,...,yn): 11;11 ( )

0 sl no

81



en efecto, supongamos que y; < ... < y, tomando para cada ¢ =1,...,n h; estrictamente positivo
y suficientemente pequeno de manera que :

h; h;
5 <Y T =

Y + y ademas satisfaciendo:

hi hi, .
P{Y(i) €Wi——,vi+ ], 221,...,n}

2 2
. h; hi, .
=P {E! m:{1l,...,n} — {1,...,n}, permutacién tal que Yz E} (yi—S,yi‘F?) i=1,...,n
h; hi
= Z ]P{Yﬂ(i)Eyi—E,ymLE ZZl,...,n}
m:{l,...n}—={1,...,n}
permutacion
h; h;
2 2
pues todas las permutaciones tiene la misma distribucién
! hi hi
= n! Zl_[l <FY(?Jz + 5) — Fy,(yi — 5))

tomando: .

—hiP {}

i=1
resulta : .

Iy Yoo W1 -+ -3 Yn) = n!ny(yi) siyr <...<Yp
i=1
Ejemplo 9. Sea Yi,...,Y, variables aleatorias i.i.d. con Y; ~ Uniformel0, ¢], vale decir :
1 n!
fr(y) = n IL[o,t](y), = fY(l),...,Y(n) (Y15 ey Yn) = m Lio<y <..yn<t}

Proposicién 44. Sea (N(t));>o proceso de Poisson de tasa X > 0 ( es decir un proceso de renovacion
con tiempo entre renovaciones exp|A]), entonces la distribucion condicional :

{(Sla---asn) | N(t):n}

la cual se lee, (S1,...,S,) condicionado a N(t) =n  ( paran > 1) , es la distribucidn ordenada
de n uniformes en [0,t], es decir :

{(S1,...,S,) | N(t) =n} tiene densidad dada por:

n!
f1(s1,80) | NO)=n} (Y1 - - - Yn) = o Ljo<y, <..ym<t}

k

con Sy, = Y. X;, son los instantes entre llegadas .
i=1

82



Demostracion. Sea 0 < y; < ...y, < t, escogemos h; > 0 tal que :

. h
Yi + 51 < Yit1 — 1—2“, y en los extremos :
Moo gy
hn 9 ) Yn 9
se tiene lo siguiente:
h; hiy .
IP{SiE(yi—E,ymLE),z:l,...,n; N(t):n}
i h hn i h; hit
=P 0,0 — =) U — 4+ 1)U i+ =, Yir1 —
{39 en 0. =) U+ 5+ DU i+ e =75

h; h;
U { 3! 1 renovacién en cada uno de los intervalos (y; + 51, yi— —]i=1,... ,n}

gracias a la propiedad de incrementos independientes del proceso de Poisson, se obtiene que la
ultima expresion es

ZﬁP{N((yHr%,yi—%]) 1} p{N0u - =0} p{Nw.+ 20 -0}

- h; h;
= HIP{N(%‘F oo it TH) = 0}
i=1

como P{N(h) =1} =Xhe ™, P{N(h)=0} =

lo anterior se escribe

luego

h; hi, .
P {Sz € (yz - ani + 5)7 L= 17 sy 1Y N(t) - n} - (At?”e,)\t
' n
LS N Y
(AL
=1
entonces si 0 < y; < ... <y, <t, implica que :
, 1 h; h;
fisisn) | NO=n} W1+ Yn) = lm P S € (y; — oYt 5)72 =1,...,n; N(t)=n
(ngix|hi\%0> h;
i=1
n!
T
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Proposicién 45. El proceso de Poisson (N(t))i>o, de tasa X > 0, es el dnico proceso verificando
las siguientes propiedades :

(i) N(t)eN V>0
(it) N(0)=0
(ii1) N(s) < N(t) si 0<s<t
(iv) (N(t))i>0 es a incrementos independientes y estacionarios, es decir
{N(b;) = N(a;),i=1,...,n}

son variables aleatorias si a; < by < ag < by < ... < a, < b, (incrementos independientes )
Y-
N(®)— N(a) ~N(b+h)—N(a+h) YVO<a<h h>0

( incremento estacionarios )
(v) P{N(h) =1} = Ah+o(h) donde @ — 0, P{N(h) > 2} = o(h)
—
Observacion. e P{N(h)=0}=1— Ah+ o(h)

e (i)(ii)(iii) en conjunto se llama proceso de conteo

Demostracion. lo que Probaremos es que :

P{N(t) =n} = e_’\tM Vn >0

n!

esto demostrara que la marginal de (N(¢) : ¢ > 0) es de Poisson . Definamos, p,(t) = P {N(t) = n}
recordemos que N(0) =0 . Sea h > 0, se tiene que :

p(t+h) =P{N(t+h)=n} =) P{N(t+h)=n | N(t)=k}P{N(t) =k}
k=0
pues N(t) crece con t, y por la propiedad (v) :
= (1 = A —o(h))pn(t) + (Ah + o(h))pn—1(t) + o(h)
con p_1(t) =0, con lo que la férmula vale para n = 0, luego :

pa(t +h) — pu(t)
h

= _)‘pn (t) + Apn—l(t) + #

haciendo h 0" ( 'y con el mismo argumento se puede hacer para h 07, obviamente excepto en
t =0), se obtiene :
() = =App(t) + App_1(t) (V> 0)(Vn > 0)
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con la condicién de borde p,(0) = d,, calculemos para n = 0 se tiene que :

pg(t) = —)\po(t) ,po(()) =1 = po(t) — M

finalicemos por induccién, supongamos que hemos probado :

pe(t) = k< )

luego reemplazando se tiene que :

_y (A"
Poa(®) + 2 (t) =2 O
At)"
= (@) =2 con pi(0) =0
A (At)m+
= e Mp,1(t) =
ep +1( ) (n+ 1),
que prueba la induccién, entonces la distribucion finito dimensional queda para, t; < ... < t,

n < ...<ny:

P{N(tl) :nl,...,N(tk) :nk}:IP{ﬁN(tl—tll) :ni—nil}

i=1
pues 1y =ty = 0, y usando la propiedad (iv) ( incrementos independientes )

k k

= H]P {N(tl — ti71) =n; — nifl} = e M H

i=1 =1

(A(ti —tiq))m

(nz- — ni,l)!

y esto coincide con la distribucion finito dimensional de un proceso de Poisson de tasa A > 0 . por
Teorma de consistencia de Kolmogorov se obtiene el resultado. O
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3. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Seguiremos considerando I un conjunto numerable, dotado de la ¢-dlgebra discreta P(I). Intro-
duciremos primero la nocién de semigrupo (sub)markoviano que luego serd asociado a las cadenas
de markov a tiempo continuo.

Definicién 25 (Semigrupo (sub)markoviano). P = {P(t)};>¢ se denominard semigrupo sub-
markoviano si cumple:

a) Vt>0 P(t) = (pij(t))ijer) es matriz subestocdstica, es decir:
jer

b) P(t+s)=P(t)P(s) Vs,t >0 P(0)=1 (semigrupo)

Observacidén: I denota la matriz identidad. Si la matriz P(t) es estocdstica i.e. Y p;;(t) =1
jEI
P se denomina semigrupo markoviano. Ademds de las propiedades anteriores consideraremos que
los semigrupos (sub)markovianos cumplen la siguiente hipé6tesis que denominaremos hipétesis stan-
dard 1 (HS1):
lim pu(t)=1 Viel (HS1)

t— 0t

Observacién: La (HS1) también puede escribirse:

t— 0t

t—s 0t

Demostracién. De la propiedad a) (submarkov.) tenemos:

1 - Pu >Zk7£7/pl] >ng()

Luego tomamos lim y concluimos. O
t— 07t

La (HS1) es la continuidad de Pj(t) en t=0, pero veamos que junto a a) y b) implica propiedades
mas fuertes: primero la continuidad uniforme de P;;(¢) en t y en j.

Proposicién 46. |p;;(t £ h) —p;;(t)] < 1—p;(h) Yt >0, YVh>0tq. t+h>0.

Demostracion. Consideremos h > 0, se tiene de la propiedad de semigrupo:

zy t + h szk pk] - pu pzy szk pk]
kel k#i
= Pyj(t+h) = Pj(t) = (pi(h) — Dpis(t) + Dk # ipi(h)pes (t).

P submarkoviano = |P,;(t+h) — Pi;(t)] < max(|Pii( ) — 11,3k #iPy(h)) < |Pyi(h) — 1].
Con lo que concluimos pues (HS1) = Py(h) . 1 y el limite es independiente de t y de h. O
—0
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Proposicién 47. Vi € I,Vt >0 py(t) > 0.

Demostracidn. De la (HS1) 36; > 0 tq. p;(t) > 0 V¢ € [0,6;]. Luego sea t >0, In > 0 tq. £ >4,
entonces p;;(£) > 0, y ademés:
() >0 = pilt) > ()" > 0
pll n pZZ pZZ n .
pues pii(t) > pii(L)pii(t22) ... pi(£)" > 0. ]

Ahora nos encaminamos a probar que (HS1), a) y b) implican la diferenciabilidad de P;; en t=0,
comenzamos con el sugiente:

Teorema 9.

i(h) — 1
Viel 3p,0)= tim 2 =1

€ [—00,0].

Demostracién. Consideremos i € I fijo. De la proposicién anterior p;(t) > 0 V¢t > 0, y de la
propiedad de semigrupo : p;(t+s) > p;i(t)p;i(s) Vi, s > 0. Sea ¢(t) = —logpii(t). p(t) € Ry Vi >0
y ademds cumple p(t 4+ s) < p(t)p(s). Luego del lema de subaditividad se tiene:

t t
3 lim 0] :supw € [0, o0.
t—ot+t ¢ >0 t
cop(t) — ()
= dg; = 1 — - =0
= i #(0)
—logp;; (t log(1 — (1 — pyilt
L3 g legpa(t) _ log( ( pit)) 4
t— 0+ t 1 — pi(t) t— 0+
e 1 1§ L — pi(t) 0 ]
:>1,tm(t)t:]>+ = lim =g € [0, +o0].
Lema 8 (de Subaditividad). Si ¢ : R, — Ry cumple:
a) p(t+s) < p(t)p(s) (sub-aditividad)
b 0)=1U t) =0.
) ¢(0) = lim (?)
Entonces eziste el limite: 1im 2% = sup @ € [0, o0].
N0~ t>0
Demostracion. Sea q¢ = sup @ , luego basta probar : lim inf @ >q
t>0 t—0t
Consideremos ¢ < oo luego dado € > 0 Jt. > 0 tq. elle) >q—c.

te
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Sea t > 0,t < t,, tal que t, se escribe t, =nt+dcon0<d <t ne N
De la sub-aditividad:

o(t:) < p(nt) +¢(0) < ... < np(t) + ¢(0).
)

pts) _ np(t) | »0) _ p) | ()
= qg—¢c< < < .
ITEs T Sy T ST T
como 0 < <tsit— 0" =6—0" = ¢(J) — 0. Tenemos entonces de la desigualdad anterior:
t
qg—c < liminfw.
t— 0t

Como ¢ es arbitrario, concluimos. El caso ¢ = oo es analogo. O

Definicién 26 (Estado estable). i € I se dice estable si ¢; < co. El semigrupo P = (P(t))i>0 se
dice estable si i es estable Vi € I.

Observacion. Podemos clasificar los estados segun el valor de g;.

» PL0)=0< ¢ =0< V> 0p;(t) =1 < ies absorbente.
» P/(0) > —00 & ¢; < 00 =i estable.

Teorema 10. Sea P = (P(t))i>0 semigrupo markoviano standard, se tiene :

Gt
Vi#jel 3P;(0)= lim Py (1) € [0, 4+00).
t—o0+t 1
Demostracion. Utilizaremos para la demostracién propiedades de las cadenas de markov a tiempo
discreto, por lo que debemos construir una a partir del semigrupo: Sean ¢ # j, como antes tenemos:

gij = li%n\félf % y basta mostrar lim sup h \, 0Pi+(h) < g;5. Sea € > 0, de la hipdtesis standard
= dho > 0 para el cual:

inf (1 — P”(h)) <é€ inf Pji <e€

hE[U,ho} hE[U,ho]
inf (1—P;;(h)) < inf P <
hel[%’ho]( ii(h) <e hel[l[}yho} ig <€

Para h > 0 la matriz P(h) = (Pu(h))ker es estocéstica, y de la propiedad de semigrupo se tiene
P(h)" = P(nh). Consideramos entonces (X,,)n>o0 la cadena de markov que tiene por matriz de
transicién a P(h), es decir:

Definicién 27 (Probabilidad Taboo).

P (h) = P{Xu =k, X £ Vr € {1,...n— 1}}

es la probabilidad de que la cadena partiendo del estado i lleque al k sin pasar por el estado "taboo”j

(;Pi(0) = 1).
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Notemos jPZ-(f)(h) = fU(h) = P{Xun = j, X;n # j Vr € {1,...n — 1}}, tenemos entonces:

)

. r n—r—1
Py(nh) =y P (P (WP (h) (3.1)
pues cada término en el lado derecho representa una forma de ir de ¢ a j, y los eventos son ex-
cluyentes. Tenemos ademas:

Pi(nh) = ;P8 (h) + > £ () Pi((n — 1)h) (3.2)

de lo tltimo : ;P (h) > Py(nh) = max P Paran > 1sea 0 < h < hy tq. nh < hg,

r r=1,..n—1

entonces de la eleccién de hyg jPi(in)(h,) >1—2¢,yen (3.1):

Py(nh) > (1 —22)(1 — £)nPy (h)
(nh)

P P;;(h)
WS (1 ij
2 (1 —3e¢) Y

Sea ahora K = sup {P”E < hlo} finalmente para h < % tomamos n tq. nh € [%, ho]

Py(h) . K _
h —1-3¢
P,i(h
élimsupﬁ = @ < 00

ANO h

P;(h

h,  Pijh _
,g)tq ]E()<q7;j+€VhE(h1—l/,h1+l/)

=

00 (3.3)

ho -Pij (hl) £

=3dve(0

:>\7h,<§ dn € N tq. nh € [hy — e, hy + €.

Concluimos de (3.3) : Pi("h()h) < qu_—;f lo anterior es Ve > 0 y luego lim sup P’T(h) < g O

El teorema anterior nos garantiza que bajo la hipdtesis estandar existen los coeficientes

gij = Pj;(0) i,5 € I.Sii#jqy €[0,00)y ¢ii = —¢; € [~00,0].
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Proposicién 48. Vie I > ¢; <0
jEl

Demostracion. Si i es inestable ¢; = oo y la propiedad se tiene. Supongamos ahora i estable, de la
propiedad de sub-markov:

pr “% < w0
jel
pii(t) — 1 pij ()
= — —= <0
—+ Z - <
J#i
, pii(t) - pzy t
=l P g5
JF
del lema de Fatou ¢; + > l1m 1nf p” =3 ¢q; <0. O
]#z jel

Definicién 28 ( Estado Conservativo ). i € I se dird conservativo si i es estable(q; > —00)

Y gi = Y. qij =0 (Y q; = q) El semigrupo markoviano (P(t));>o se dird conservativo si i es
Jer J#L
conservativo Vi € I.

Observemos que si |I| € N entonces el semigrupo es conservativo. De ahora en adelante notaremos
Q = (¢ij)ijer = (P;(0))ijer lamada la matriz Q y como transformacién (conocido el dominio)
generador infinitesimal. En la siguiente proposicién encontramos hipétesis suficientes para la difer-

enciabilidad de P(t) V¢ > 0 y ademds una forma de calcular las derivadas.

Proposicién 49. Si (P(t))i>0 es un semigrupo markoviano conservativo entonces se verifican las
ecuaciones backwards:

P'(t)=QP(t) Yt>0

es decir: Yt > OVi,j € I 3pj;(t) = > qijpk;(t)
kel

Demostracion. De la propiedad de semigrupo : Vh > 0 :

Pij (t + h’) = szk(h)Pk] (t) pu pzy + szk pky
kel k#i

<Pij (t+h) — Pji(ﬂ)
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Luego debemos mostrar que: 1im sup M > > qikpri(t)

h—0 kel
Sea (Ip)nen tq. |1, € Ny I = |J I, y tomemos i € I, se tiene:
n>1

pij(t+ 1) = pa(W)pi () + > pir()prj (t) + > pir(h)pa; (¢
KL\ {i} T8

luego:

pij(t + h,})L —pi(t) _ pis(t) <pu~ > pzk pai(t) + Z pikT(h) .

a kel \{i} ké¢I,

(P(t))¢>0 es markoviano, luego la tdltima linea es :

pu pzk 1 - p“ ka
== pij(t) ———— '
keln\{l} beln\i}
, pij — pij(t) _
= hin s%p — < qiipi;(t) + E . QP (t) — i — Z Gk =
—

kel \{i} keln\{i}
T.C.M
= Z QikPrj — Z Gk —7 Z GikPrs (1) —
kel k€T, kel

donde el tltimo término es 0 ya que el semigrupo es conservativo. O

Observacién: También podemos escribir las ecuaciones forward que se cumplen bajo hipétesis
mas fuertes:

podemos desarrollar:

pz] t + h szk pk]
kel

= Dij

pij(t+ h) — pi;(t p; h
J( 2} ]() Di () ]J +szk
k#j

por ejemplo si || € N = se cumplen las ecuaciones forward y backward. Para estudiar las
ecuaciones forward y backward, y la matriz () como generador infinitesimal, entraremos en un
paréntesis analitico para estudiar semigrupos en general, comenzamos recordando la definicién de
Algebra de Banach, que sera el espacio de interés.

91



Definicién 29 (Algebra de Banach). (A, ||-||,-) se dice Algebra de Banach (sobre el cuerpo K )si:

(A, ||-]]) es un espacio de Banach sobre K.
A* 5 Aes tq ||la-bl| < Jlalll]b]]  Va,b € A.
(A, +,-) es un anillo y AM(a-b) = (Aa) -b=a-(\b) Va,be A\ e K.
Definicién 30 (Semigrupo). (P(t))>0 C A se dird semigrupo si:
P(t+s)=P(t)- P(s) Vt,s >0y P(0)=1
donde 1 denota la identidad de (A,-).

Definicién 31 (Semigrupo continuo). El semigrupo (P(t))i>o se dird continuo si la funcion:
P: Ry — A es continua, es decir

|1P(t) = P(to)|| — 0 V&g >0
t—>to
Teorema 11. Sea (A, ||-||,-) dlgebra de Banach, se tiene:

" VQ A FP(t)=¢9 € AVt > 0 y (P(t))i>0 €s un semigrupo que satisface:

las ecuaciones forward: P'(t) = QP(t) Vt>0; P(0)

I
P(t)Q Vt>0; P(0)=1.

ecaciones backward: P'(t)
y ademas las unicas soluciones de las ecuaciones forward y backward son de la forma:

Pt)=¢9 t>0

n Si (P(t))i>0 es un semigrupo continuo en A entonces:
3Q = P'(0) € A llamado generador infinitesimal tq :

P(t) =€ Vt>0.

Demostracion. Para la primera parte, si Q € A, 3 @ = Y tnﬁn € A pues:
n>0

le?) <3 w < Rl < 5.
= n!

Sea P(t) = ¢'?, los elementos e'? y ¢*? | con ¢, s > 0 conmutan, luego

P(t+5) = elH9)Q = ¢!Qes@ = P(1)P(s).
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Para probar que P es continuo basta probar la continuidad en 0, pues:

1P(t+h) = P@)[| = |P@)(P(h) = Dl < [[P@)][[P(h) — T|

P(t) es continuo en 0:

1P(h) = 1T|| =

>

n>1

hn n
<3 wﬂ _ (MRl — 1) — .

h—0
n>0

Probemos ahora que P'(0) = @, en efecto:

n—1

P(h) -1 || 1
s )2
H >3 |h| (efliel —1 — |l |QI)
elrlill — 1
el =0
las ecuaciones forward y backward se satisfacen pues basta tomar hlimo.
—
P(t+h) — P(t Ph)—1 P(h) -1
(t+ f)L ():< (]1 )P(t):P(t)<7(f)L )

Para la unicidad de la solucién consideremos que P(t) satisface las ecuaciones forward y backward.
Sea o(t) = P(t)e™'? | luego:

'(t) = P'(t)e? = QP(t)e " = QP(t)e 'Y = QP()e " =0 = ¢/(t) =0y ¢(0) =L
Sea ahora n(t) = ¢(t) — I, concluiremos que P(t) = €'? si n(t) =0 V¢ > 0, tenemos:
W (t) =0Vt>0 n(0)=0 [n(0)[]=0.y:

‘ [+ M) = lIn()]l ‘ < L +h) —n(@)]
h |h| h—0
= [n@l' (t) =0t >0, n(0) =0 = [In(t)|| =0Vt >0.

con lo que concluimos la primera parte de la demostracion.

Consideremos ahora (P(t))¢>o semigrupo continuo en A, luego podemos definir:

t

A(t) = /P(u)du €A V>0,

(=)

Observemos que P(v)A(t) = A(t)P(v) = A(t +v) — A(v) y también que



= Js9>0tq. V0 <s<sy JA(s)™"

definimos entonces @ = (P(s) — I)A(s) ! para s € (0, sp). De la definicién y de las obsevaciones
anteriores podemos dearrollar:

(P(t) = DA(s) = (At + 5) — A1) = A(s)) = A(6)(P(s) = T)

= Pt)=1+A(1)Q.
Demostraremos ahora por induccién que Vn > 0, se tiene:
n ik yk f
P(t) = Z % + % /(t —u)"P(u)du | Q™.

k=0 0

El desarrollo anterior corresponde al caso n=0, y si definimos:

t

/ (t — w)"P(u)du | Q"

0

1

R, = —
n!
entonces el paso inductivo n = n + 1 es equivalente a:

tn+1Qn+1
" (n+1)! + fna
probemos ésto ultimo:

t

/ (t— u)"(T + A(u)Qdu | Q!

0

1
R, =

ol

t

¢
_Q - /(t —u)"du + % /(t — )" A(u)Q" M duq.
0

n!
0
ntl L ¢
0 0 0
t t
tn—l—l 1
Q"' ———+— | [ P() [ (t —u)"dudv | Q™.
(n+ 1)1 n! 0/ U/
— Qn+1 tn+1 + # /t(t - U)n+lp('U)dUQn+2
- (n+1)! (n+1)!
0
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n
lo inico que falta probar es que P(t) = lim ) tkk#k y para sto debemos probar que ||R,|| — O0:

1 t
[Bn| < a/(t—U)” 1P(u)| du Q)™
0

tn+1

(n+1)!

< sup{|[P(u)]} lQI™™ — 0.

— 00

Volvamos ahora al estudio de los emigrupos markovianos:

Definicién 32 ( (P(t)):>o semigrupo markoviano uniforme ). (P(t));>o semigrupo markoviano
standard se dice uniforme si p;;(h) h—\g 0 uniformemente es decir:

lim <Sup |pii(h) — 1|> = 0.

ANO N\ jer

Consideremos ahora el dlgebra de Banach (A, ||-||,-) A= {M = (m4j)ijer | ||M] < oo},

|M|| = sup Y |m;j| < oo,y - el producto habitual de matrices. En éste contexto podemos estudiar
iel jel
los semigrupos markovianos uniformes, pues :

Proposicién 50. Sea (P(t));>0 semigrupo (sub)markoviano uniforme, se tiene:

= P(t) € A Vt>0.

» P es semigrupo continuo en A.

Demostracion. (P(t));>o es submarkoviano, luego ||P(t)|| = sup > pi;j(t) < 1 por lo que
icl jel
P(t) € A Vt > 0. P(t) es continuo en 0:

|P(t) = 1| = sup [ps(t) — 1] + Y < sup2(pyi(t) — 1)
i€l i el

y sabemos que (p;;(t) — 1) t—>00. uniformemente. O
e

De la discusién anterior sobre semigrupos en un Algebra de Banach, tenemos que:
3Q € A el generador infinitesimal Q = P'(0) tq. P(t) = €% Vit > 0.
los coeficientes de () corresponden a los ¢;; que habiamos calculado antes:

Pis(t) = 0y HM

— 0. <
h @i h

— 0.

-Q A0
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= Qij = (jj :p;](()) VZ,] e l.

Ademas el semigrupo es estable pues:

QeA= Viel gl <|Q] < oo luego supg; < oo.
iel

podemos ahora enunciar el siguiente :

Teorema 12. Si (P(t));>0 es semigrupo submarkoviano standard, son equivalentes :

(a) P es uniforme.
(b) Q = (gij)ijer es estable. y ambas implican :

(P(t))i>0 es markoviano < @Q es conservativo
ie. Y qj=0 Viel
jel

Demostracion. Recordemos que si P es estable (g; > —oo Vi € I) , se tiene ) ¢;; < 0.

iel
= E Gij < —Qii = g 2] < 2g;.
J#i Jjel

(a) = (b) ya esd probado. (b) = (a) : Q € A pues sup Y < 2supg; < oco. del T.V.M:
€l jel 1€l

3 € [0,1] tq. pi(t) = 1+ tpj; ().
de la demostracion de las ecuaciones backward, pero sin usar conservatividad, se tiene:
Pii(§) > qipii(§) + Z GirPri (€)-
ki
> Qi
= pi(t) = 1=1tp;;(§) > tgii y se tiene:
sup |pii(t) — 1| <t -sup|gi| < tsuplgi| <t- M.
icl iel icl

luego (a) y (b) son equivalentes y se deduce que en éste caso P(t) = e!? Vt > 0. Probemos la dltima
parte, estamos asuminedo que (a) y (b) se cumplen. Sea o > 0 tq. inlf(—qii) > —q, y consideremos:
S

0=Llg+1
(0%
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se tiene: Qi]- = éqi]’ >0 Vi#yj,; Qi = é%’i + 1> 0 luego Q >0, y ademas:
Qij:l Qij"‘l:l Qi + 0+ D gy
c (0 o —
Jel jeI jAi
1
< E{Qii"‘a_%'i} <L
con lo que tenemos que la matriz Q es markoviana, y ademas:

(@ es markoviana < () es conservativa, ya que:

ZQij=1<:> Zqijz—qu<:> Z%’j:o Viel.

jEI j#i jeI
para concluir probaremos:
P es markoviano < ) es markoviano.
se tiene:
Q = a@ — ol y ademés:
P(t) = e'? =e~*?(pues I, Q conmutan)

e—at Z (at)nQn

n!
n>0

@ submarkoviana = Q" submarkoviana = Q"1 <1, luego:

P(t)1 = e—atzwénﬂ <1

n!
n>0
con lo que se tiene: P(t) 1 =1 (i.e. P(t) es markoviana) & Q"1=1 VYn > 0.
& (@ es markoviana, y ésto Vi > 0. O
3.1. Interludio sobre distribuciones exponenciales

Definicién 33 ( £ ~ exp[)]). Si € es una v.a. en Ry U {oo} decimos que es exponencial de
parametro A (A € [0,00]), y lo anotamos & ~ exp[)] si

P{¢>t}=e Vt>0.
Observacion. Sea & ~ exp[]]

msidA=00 = £~ 0.
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» sid€ (0,00) = & seconcentra en Ry y £ tiene densidad de probabilidad:
fz) =Xxe ™ vt >0.

en éste ultimo caso, tenemos:

(7€) )\/e W+t = A
0

de donde se sigue:

Proposicién 51. Si & ~ exp[)], con A € (0,00) = E(e™™) = en particular:

/\+ )
1 1
E(g) =3 VCLT‘(&) )\2

Proposicién 52. Sean {&},. ;, & ~ explai], ¢ € (0,00) Vi€ N entonces:

(a) g 'l<oo= Y az;<oo P-—cs.

ic 1 ic 1
b) Y ggl=00= S ri=00 P-cs.
i€ I e I

Observacion. Notar que (b) es més fuerte que la reciproca de la contrareciproca de (a).

Demostracion. Para (a) :

EQ) &) =) E&) =) g¢' <o

ie T ie T iel
= E & < oo P-cs.
ie I

Para (b) podemos suponer ¢; € (0,00) Vi€ I, los & son independientes, luego del T.C.M:

B <) = [[ EE) :16_[[<qq+1> = (H(qu-‘l))1

i€ I e I

ahora bien, se tiene que sia; >0 1€ [

H(l—i—ai):oo & Z%’ZOO

ic I ic I
luego Zqi’l:oo:> H(1+q;1):oo.
ic 1 e 1
-2 &
=E( €7 )=0 <& Z{i:oo P-c.s
ic I
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Proposicion 53. Sean X,Y v.v.a.a. positivas, finitas, e independientes, se tiene:

st X tiene densidad f, = X +Y tiene densidad fy,
st fy es acotada, digamos fo, <K = fo1, <K

st fy es continua = fyq, €s continua.

Demostracion. Fy(y) = P{Y <y}, luego:

IP{X+Y§z}:/IP{X§z—y | Y =y}dFy(y)

X, Y indep. éz/FX(z—y)dFyy:FX*Fy(z)
0

luego:
z
Frar(a) = [ 1= AR,
0
de donde se siguen las dos propiedades enunciadas. O
Corolario 5. Sean & ~ explq;], con g; € (0,00) Vie I.si Y, & <oo P-c.s,entonces
ie I
> & tiene densidad f continua y f < q;, para cualquier i, € I.
i€ I
Demostracién. Considerar X = &, , Y = > &, y aplicar la propiedad anterior teniendo en
i€I\{io}
cuenta que:

f§i0 = qioe_qiot S i -
I

La propiedad mas importante de las v.a. exponenciales, y que ademas las caracteriza es la llamada
pérdida de memoria:

Proposicién 54 ( Pérdida de memoria ). Sea X v.a. positiva, enonces:

P{X>s+t | X>s}=P{X >t} Vs;t>0.& A€ [0,00] tg. X ~ exp[A].

Demostracion. Sea a(t) = P {X > t}, se tiene:
a(t +s) =a(t)a(s) Vs, t>0.
luego log(«(t)) es medible, aditiva, a valores en R

= 3\e [0,00] t.g. a(t)=e.
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Definicién 34 (Cadena de Markov a tiempo continuo). Sea como antes I numerable, discreto,
y (Q, B8,P) espacio de probabilidad, sea X = (X;)er,, con Xy : QI tq:

X:QxRy — 1 esmedible
(w,t) — Xi(w)

entonces X = (Xy)icr, es Cadena de Markov si cumple la propiedad markoviana:
P{X;=j | sy =01,...,05, =iy} =P{Xy =7 | x5, =in}

VO<s1<...<8, <t tg,...,0,€1

Ademds la Cadena de Markov se dice homogénea si:
P{X;=j | as=i}=P{ays=j | xo=1} =P {x_s=j}.

VO<s<t Vijel.

Diremos que la cadena de markov es a trayectorias cadlag s¢ la funcion:

X.(w) : R+ — I
t— Xt(w)

es continua a la derecha con limite a la i1zquierda P-c.s.

Proposicién 55. Sea X = (X})er, cadena de Markov homogénea a valores en I, entonces:
P =(P(t)0, Pr= (pij(t))ijer dado por

Pi(t) =P {X, = j}; es un semigrupo markoviano. Ademds si X es a trayectorias cadlag, se tiene
que el semigrupo markoviano P es standard.

Demostracion. Probemos que P, es markoviano V¢ > 0
= Pi(t)>0 Vi,jel Yt>0
= > opii(t) = > Pi{Xy=j} =1

jeI jEI
probemos ahora que P es semigrupo:
P(t+ s) = P(t)P(s) equivale a:
pij(t+s) = Zpik(t)pkj(s) Vi, j €T

kel
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probemos ésto ultimo:

P {xys, 20 =i} = Z]P{xt—l—s =7, Xy =k,zg =i}

kel

Pz o =i} =Y Plap,=j| Xy =kz =i} P{X; = k2 =i}

kel

asi, dividiendo por P {zq = i} nos queda:

Plog, | mo=i} =) Plo=j | Xi=k}P{X,=k | =i}
pij(t +s) Prj(s) pir(t)

Ejercicio 21. Demostrar que P es standard.

O

En la proposicién enterior vimos que la matriz de transicién P, = (p;;)ijer de una Cadena de
Markov homogénea es un semigrupo markoviano en el dlgebra de Banach A que definimos antes.
Ahora veremos que a un semigrupo markoviano siempre se le puede asociar una Cadena de Markov,
salvo que deberemos agregar un estado ”ficticio” adicional.

Proposicién 56. Sea P = (P,);>o semigrupo markoviano estable, y
Q = (gij = pi;(0))ijer

Sea 0 ¢ I, notemos I= I'J{0} y extendemos Q a Ix1I por g9; = Qoo =0 Vj €I, ie. 0 esun
estado absorbente para Q). X
Entonces 3X = (Xy)i>ocadena de Markov a valores en I, con trayectorias cadlag tal que:
rii(t) = P;{ X, = j} es su semigrupo asociado, y se cumple:
7”;](0) = @jj VZ,] el.
Observacién: Sii € I es absorbente, se tiene que ¢;; = 0. En efecto: p;;(t) =1 Vt>0= ¢; =0.

Como ) < —g;; se tiene ¢;; =0 Vj € I.
jeI

Demostracidn. Como el semigrupo es estable ¢; = —¢; < 0o Vi € I recordemos que Y ¢;; < ¢;.

i

Definamos la siguiente matriz estocastica: S = (s;5) como

ijel
» si ¢; = 0 (en particular si i = J) entonces:

siizlysij:() SlZ?é]
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8ij sij#i, jel

gi
1 D

= si ¢; > 0 entonces: s;; = L- P %;i(hk sid=j.
0 sig=j.

Consideramos ahora ) = (f x R4 )N dotado de la o- algebra producto, notamos w € Q como
w = (in, tn)nen, € introducimos las v.a. coordenadas:
Y,: Q — I £, — I
w — Y, (w) =1, w —&(w) =t,
Ahora fijemos i € I, y definamos la siguiente medida de probabilidad en :

n
- > Tk

P {w e Q | gk € [Tk, OO) Vk € {0, .. ,n}} = (51'1'0 (H Sik—ﬂk) e =0
k=1

paraio,...,ikef; To, ..., T > 0.

La probabilidad marginal en IN estd dada por la matriz de transicién de la cadena de Markov (¢y,)nen
con matriz de transicién S.

Pi{weQ | Yi(w)=ir VE€{0,...,n}} =6 [ [ Sin_rin-
k=1

Ahora bien, dada una trayectoria de (Y},),en la medida condicional estd dada por:

n
= > QikTy

]P{é‘k>Tk VkE{O,,n} | Y. = VkE{O,...,n}}:e k=0

es decir (&)k=o,...n | (Yi)k—o,..n €s un vector de v.v.a.a. exponenciales independientes con
& ~ explgy,] Vk € {0,...,n} . Definimos :

(@) = Y (w).

k>0

que denominaremos el instante de la primera explosion. Definimos ademas:

n—1 n
X, = Yn S125k§t<25k
t= k=0 k=0
0 sit>T.
Por definiciéon X = (X;);>o toma valores en f, tiene limite a la izquierda (salvo en 0) y es continua
a la derecha. Observemos que si para algin ¢ > 7 se tiene X; = ¢ con ¢ absorbente, dado que

¢; = 0 se obtiene X; =i Vs >t (pues si Y, =i &, ~ explg;] = exp[0] = ). Por otra parte la
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cadena alcanza 0 si 7 < 0o o desde algtin estado i € I que no sea conservativo (Sip =1 — > L&),
k#i

Si ¢ = ip no es absorbente, siempe se salta después de &, a un estado j # 7 con probabilidad S;;
(dado que S;; = 0)
Asumamos que X = (X;);>o cumple la propiedad de Markov, sea:
R(t) = (rij(t) =P {X; = j})i,je]
el semigrupo asociado a X, debemos probar:

r (0) = (@;j \V/Z,] el.

]
para lo cual preparamos los siguentes:

Lema 9. P, {{+ &6 <t | Yo=4,Y =7} =o0(t)

Demostracidn. Sea oyi(t) = P; {&+ & <t | Yy =1,Y; = j}, tenemos que:
(&0,&1) | (Yo =1,Y) = j) son exponenciales independientes de pardmetros g¢;, g;, entonces:

t
d

&aij(t) = /qz-eqisqjeqi(ts)ds.
0

t
como S a;;(t) es continua, se tiene Lay;(t) thO , @;;(0) = 0. se decuce «;;(t) = Ofa;j(s)ds = o(1).

Si i o j son absorbentes, entonces a;;(t) =0 V¢t >0 (pues {g =00V =00 P —cs.) O

Observacion. Lo tnico que se us6 en la demostracién anterior fue la estabilidad (¢; < oo Vi € I)
que esta en la hipdtesis de la proposicién.

Lema 10. P, {{ + & <t} = o(t).

Demostracion. Se tiene:

Bi= Y P{+&a <t | Yo=i, Vi=j}Pi{¥;=j}

jeNN{i}
= Y ay(t)Sy.
jel\{i}
y ademads:
d d

aaij(t):api{foﬂL&St | Yo=1, Y1 =7} <gq.

¢
ya que j no es absorbente y fe, | yp—i(t) < ¢i- De ai(t) = [ aj;(s)ds < gjt, se deduce que

0
a;;(t) < ¢t Vj no absorbente. Si j es absorbente a;;(t) =0 Vt > 0.
Resumiendo: si 7 no es absorbente :

Bi;(t) (1)
]T = Z ]t Sij'
JeI{i}
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comao.

ij(t ij(t
wlt) o0
t t— 0t

i (t)

A Z Jt Sij < Z q;Sij = Z qij < ;-

JeI\{i} JeI\{i} JeI\{i}
del T.C.D se deduce:

Bi(t)

g 0, luego f;(t) = o(t).

Probemos ahora que r{;(0) = ¢;; Vi, j € I.
m Sea j = i. Si ¢ es absorbente ¢; = 0 = rgj(O), luego suponemos ¢ no absorbente, se tiene:
ri(t) = Pi{ Xy =i} =Pi{{& >t Xy =i} +P;i{&{ <t, Xy =i}
(i no absorbente = Y] #14) =P; {& >t} + P {& <t &+ & <t, Xy =i}
('del lema 10) = e~ %" + o(t).
= 13(0) = —¢ = gii-
= Sea j # i. Nuevamente podemos suponer ¢ no absorbente:
(como j # i) = Pey<y, gorerstxi—j + Pi{éo < t, &+ 6 <, Xy = j}.

(del lema 10) :]Pz{&] St, &)—'—gl >t, le :]}+O(t)
=P {& <t G+& >t | Yi=41Pi{Yi =5} +0(1)
—Pi{& <t &o+6 >t | lej}%w(t)

)
t

—qis ,—q;(t—s 4ij
= gie e U ds | 2Ly o(t)
[ o )5

P {[~ exp[g];] >t — s}

0

t
= g;e %' / e @9 ds 4 oft).
0

luego:
t

ri;(0) = a; —Qje‘“t/es(qi"i)ds

0

t=0
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Proposicion 57. En una cadena de Markov standard a trayectioras cadlag se tiene que los tiempos
de permanencia en los estados (definido por & = inf{t >0 | X, # i}) son exponenciales exp|g;]-.

Demostracién. Sea: & =inf {t >0 | X; # i}, luego:
P{& >t+ st =E; (E (Lig>ersy) | 55)
Pues 3§ = 0 ((Xa)acp,g) como {& >t} € B

P{&>t+ s} =E (Iigsn B (Lipessy | 5))

ademas se tiene:
Lieisersy = Liesey Liouen>s)

Donde 6,(&;)(w) = &(Ow) st w = (wy)v>0 entonces §;(w) = (wy)v>¢, volviendo al célculo:

(de la propiedad de Markov) =E; (Il{gpt} Ex, (ﬂ{§i>s}))
:]PZ{§2>S}IPl{§Z>t} VS,tZO.

y se concluye que d\; > 0 tq:
P;{& >t} =e M WVt >0.
debemos mostrar ahora que \; = ¢;, se tiene:

¢i= lim X Z}y:

t— 0t t

Pi{X; =i} =Pi{& >t} +Pi{& <t &+ &y <, Xy =i},
luego para que \; = ¢; basta P; {§; <t, & + &, <t, X; =i} =o(t). lo que se deja como

Ejercicio 22.

(condicionar ¢/r a 5 y usar propiedad cadlag). O
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4. Procesos de Nacimiento y Muerte

Definicién 35 (Proceso de nacimiento puro). La cadena de Markov (N(t));>0 es un proceso
de nacimento con pardmetros (A, )n>o St verifica:

(1) N(t) >0 Vt>0, X\, >0 Vn>0
(11)) s <t = N(s) < N(t) (el proceso es creciente.)
(iii) P{N(t+h)=n | N(t)=n}=1-Nh+o(h)

(iv) P{N(t+h)=n+1 | N(t)=n}=\h+o(h)
Observacion: Luego P{N(t+h) ¢ {n,n+ 1} | N(t) =n} =o(h). N(t) puede interpretarse co-
mo el nimero de individuos de una poblacién, A, se denominan las tasas de nacimiento. La condicéin

anterior implica que en un intervalo pequeno de tiempo no puede nacer mas que un individuo. Es
facil para éste proceso escribir la matriz @), pues se tiene de (ii7) y (iv):

Pnn (h) —1

= lim *=~~— = lim =2eh — )\ .
o h—0+ h B h—o+ h "

= lim Zrottl = lim b =)
It h— 0+ h h—o+ P "

n,m =0 Vn%{n,n+1}

con lo que tenemos la siguente:

Proposicién 58. La matriz Q = (¢um = Prmi(0))nmen del proceso de nacimiento tiene la forma:

—Xo Ao 0o ...
0 XN X\ 0
Q= 0 0

- A

Q es estable y conservativo <Z Gnm =0 Vn > 0> , ademas se verifican
m>0
las ecuaciones forward:

y las ecuaciones backward:

P'(t) = QP(t).
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Supongamos que el proceso parte con ng individuos, es decir:
Py {N(0) = n} = dnng

y denotemos:
Po(t) = puon(t) = Pro {N(t) = n}

luego de las ecuaciones forward se obtiene:

neN
es decir
P(t) = Z P (1) @mn
neN

— n—l(t)Qn—ln + Pn(t)an
= )\nflpnfl(t) — )\npn(t) Vn > Ng.

Como N(t) es creciente con ¢ se tienen las condiciones:

Pn(t) =0 Vn <ny.

P, (0)=0
de donde obtenemos las ecuaciones:
Péo (t) = )‘nopno (t)
P, (0)=1
P,(0)=0 Vn>ny

que corresponde a las probabilidades de transiciéon de un proceso de Poisson, partiendo de ny.
Observacién: Asumiremos A\, >0 Vn € N, pues si existe un A\, = 0 con k > ng, k se convierte
en un estado absorbente y la cadena se mantiene en [ng, k|, y estariamos en el caso de una cadena a
estados finitos. Como la cadena toma valores en N, identificaremos el estado ”ficticio” d con oo ¢ N,
diremos que la cadena tiene explosion si

3t > 0 tq. P{N(t) = o0} > 0.
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Proposicién 59. La cadena de nacimiento puro N(t))>o tiene explosion < Y A1 < oo. es
n>ng

decir:
no hay explosion < P{N(t) e N} =1« Z A= 0.

n>no

Demostracién. Recordemos que P {N(0) = ng} = 1, sea n > ng, definamos:

Sa(t) = Pi(t) =Pp {N(t) < n}.
y sea: S(t) = nﬁnoo Sn(t) =P, {N(t) € N}

se tiene que no hay explosién ssi S(t) =1 Vt > 0: como n > ng, de (4.1) obtenemos:

Sh(t) =D Pl(t) = =M Pa(t)
k=ngo
como S,(0) =1 Vn > ng, se deduce:
t

Sn(t) =1— )\n/Pn(u)du.

de donde podemos reescribir las desigualdades:
1-S(t)<1-5,() <1

de la forma: .

(1- SN < /Pn(u)du <At
0
sumamos las desigualdades anteriores y tenemos:
t

(1-5() 3 At < /Sn(u)du <Y

n>ng 0 n>ng
—_——
<t

¢
» Consideremos Y A;' = o0 como [ S,(u)du <1 V>0
0

n>no

= S{t)=1 Vvt>0.

= Consideremos Y. ;' < oo, si no hay explosién:
n>ng

S(u)=1 VYu>0yseobtendrfat < Y A'<oo Vt>0

n>ng

108



lo que es una contradiccién, luego en éste caso hay explosion.

O

Resumiendo, como q”;—“ = i—" = 1 cuando se deja el estado n necesariamente se pasa a n + 1,
n n

ademds los tiempos de permanencia en los estados son & ~ exp[Ap,1i]-

Definicién 36 (Proceso de nacimiento y muerte ). La cadena de Markov homogénea (N (t))i>o
es un proceso de nacimento y muerte con parametros

(An)n>o  (tasas de nacimiento)

(n)n>0 (tasas de muerte)

con pg=0, Ay >0 A, >0 Vn>0
tm >0 Vn > 0.

que verifica:
(i) P{N(t+h)=n+1 | N()=n}=N\h+o(h)
(i) P{N(t+h)=n—1 | N(t)=n}= p.h+o(h)

(iii) P{N({t+h) =n | N@t)=n}=1— (A, + pn)h + o(h).

Observacion: Luego P {|N(t+ h) — N(t)| > 1 | N(t) =n} = o(h), éste proceso no es creciente
ya que estamos permitiendo que mueran individuos, pero de todas formas en un intervalo suficiente-
mente pequeno sélo puede nacer o morir sélo un indivudo. Nuevamentes es facil escribir las matrices

QyS:

, Po.{N(h)=n}-1
= lim —2—2—— =_—()\,+ .
Gnn ,m 0 (An + bn)
, P {N(h)=n-+1
o N qn7n+1 — hm n{ (};l) n—+ } — )\TL
Q - (Qz])z,jelN h— 0t
dn,n+1 = Hn
Gom =0 si|n—m|>1.
escribimos entonces S
__ Gnn+1 _ An
Snn+1 = —q";n = Xotan
= ) — dnn=—11 — _Hn
S = (Sz])z,]elN Snnfl — = Mntin
Spm =0 si|n—m|>1.

Si Ag = 0, como g = 0, se tiene que gop = 0, y luego 0 es absorbente (pgo(t) =1 V¢ > 0).
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4.1. Distribuciones estacionarias y limites

Para 1 = (9,)nen vector de probabilidad en N definimos:
IPn = Z niIPi
i€N

es decir:

Py {N(t) =n} = mipin(t).

1€EN

Definicién 37 (Distribucién estacionaria). 7 = (7, )nen es distribicion estacionaria para la
cadena de nacimiento y muerte (N(t))i>o Si

P.{N(t)=n}=m VYn>0 Vt>D0.

Observacién: Si \j =0, 7 = §y es estacionaria. Para estudiar las distribuciones estacionarias
de la cadena de nacimiento y muerte, examinaremos las ecuaciones forward de la cadena:

P'(t) =P()Q
p;n (t) = Z Dik (t)an .

como g, = 0 si |k — n| > 1, se obtiene para i € N:
Pin(t) = Anc1Pin1(t) — (M + 1) Pin () + fini1Pins1 (1)
definamos ahora, para n vector de probabilidad en IN:
Palt) = P, {N(t) = n}.
y nos quedan las ecuaciones forward de la cadena de nacimiento y muerte:
Pl(t) = M1 Poci(t) — (A + pin) Pu(t) + ping1 Poga(t). neN
por definicién se tiene que si 1 es distribucion estacionaria se verifica:
Pu(t) = P,(0) =n, Vt>0.

luego P/ (t) = 0. Asi se tiene:
7 es estaclonaria ssi

()\n + /Ln)ﬂ_n - )\nflﬂ—nfl + Un1Tpi1 N E N.

con fip =0 71 =0.
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Esta ecuacién sélo depende de my. Suponemos Ay > 0, entonces la solucién verifica:

n—1
[T Ax
T = o=
n — /10
[T nw
=1
en efecto:
Aoty ey Ap N Aty ooy Anct Aoty eyt Angt n A0ty ooy Ap—t
K1y ooy Hn Moy - -y "Hn—1 Koy -y "Hn—1 Hivy - -y Pn
Se concluye que existe distribucién estacionaria ssi Y m; < 0o, es decir ssi:

1€EN

1—1 )\
S]] <.

ieN j—o Mt

y la distribicién estacionaria <que verifica > m; = 1) esta dada por:
iEN

Observacién: Supongamos que el proceso de nacimiento y muerte, partiendo de g, tenga distribu-
cion limite, i.e:
3 r,= lim P; {N(t) =n} VneN.
t—0
como Y pion(t) = 1 por Fatou se deduce que > 7, < 1. en el caso que r = (7,)nen €s vector de
neN neN

probabilidad (> 7, = 1), se puede probar que 3 distribucién estacionaria =, y se tiene r = .
neN

4.2. Proceso lineal de nacimiento y muerte

Sean A > 0, u > 0, consideraremos A\, = nA, u, = nu, como \g = o = 0 el estado 0 es absorbente.
Calculemos M (t) = E;,(N(t)) Recordemos las ecuaciones forward para

P,(t) = Pyyu(t) n € Nt >0, reemplazando A, = nA u, = nu queda :

PA(t) = (1= DAP,1(8) = (A + ) Pa(t) + (0 + DjuPrss (1)
con P_(t) = 0.
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como M(t) = > nP,(t), calculamos:

n>0

nP!(t) =(n —1)*AP, 1(t) + (n — D)AP,_1(t) — n*AP,(t)
— PPy (t) + (1 + 1) Py () — (n 4 1) Py (1)

luego la suma es telescépica, y se puede probar que lim n?P,(t) = 0, de donde:
n— oo

M'(t) =Y nPy(t) =Y (A= pnPu(t) = (A = p) M(1).

n>0 n>0
con condicién inicial M (0) = iy = E;, (N (0))

luego en éste caso:
M(t) = 2.06(/\7“”.

4.3. Absorcion

Consideremos una cadena de nacimiento y muerte con pardmetros (A, ftn)n>0 con absorcién en 0,
es decir A\p = o = 0, y suponemos A\, >0, p, >0 Vn > 1.

Definicién 38 (Tiempo de Absorcién).
r=inf{t >0 | N(t)=0}.
Queremos calcular las probabilidades de absorcion, para ¢ € N debemos calcular:
0, = P, {7' < OO} .

Se tiene 6y = 1. Sea i > 1, notemos por Y = (Y,),>0 el esqueleto discreto asociado a (N(t))i>o,
y por (&y, )n>o los tiempos de permanencia en los estados (Y;,),>0. Y tiene probabilidad de transicién:

P{Y, = Z +1 Y, = Z} - ;h;ji - ()\i)‘::ﬂi) )
P{Y,,u=i—1| Y, =i} = == (/\iillii) Vi e N

Ademais:
&y, ~ exp[(Ay, + iy, )]-

v &y, = &o es el tiempo de permanencia en el estado inicial. Si Yy = i, §, ~ exp[); + y;]. Seguimos
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calculando:
Qi:lPi{T<oo}:ZlPi{T<oo, Y; =4}
jEN

=Y Pi{r<oco | Y1 =j}P;i{V; =}

JEN

_IP{T<oo|Y1—Z—1} +P{r<oo | Vi =i+1}

Z+,U/ )\+/'LZ
=P Hi Ai
= i71{7<00})\.+u +]Pz+1{7<00})\ ¥ (42)
Hi Ai
= 91 + 91
Ai+‘ﬂ ! Yy +u i

donde (4.2) viene de la prop. markowana, luego:

1
(0; —0i11) = M (Oicr —0;) Vi>1

de donde

(6; — 0:11) (H“J) 1-6). Vi>1 . (4.3)
es decir:

Oiy1 = 0; — (1 —01) (H %)
j=1""

y concluimos:

i—1 1

0, = 1—912

=1 j=1 "7

>ﬂ5§
IV

(4.4)

Observemos que 6; es decreciente con 1.

IS H 8 = 00, se deduce que #; =1 y luego de (4.3) la absorcién es segura:
>1j5=

ei::l ViEiO.

wsiy H B < 00, se puede probar que lim 6#; = 0 y se tiene que:
l>1] 72— 00



y en (4.4):

Examinemos (4.2) se tiene que & < oo P;-c.s , definimos:

503' — m 503'4-5.

e>0

Observemos que &, N (&) = lim N(& +¢) =Y son 3§°+ medibles. Ademds 7 = (1 — &) + &, ¥
e—0

como 0 < & < 00, & < 7 Ps-c.s pues i > 1. Se tiene {1 < oo} = {7 — & < 0} Py-c.s., luego:

&

]Ei (I]'T<OO) = ]Ei (]E (I]-T<OO IL§0<oo | 30 ))
+

(]E (HT*§0+§0<00 11§0<<>O | 600 ))
(ﬂ§o<oo ]EN£O+ (17—£o<00))

— Z Ei (1§o<oo ]lNgar:j ]Ej (I]‘T<OO))

JEN

—F;

= [,

=) Py {r < oo} P; (Vi = j}
(va que P; {§ < o0} = 1)
Observacion. Para el célculo anterior usamos la propiedad de Markov fuerte para cadenas a tiempo
continuo.
4.3.1. Tiempo medio de absorcion
Supongamos que hay absorcién casi segura P; {ry < oo} =1, es decir
SII% -
i>1 j=1""
(si P; {my < 0o} < 1 el tiempo de absorcién es 0o) . Sea:

zi =E;(r) parai>0, con T=Tp.
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como Py {7 =0} =1, 25 = 0. Se tiene de la propiedad de markov Fuerte que para i > 1:

E; (1) = E; (IE ((T — &)+ & | 500+>>
(Markov fuerte) = E; (50 + FEN&Sr (7'))

= Ei (&) + E; (Bx,, (7))

como &y ~ exp[); + p;] partiendo de i, se tiene:

1
E; =
(60) )\z +,u7,
B (Ex, (1) = Y B (v, Eyi(n)
0 jeN
(puesl—Z]lN+ J) ZE { §+_]}
JEN jEN
)\7, Hi
\ + 7,+1(7_) + s +,U/ 7,71(7_)
luego:
1 )\z 223 .
i i1 Vi>1
TN Nt TNt
con zp =0
de donde:
(2i — 2zi 1) X + /;l (zi1— %)

=— + — 4+ . Hi-1 . &
Ai i1 i Aice i1 A
Hi P2 g
— - — (00—
+...+ )\1 )\2 )\l ( Zl)

de manera compacta:

%= 2y = Z H Hr Mz‘

=1 rl—i—l r l
7

y multiplicando por ] % queda:

I=1
i A
(H E) — Ziy1) Z pL—z1
=1
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!
1 Ar
donde p; = — —
P )\l ;!;[ Hor
Ejercicio 23. Se tiene z; < 211

» Si ) pp =00, si 21 < oo el lado izquierdo de (4.5) seria > 0 a partir de un 4, lo que es una
k>1
contradicciéon. Luego en éste caso z; = oo como:

A; o Wi
Rl = R —
AT Ai +
se deduce que el tiempo de absorcion:

Zi—1-

= Si ) pr = 00, se puede probar que:
k>1

(H ﬁ) (2i — ziy1) .0

1 H

y deducimos que (de (4.5)):
2= Z Pk -
k=1

reemplazando en (4.5) es facil ver que:

i—1 k 00
zl:Z<H%> Zp, Vi > 1.
j=1""

k=0 r=k+1

Ejemplo 10. Consideremos un proceso de nacimiento y muerte homogéneo, es decir:

A =A>0
U =p>0 Vn>1
)\OZ/LUZO.

En éste caso:

IPi{T0<OO}:1<:>Z(§>i:OO

i>1

S >

y ademas si 1 > A, se tiene:
Ei(1) <oco Vi>1
1 /p\i-t
& |~ <o AL
A5\ (A) > a
1>1



4.4. Procesos de Ramificacién continuos
Definicién 39 (Proceso de Ramificacién continuo). Dados (ag, as, as,...) C Ry que verifican:

O<apt+as+...<

definimos a1 = —(ap + az + ...) ( luego " a; = 0) . (X (t))i>0 serd un proceso de ramificacion
i>0
continuo si verifica:

(i) P{X({t+h)=1| X(t)=1} =1+ arh+o(h)
(ii) P{X({t+h)=k | X(t) =1} =arh+ o(h)

En éste proceso cada individuo vive y genera su descendencia independiente de los otros, y, dado
que hay un individuo, la probabilidad de que se generen k — 1 individuos en un intervalo de tiempo
pequeno es proporcional a aj. Luego cada uno de los individuos vive un tiempo:

T ~ exp[—ai]
Como ésto ocurre independientemente para cada uno de los individuos en ¢, se tiene:
P{X({t+h)=1i | X(t) =i} =1+iah+ o(h).
ya que (1+a1h+o(h))’ =1+ iath+ o(h)
Si j # 1, tenemos que las ecuaciones del proceso:

. . 1a;__pnh+olh) sij>i1—1
PEX(n) =g | X =i} = { et el Sz

Observacion. Si ponemos a =0 Vk > 2,a9 = p,a5 = A\,a; = —(A + ) el proceso de ramificacién
corresponde al proceso lineal de nacimiento y muerte, i.e con pardametros \, = nA, u, = npu.

Escribamos:
Bij(t) =P{X(1) =j | X(0)=i}. P(t) = (Py(t))ijen
El proceso de ramificacién es cadena de Markov con semigrupo asociado P = (P(t));>o Definamos:
(I)(t, S) = Zplj(t)sj-
jEN
la funcion generatriz partiendo de 1 individuo. Por independencia se tiene:

(®(t,5)" =) Py(t)s’ (4.6)

JEN
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pues el proceso partiendo de 7 individuos es suma de i procesos independientes partiendo de 1

individuo. Por otra parte de las ecuacuiones (Ch-K) se tiene:

Y Pyt +7)s =YY Py(t) Pry(r)s’

JEN jEN keN
= Pul(t) (Z ij(7)5j>
kEN jEN

N J/

Concluimos:

es decir:
B(t +7,5) = D(t, B(r, 5))

Si ahora consideramos 7 = h con h pequeiio, se tiene:

O(h,s) =>_ Py(h)s’

JEN
=(14+a1h)s + Z a;hs’ + o(h)
i#1
®(h,s) =s+ u(s)h + o(h)

con u(s) = Y a;s’ Reemplazamos en (4.7) y queda:
jEN

O(t+ h,s) =0(t, s + hu(s) + o(h))
(Taylor) =®(t,s) + %@(t, s)hu(s) + o(h)

y haciendo h — 0" obtenemos la ec. forward:

9, 0
E(I)(t’ s) = u(s)£®(t, s)

con condicién de borde ®(0, s) = Z P;(0)s’ = s.
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También podemos obtener una ecuacién backward, volvamos a (4.7):
O(h+1,5) = B(h, B(t,5)) = D(t, 5) + hu(@(t, 5)) + o(h).

es decir: 9
—& = u (P
S B(t,5) = u (B(1,5)

4.4.1. Media de la Poblacion

Supongamos que partimos de 1 individuo

(I)(t, S) = Z-Plj(t)sj

JEN

= 2_0Py(1) = B(X(1) = m(t) (4.10)

jz1

De (4.9) queda:

Se tiene:

u(l) = Z ar = 0, luego:
kEN
d o 0
am(t) =u (1)£<I>(t, s)

de (4.10) =u'(1)m(t)

s=1

como m(0) = 1:

m(t) = eV = e<k§Nkak>t
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4.4.2. Probabilidad de Extincién

Sea m = . lim Pjy(t) la probabilidad de extincién partiendo de 1 individuo. Se tiene que Pjy(t) es
— 00

creciente en t

Observacidon. Si se parte de 7 individuos, por independencia la probabilidad de extincién es 7.

Para calcular 7 consideramos el siguiente proceso:
Sea ty > 0. Definamos:

Ejercicio 24. Ver que (Y},) es una cadena de Markov discreta, es un proceso de ramificacion dis-

creto.

La funcion generatriz asociada a éste proceso es:

p(s) =) Pst = P{Yi=k | Yy=1}+"

=P (g((to) :kv| X(0) = 1,> 5"
Py (to)

= Puk(to)s

()

Resumiendo:
p(s) = ®(to, 5)
La probabilidad de extincién de (Y, = X (nty)) es :

m(ty) = qéf[}fl] {a=9(q) = ®(to,q9) }

Se tiene
T="y Vig>0
(P{X(t) =0 t suf. grande } = P {X(nty) n grande})
Proposicién 60. Siay >0, 7 = gg {u(q) = 0}, y ademas:

T=1su(1)<0
O<m<1&u(l)>0
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Observacion. Siag=0= 1 =0

Demostracién. Se tiene por (4.11)

T =m(ty) = P(tg, ) Vto >0

Luego:
d
—P(t =0
dt ( 77T)
de (4.9 —o(t
(4.9) =u(r) +-0(1,7)
Se tiene:
—<I> t,s) Z]PIJ t)si
7>1
=1- alt + O(t)
luego %@(t, s) # 0 para t chico, por lo que concluimos u(7) = 0. Més facil, usando (4.11):

S=T

)
0= = ®(t,m) = u(®(to, 7)) = u(r)

= Zk(k — Dags™™ >0
k>2
luego u(s) es convexa para s > 0. Se tiene u(0) = ag > 0, u(1) = > ar = 0. y m(t) = e* ) luego
k>0
si v/(1) <0 7 es la solucién de u(t) =0 con ¢t € (0,1) y si /(1) > 0 m(t) es exponencial positiva y
la solucién es 1. O
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