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Esperanzas Condicionales

Definicién 1 Sea (Q, F,P) espacio de probabilidad. Dada G C F sub o-dlgebra y una funcidn X : Q@ — R
F—medible e integrable definimos E(X|G) : Q — R, esperanza condicional de X con respecto a G como la
dnica(c.t.p.) funcion que satisface:

(1) E(X|G) es G—medible
(2) VA e g, /Xd[Pz/[E(X|Q)d[P
A A
Propiedades
1. Si X es G—medible entonces E(X|G) = X
2. Si G ={Q,0} entonces E(X|G) = E(X)
3. SiY es G—medible y acotada entonces

E(XY|9) = YE(X|G)

4. Si H C G es otra o-algebra entonces
E(X|H) = E(E(X|9)|H) = E(E(X|H)|F)

5. Si X es una variable aleatoria tal que o(X) es independiente de G entonces E(X|G) = E(X)

6. El operador E(-|G) : L*(F) — L*(G) es lineal continuo; més atin, es exdctamente el proyector
ortogonal sobre L?(G)

Problemas

P1. Considere [0,1]? dotado de la o-dlgebra B([0,1])? y la medida de Lebesgue A%, Considere la sub-
o—algebra

G ={Ax[0,1]: A e p([0,1])}
Sea f: R*> = R, 3(]0,1])%>-medible e integrable.

a) Encuentre una férmula explicita para E(f|G) en funcién de f
b) Demuestre que el operador E(-|G) : LP(3([0, 1])?) — LP(G) esté bien definido, es lineal continuo
y de norma 1.
P2. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad y f : Q@ — R F—medible. Consideremos {A, },cn tales que
Q= U Ay ysea G =o(A, : n € N). Suponga ademas que P(4,,) > 0,Vn € N

neN

a) Demuestre que G = {U A, JCN}
neJ

b) Demuestre que E(X|G) = Z <[P(114)/A fd[P) 1a,

neN



P3. Sea X,Y v.a.en (Q, F,P). Escribimos E(X|Y) := E(X|o(Y)). Si X es integrable, como consecuencia
del Lema de Doob existe f : R — R medible tal que E(X|Y) = f(X). De esta manera denotamos

E(XY =y) = f(y).

a) Sea G la funcién de distribucién asociada a Y, i.e. G(t) = P(Y 1 (—o00,t]) y sea ug su medida
de Lebesgue-Stieltjes asociada. Demuestre que para toda funcién f : R — R medible se tiene

Jond[P:[R/fduG

b) Denotamos para A € F , P(AlY = y) := E(14]Y = y). Demuestre la siguiente férmula
habitual en probabilidades:

P(A) = / PAIY = y)duc(y)
R



