TEORIA DE LA MEDIDA — CONTROL 2

JAIME SAN MARTIN, ANDRES FIELBAUM, CRISTOBAL GUZMAN
30 DE OCTUBRE 2009

P1. Sea (X, B, 1) espacio de medida o-finito. Sea p € (1,00), sea (fn)nen Una sucesién de funcio-
nes en L? tal que f, — f ctp y sup ||f||zr < 00. Probaremos que f, converge débilemente a
neN

f en LP, es decir para todo £ funcional lineal continuo sobre L? se tiene £(f,) — £(f). Para
probar esto se pide:

AS (a) Muestre que f € L?
NS (b) Sea g € LY (con q el Holder-conjugado de p), € > 0. Pruebe que:
O (1) 39 >0tal queVAEB,u(A)<d= [, |gl%dpu<e
o\g (11) 3B € B de medida finita tal que [g, [g/%du <&
o.¢ (1) 3D C B medible tal que u(B\ D) < § y f, — f uniformemente en D
AS (c) Concluya el resultado
AS (d) Muestre que lo anterior no es vélido para p = 1. Hint: Busque el contraejemplo en R
con la medida de Lebesgue.

P2. (a) Decimos que z € R es un punto de densidad de A € L si el siguiente limite existe y es
1
M wAN(x —r,azﬂ—r)) _
rl0 2r
Pruebe que para todo A € L y para casi todo z € A, z es un punto de densidad de A.
Ind. Si A es acotado considere F(z) = [* 14(z) dz.

1

En lo que sigue consideremos f : [0,1] — R.

(b) Si f es absolutamente continua entonces satisface la propiedad A es decir: para todo
Necl

w(N)=0=[f(N) € Ly u(f(N))=0].
(¢) ENTREGAR SI LO DESEA COMO TAREA. Suponga que f es continua y cre-
ciente. Si f satisface la propiedad N entonces probar que f es absolutamente continua.

P3. (a) Sean F y G funciones de variacién acotada, continuas por la derecha y tales que
F(—o0) = G(—00) = 0. Pruebe que si al menos una de ellas es continua, entonces
para —oo < a < b < 00, ‘

/ F(z)dG(x) + / G(z) dF (z) = F(b)G(b) — F(a)G(a).
(a,b} (a,b]

Indicacién: Piense en el Teorema de Fubini. Ademas si quiere pruebe el resultado: dada
H una funcién acotada y continua por la derecha, que tiene limite por la izquierda y
F de v.a. continua, entonces f(a,b] H(y—)dF(y) = f( ab] H(y)dF(y).

(b) Consideremos M(R) el espacio de las medidas con signo finitas sobre R. Para cada
medida con signo v € M(R) definimos su funcién de distribucién F,(z) = v({—o0, z]).
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Consideremos ahora u,u, € M(R). Se dice que (i), converge vagamente a u si

[taun— [rau vream.

Esta convergencia se denota por y, — p. Denotamos por F, = F,,, y F = F,,. Pruebe
que si las variaciones de (i), son uniformemente acotadas es decir

sup |pn|(R) < o0,
ne€N

y Fn(z) — F(z) para todo punto x de continuidad para F, entonces py, — .
Ind. Considere primero f € C§° y use la parte (a).
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