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TEOREMA Sea (X, 7) espacio topolégico Haussdorf y localmente compacto. Sea L una medida
de Radon positiva sobre X. Entonces existe una unica medida regular p sobre (X, B(X)) tal que

L(f) = [ fdp.

Pregunta 1 Sea (X, d) un espacio métrico compacto, sea T': X — X una funcién continua y
sobreyectiva. Por ser X compacto, se tiene que C(X) dotado de la norma del supremo, es separa-
ble. Sea entonces ( f,,), denso numerable. Queremos probar que existe una medida T'—invariante,
i.e., u tal que u = T, donde Tu(B) = u(T~1(B)). Para ello:

(i) Fije x € X. Para f € C(X),N € N, defina S}V =% Zi]\!ol (T%(x)). Pruebe que existe una

subsucesion IV; tal que limjﬁoonc\:j existe Vn € N. Lo notaremos S]‘?:

(ii) Pruebe que Vg € C(X), el mismo limite existe, al que notaremos Sg°.

(iii) Concluya que existe una tnica medida de probabilidad regular p tal que S = [ gduvg, y
pruebe que esa medida es p-invariante.

Pregunta 2 Diremos que A, B C R? son congruentes si A es una rotacion de B, i.e., si Ja tal

. cosa  stna
que A =T,B, donde T es la matriz .
—sina  cosq

>. Notemos por u la medida de Lebesgue
en R2.

(i) Pruebe que si A es medible y B es congruente con A, entonces B es medible y u(A) = u(B).
Concluya que es imposible particionar un conjunto medible de medida finita en numerables

conjuntos congruentes entre si.

En R™ ahora, diremos que E C R™ es especial si Upezm E4+n=R"™ y E+iNE+j=0sii#j.

(7i) Pruebe que D = [0,1)™ es especial.
(i4i) Suponga ahora E es especial. Notemos D, = D +n paran € Z™, y E, = —n+ EN D,
Pruebe que U,ezm E,, = D. Concluya que si E es medible, entonces p(F) = 1.



