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P1. Sea (X,B, µ) espacio de medida σ-finito. Sea p ∈ (1,∞), sea (fn)n∈N una sucesión de funcio-
nes en Lp tal que fn → f ctp y sup

n∈N
||f ||Lp <∞. Probaremos que fn converge débilemente a

f en Lp, es decir para todo ` funcional lineal continuo sobre Lp se tiene `(fn)→ `(f). Para
probar esto se pide:

(a) Muestre que f ∈ Lp

(b) Sea g ∈ Lq (con q el Holder-conjugado de p), ε > 0. Pruebe que:
(i) ∃δ > 0 tal que ∀A ∈ B, µ(A) < δ ⇒

∫
A
|g|qdµ < ε

(ii) ∃B ∈ B de medida finita tal que
∫
Bc |g|qdµ < ε

(iii) ∃D ⊆ B medible tal que µ(B \D) < δ y fn → f uniformemente en D

(c) Concluya el resultado
(d) Muestre que lo anterior no es válido para p = 1. Hint: Busque el contraejemplo en R

con la medida de Lebesgue.

P2. (a) Decimos que x ∈ R es un punto de densidad de A ∈ L si el siguiente limite existe y es
1

ĺım
r↓0

µ(A ∩ (x− r, x+ r))
2r

= 1

Pruebe que para todo A ∈ L y para casi todo x ∈ A, x es un punto de densidad de A.
Ind. Si A es acotado considere F (x) =

∫ x
−∞ 1A(z) dz.

En lo que sigue consideremos f : [0, 1]→ R.

(b) Si f es absolutamente continua entonces satisface la propiedad N es decir: para todo
N ∈ L

µ(N) = 0⇒ [f(N) ∈ L y µ(f(N)) = 0].

(c) ENTREGAR SI LO DESEA COMO TAREA. Suponga que f es continua y cre-
ciente. Si f satisface la propiedad N entonces probar que f es absolutamente continua.

P3. (a) Sean F y G funciones de variación acotada, continuas por la derecha y tales que
F (−∞) = G(−∞) = 0. Pruebe que si al menos una de ellas es continua, entonces
para −∞ < a < b <∞,∫

(a,b]

F (x) dG(x) +
∫

(a,b]

G(x) dF (x) = F (b)G(b)− F (a)G(a).

Indicación: Piense en el Teorema de Fubini. Además si quiere pruebe el resultado: dada
H una función acotada y continua por la derecha, que tiene limite por la izquierda y
F de v.a. continua, entonces

∫
(a,b]

H(y−)dF (y) =
∫

(a,b]
H(y)dF (y).

(b) Consideremos M(R) el espacio de las medidas con signo finitas sobre R. Para cada
medida con signo ν ∈M(R) definimos su función de distribución Fν(x) = ν((−∞, x]).
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Consideremos ahora µ,µn ∈M(R). Se dice que (µn)n converge vagamente a µ si∫
f dµn →

∫
f dµ ∀f ∈ C0(R).

Esta convergencia se denota por µn ⇀ µ. Denotamos por Fn = Fµn
y F = Fµ. Pruebe

que si las variaciones de (µn)n son uniformemente acotadas es decir

sup
n∈N
|µn|(R) <∞,

y Fn(x)→ F (x) para todo punto x de continuidad para F , entonces µn ⇀ µ.
Ind. Considere primero f ∈ C∞0 y use la parte (a).
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