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P1.- Sea (X,Σ, µ) espacio de medida y f : X → R una función medible positiva.

(a) Pruebe que para todo t ∈ R+, se tiene {(t, x) ∈ R+ ×X : t < f(x)} ∈ β(R+)⊗ Σ.

(b) Sea φ : R+ → R+ absolutamente continua, estrictamente creciente y tal φ(0) = 0. Pruebe que∫
X

φ(f(x))dµ =
∫ ∞

0

φ′(t)µ{f > t}dr

P2.- Desigualdad de Minkowsky para integrales
Sean (X, T , µ) y (Y,F , ν) dos espacios de medida σ−finitos y f : X×Y → R una función T ⊗F medible.

(a) Pruebe que si f ≥ 0 y 1 ≤ p <∞, entonces[∫ (∫
f(x, y)dν(y)

)p

dµ(x)
] 1

p

≤
∫ [∫

f(x, y)pdµ(x)
] 1

p

dν(y)

Ind: Sea q tal que p−1 + q−1 = 1. Estudie la aplicación

g 7→ T (g) =
∫ [∫

f(x, y)dν(y)
]
g(x)dµ(x)

para funciones g ∈ Lq.

(b) Suponga que 1 ≤ p ≤ ∞, que f(·, y) ∈ Lp(µ) ν − c.t.p en y y que la función y 7→ ‖f(·, y)‖p pertenece a
L1(ν). Pruebe que entonces f(x, ·) ∈ L1(ν) µ− c.t.p en x, que la función x 7→

∫
f(x, y)dν(y) pertence a

Lp(µ), y que ∥∥∥∥∫ f(·, y)dν(y)
∥∥∥∥

p

≤
∫
‖f(·, y)‖pdν(y)

P3.- Sean (Xi, Ti), i = 1, 2 espacios medibles y νi, µi medidas σ-finitas sobre Ti.

(a) Pruebe que si νi � µi, para i = 1, 2, entonces ν1 ⊗ ν2 � µ1 ⊗ µ2 y que

d(ν1 ⊗ ν2)
d(µ1 ⊗ µ2)

=
dν1
dµ1

dν2
dµ2

.

(b) Probar que νi q µi para algún i, entonces ν1 ⊗ ν2 q µ1 ⊗ µ2.
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