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P1l.- a) Sea ¢ > 0. Pruebe que existe un abierto V; C [0,1] denso en [0,1] y tal que A(VZ) < e (A es la
medida de Lebesgue sobre R).

b) Sea u una medida de probabilidad sobre (X,.A), con A algebra. Pruebe que si para los conjuntos
A;i=1,...,nsetiene Y pu(A) >n— 1, entonces <ﬂ ,u(Ai)) > 0.
i=1 i=1

Medida Exterior y Teorema de Caratheodory

P2.- El objetivo de este problema es probar que para definir la medida exterior de Caratheodory es necesario
considerar recubrimientos numerables. Como ejemplo consideramos (R, B, \), donde A es la medida de
Lebesgue sobre los borelianos. Se define el contenido exterior de Jordan para E C R como

J(E) = inf Z A(L;) : J finito, I; intervalo semiabierto
JjeTJ

a) Pruebe que J,(F) = J.(F) para todo E C R.

b) Encuentre un conjunto E para el cual J,(FE) = 1 mientras que \*(E) = 0.

P3.- Sea p* una medida exterior sobre X, M* la clase de conjuntos p*-medibles, p = p*|pm+ y e la medida
exterior de Caratheodory definida a partir de u. Pruebe que:

1. Si E C X, entonces u*(E) < p.(F), con igualdad si y sélo si existe A € M* tal que E C Ay
pr(E) = p*(A).

2. Si existe una medida u' de;ﬁnida en una semi-algebra, tal que p* = u; ( la medida exterior de
Caratheodory asociada a p ), entonces p* = ..

P4.- Sea Q # (.

Definicién 0.1. Se dice que C C Q es una clase que recubre si ) € C y dado A C Q existe (Eyp)nen
que recubre A.



Sea 7 : C — R, tal que 7(§) = 0. Suponga que C es una clase que recubre, entonces se define

w*:C — Ry por

@ (A) = inf {Z T7(En) : (Ep)n C C que recubre aA} .

neN

a) Pruebe que p* es medida exterior.

Definicién 0.2. Se dice que una medida exterior es regular si VA C Q, IFE € B* (donde B* es
la clase de conjuntos pu* medibles), A C E, u*(E) = p*(A4).

b) Suponga que p* es una medida exterior regular con p*(Q) < +o00. Pruebe que

EeB & Q) =u"(E)+u(E°).

Medidas Regulares
P5.- (Para completar lo de auxiliar)

1. a) Sea (X, B, u) espacio de medida con X e.t. Hausdorff, con y y tal que existe un recubrimiento
numerable de X por abiertos de medida finita. Probar que todo compacto posee medida finita.

b) Suponga ademds que X es unién numerable de compactos. Pruebe que p se puede aproximar
interiormente por compactos.
Nota: Estas son las hipdtesis minimales para realizar la aproximacién por compactos hecha
en la clase del 3 de Abril.

¢) Considere (R, Bg, 1) con u(A) = card{z : x € QN A}. Pruebe que p es una medida o-finita
y no es regular.

2. Sea X espacio métrico y B la tribu boreliana de X.
a) Pruebe que si existe (F,), C B recubrimiento creciente de X tal que | Jint(E,) # X, enton-
ces existe v medida tal que
v(E,) < 400 Vn y v no es regular.

Hint: Pruebe que existe z( tal que para todo abierto U 3 zg y para todon € N, U\ E,, # 0 y,
m4és aun, este conjunto es infinito. Luego dado U,, = B(xg,1/n) escoja una sucesién (al); C

U, \ E, y defina
1
-y Y L
neNal? €AN(U,\En) J

b) Sea p medida o-finita para la cual existe un recubrimiento numerable por abiertos de medi-
da finita. Probar que u se puede aproximar interiormente por cerrados y exteriormente por
abiertos.

Medidas con signo



P6.- A continuacién se muestra un ejemplo de que la descomposicién de Hahn-Jordan no es vélida si se
trabaja sélo con un algebra. Para ésto se considera (2, F,u) con © no numerable, F el algebra de
conjuntos finitos y cofinitos y pu : F — R por:

4] silAl<oo
#A) —{ _JA°] i |49 < 0o

Pruebe que i es una medida con signo y que no es posible obtener la descomposiciéon de Hahn-Jordan.

P7.- Sea (2, F) espacio medible. Se define M(£2) el espacio vectorial de las medidas con signo finitas sobre
(Q,F) (que posee la norma de la variacién total), el cual se puede dotar del orden parcial

w1 < po & uo — pp es una medida positiva.

a) Pruebe que dadas p1, pue € M(Q) existen medidas sup(pu1, u2) e inf(p1, pe) que inf(uy, p2) < p; <
sup(pi1, pi2) para i = 1,2y
v> g, i =1,2 = v>sup(u, pe)) y A<, i=1,2 = X <inf(u, p2)).

Hint: Considere p(A) = inf{u1 (A1) + p2(Az) : A= A3 U Ag, A; € F disjuntos} y note que basta
hacerlo para el infimo pues sup(u1, p2)(A) = — inf(—pu1, —p2).

b) Pruebe las siguientes férmulas:

inf(:“’h :UQ)

%(m + p2 = |p1 — p2l),
sup(p1, p2) = 2

(p1 + po + |1 — p2l)

¢) Sip e M(Q) calcule sup(p,0) e inf(u,0).

d) Para p € M(2) considere la descomposicién de Jordan p = py — p—. Pruebe que inf(uq, p—) es
la medida nula.

Funciones Medibles e Integracién

P8.- 1. Sea f derivable en (0,1). Pruebe que I es Lebesgue medible.

2. Si f sélo es continua pruebe que las derivadas de Dini por la derecha

D7 f(z) = limsup w y Dy f(x) = liminf w
h—0t h—0+

son medibles.
P9.- Sea (X, B, 1) (X e.t., B la completacién de los borelianos) un espacio de medida completo. Pruebe que

si f: X — R es tal que existe un recubrimiento de conjuntos medibles (A;);en con Ag despreciable y
tal que para todo ¢ > 1 f4, es semicontinua inferior, entonces f es medible.

P10.- Sea D C R un conjunto denso en R. Muestre que una funcién f definida sobre un conjunto medible A,
es medible si y solo si {z € A: f(x) > ¢} es medible Ve € D.



P11.-

a)

b)

Sea (X, T,1) espacio de medida y f € L'. Pruebe que v : 7 — R dada por v(A) = [, fdu define
una medida con signo finita. Encuentre vy, v_ y |v|.

Sea (X, 7) espacio medible y v medida con signo finita sobre 7. Se define L*(X, 7, v) := LY(X, 7, |v|),

y para f € LY(X,7,v),
/ Fdy = / fdvy — / Fdu_.

Verifique que esta definicién tiene sentido, pruebe que L'(X, 7,v) = LY(X,7,vy) N LY(X, 7, v_),
y que si ||v|lyr = |[v|(X) denota la norma en variacién total de v, entonces

l¥llvr = sup {/fdu : f medible acotada t.q. || f]lco < 1} ,

donde || flloo = sup,ex |f(2)], y por lo tanto v € F,(X)* (dual topoldgico), donde Fp(X) = {f :
X — R: f es medible acotada}.



