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P1.- (Ejercicios cortos)

1. Sea A un algebra y p una medida definida sobre ella. Si A, B € A, pruebe que |u(A) — u(B)| <
w(AAB). |Es cierta la desigualdad si p es una medida exterior?

2. Sean X un cjto., A C P(X) un algebra, 7 = o(A) y pn: T — R, una medida finita. Pruebe que
para todo A € 7 y para todo € > 0, existe A, € A tal que u(AAA,) <e.

3. Sean Aj,..., A, conjuntos medibles y r € N tales que para todo x € [0, 1],  pertenece al menos a
r de estos conjuntos. Pruebe que al menos uno de los A; tiene medida de Lebesgue mayor o igual
ar/n.

4. Sea A un boreliano de R. Pruebe que A tiene medida de Lebesgue nula ssi para todo € > 0 existen
{(ck, dk) }nen intervalos abiertos disjuntos tales que A C (J(ck,di) v >, (dp — c) < €.

P2.- (Medidas difusas, atémicas y no atémicas)

Definicién 0.1. Sea (X, 7, 1) espacio de medida tal que los singletones son medibles.

o Se dice que p es difusa si p({x}) = 0 para todo v € X.
e 15 € X se dice masa puntual si p({zo}) > 0.

a) Sea Suponga (X, 7, ) espacio de medida o-finita tal que los singletones son medibles. Pruebe
que i se descompone como la suma de una medida difusa y una cantidad a lo méas numerable de
masas puntuales.

Hint: Recuerde que una suma arbitraria de nimeros positivos que es convergente, posee a lo mas
una cantidad numerable de términos no nulos.

Definicién 0.2. Sea (X, B,v) espacio de medida. Un conjunto A € B tal que u(A) > 0 se llama dtomo
si para todo B C A con B € B se tiene

wB)=0 VvV u(A\B)=0.
Si p mo tiene dtomos se dird no atomica.

Sea entonces (X, B,v) espacio de medida.

b) Pruebe que si no existen dtomos para p, entonces pu es difusa.



P3.-

P4.-

P5.-

¢) Sea A € B con 0 < pu(A) < +o0. Suponiendo que p es una medida no atémica sobre BN P(A),
entonces A contiene subconjuntos de medida arbitrariamente pequena.

d) Pruebe que si Ay B son 2 dtomos, entonces u(ANB) =0 o0 pu(AAB) = 0.

Definicién 0.3. Sea (Q, F,P) espacio de probabilidad. Dos clases C1, Co se dicen independientes si
VeCy yBeC, se tiene

P(AN B) =P(A)P(B).
Esto se denotard Ci 1L Cs.

Si ahora (Fx)xea una familia arbitraria de partes de . Se dird que las colecciones son independientes
si para todo I C A, I finito, A; € F; i € I, se tiene que

P <ﬂ AZ-) =[P4

icl iel
Pruebe que si C; y C3 son clases independientes, y ademds son cerradas para la interseccién, entonces

o(C1) y o(Cs) son o-dlgebras independientes.

Hint: Use el 7-\ teorema (péginas 7 y 8 del apunte).

(Ley 0-1 de Kolmogorov)
Sea (2, B,P) esp. de probb. y B,, C B o-dlgebras independientes. Sea Ay, = [) o (Ukz” Bk>. El

neN
objetivo es probar que

VAe Ay, P(A) =0V PA) =1
Para esto se pide

a) Probar que S ={ (| A, : J C N finito, A; € B;} es semidlgebra.
Jj€T

b) Probar que o ( U Bn) = o(S).

neN

¢) Sise definen ¥° =0 ( U Bk> yXg=o ( U Bk). Pruebe que £5° 11 ¥F.
k>n k<n

d) Pruebe que A, 1L |J 3§ y que Ay 1L o ( U 28).
neN neN

e) Pruebe que A 1L A y concluya.

(Reciproca del Lema de Borel-Cantelli)

Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad. En clase auxiliar se probé el Lema de Borel-Cantelli:



Lema 0.1. (Borel-Cantelli)
Sea (An)nen una coleccion numerable de conjuntos medibles. Entonces

Z,u(An) <400 = p(limsupA4,) =0
n

El objetivo de este problema es probar una suerte de reciproca, bajo la hipétesis adicional

Las clases A, = {A,} n > 1 son independientes.
Para ésto pruebe que:

a) Las clases B,, = {A,, A%}, con n € N son independientes.

b) Pruebe la implicancia
Zu(An) =400 = p(limsupA,) =1
n

Hint Pruebe que p(liminf AS) = 0, para lo cual puede ser util la siguiente desigualdad:

n - >z
Para una familia finita de ntimeros 0 < z; < 1,49 =1,...,n se tiene que [[(1 —z;) <e =1 .
i=1

P6.- Sea X espacio métrico y € > 0. Para A C X se define pf(A) = min{|I|: A C J B(zi,¢€)}.
i€l

a) Probar que p} es medida exterior.

b) Si se define p(A) = lim,_,o p (A). Encontrar explicitamente p(A) y probar que p es una medida.



