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Sean N € N, s,¢ > 0. Definimos H? : P(RY) — RT, por

HE(A) =V (s)inf{) (6(C3)/2)°: AC|JCi,8(Ch) < e i}
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Donde 0(A) = sup, 44 ||z —y|| es el didmetro del conjunto A,y V(s) = F{i13) representa, para
’ 2

s natural, el volumen de la bola unitaria s-dimensional. A un recubrimiento (C});cn de didmetro
< ¢ lo llamaremos un e-recubrimiento de A.

(i) Defina H*(A) = lim._ o+ HZ(A) (jpor qué existe?). A esta funcién se le conoce como la
Medida de Hausdorff s-dimensional. Pruebe que H® es una medida exterior.

(7i) Pruebe que la o-dlgebra de conjuntos H®-medibles contiene a los Borelianos.

(iii) Pruebe que HY es la medida cuentapuntos.

(iv) Pruebe que, para N = 1, H' es la medida de Lebesgue usual.

Se demuestra que, de hecho, VN > 1, HV coincide en RY con la medida de Lebesgue N-
dimensional usual.

(v) Pruebe que H' no es o-finita en R2. Hint: Pruebe que H'({(x,y) : 0 <z <1,y =0}) = 1.
(vi) Pruebe que si H*(A) < oo, entonces H'(A) = OVt > s.

(vii) Pruebe que si H*(A) > 0, entonces H'(A) = ooVt < s.

Lo anterior motiva la siguiente definicion: la Dimension de Hausdorff de A se define co-
mo dimp(A) = inf{s € [0,00) : H*(A) = 0}.

(viii) Sea A numerable. Calcule su dimensiéon de Haussdorf.
(iz) Sea K el conjunto de Cantor usual en R. Calcule su dimensién de Hausdorff, y para esa
dimension, su medida de Hausdorff.



