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Pregunta 1 (Medidas Exteriores Métricas)
Sea (X, d) espacio métrico, µ∗ una medida exterior. Supondremos además que es métrica, i.e.,
que verifica: ∀A,B ⊂ X, d(A,B) > 0⇒ µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).
Probaremos que entonces todo boreliano es µ∗-medible. Para ello:

(i) Sean A,F ⊂ X, con F un conjunto cerrado. Definamos los conjuntos Bn = {x ∈ A \
F : d(x, F ) ≥ 1

n}. Verifique que ∪n∈NBn = A \ F , ĺımn µ
∗(Bn) ≤ µ∗(A \ F ) y pruebe que

∀n ∈ N, µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ F ) + µ∗(Bn).
(ii) Sea Cn = Bn+1 \Bn. Muestre que d(Cn+2, Bn) ≥ 1

n(n+1) > 0.
(iii) Concluya que µ∗(A \ F ) = ĺımn µ

∗(Bn). Para ello, suponga que ĺımn µ
∗(Bn) < ∞, pruebe

que entonces
∑

n µ
∗(Cn) <∞ y concluya. Concluya el teorema.

(iv) Pruebe que la rećıproca del teorema también es cierta: si todo boreliano es µ∗-medible,
entonces la medida exterior es métrica.

Pregunta 2
Sea X un conjunto, τ ⊂ P(X) un álgebra, sea B = σ(τ), y sea µ una medida finita sobre B.
Demuestre que ∀ε > 0,∀B ∈ B ∃A ∈ τ tal que µ(A4B) < ε.
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