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Definicién 0.1. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad. Dos clases C1, Co se dicen independientes si V € Cy
y B € Cy se tiene

P(AN B) =P(A)P(B).
Esto se denotard C1 1L Cs.

Si ahora (Fx)aeca C F es una familia arbitraria de partes de Q, se dird que las colecciones son indepen-
dientes si para todo I C A, I finito, A; € F; i € I, se tiene que

P (ﬂ AZ-) =[P4
el el

P1.- Pruebe que si C; y Cs son clases independientes, y ademés son cerradas para la interseccion, entonces
0(C1) y o(Cz) son o-élgebras independientes.

Hint: Use el 7-\ teorema (paginas 7 y 8 del apunte).

P2.- (Lema de Borel-Cantelli)
Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad.

a) Pruebe el Lema de Borel-Cantelli:
Lema 0.1. (Borel-Cantelli)
Sea (Ap)nen una coleccion numerable de conjuntos medibles. Entonces
ZM(A") <400 = p(limsupA,)=0
b) Ahora se busca una suerte de reciproca, bajo la hip6tesis adicional

Las clases A,, = {A,} n > 1 son independientes.

Para ésto pruebe que:

(1) Las clases B,, = {A,,, A%}, con n € N son independientes.



(11) Pruebe la implicancia
Zu(An) =+oc0 = p(limsupA,)=1
n n
Hint Pruebe que p(liminf AS) = 0, para lo cual puede ser til la siguiente desigualdad:

n
Para una familia finita de ntimeros 0 < x; < 1,i=1,...,n se tiene que [[(1—x;) <e =
i=1

P3.- (Ley 0-1 de Kolmogorov)
Sea (Q,B,P) esp. de probb. y B,, C B o-algebras independientes. Sea A, = [ ¢ (Ukz” Bk). El

neN
objetivo es probar que

VA€ A P(A)=0V PA) =1
Para esto se pide

a) Probar que S ={ (| A, : J C N finito, A; € B;} es semidlgebra.
JjeT

b) Probar que o ( U Bn> = o(S).

neN

k>n k<n

¢) Sise definen ¥° = o < U Bk> yXyg=o0 ( U Bk>. Pruebe que X%° 1l 3.

d) Pruebe que Ao 1L |J Ef y que Axs Lo | U E{}).
neN neN

e) Pruebe que A, 1l A y concluya.



