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Pregunta 1; Consideremos la medida #* de Haussdorf dos dimensional en R { no

pruebe que es medida), El propésito de esta pregunta es probar que ella coincide con ia

medida de Lehesgue salvo una constante multiplicativa. )

(i} Pruebe que § = {{a,® x [c,d] M R a < b¢£dc R} es una semidlgebra que
genera los borelianos de IR,

Se define la medida de un rectdngulo u((a, b x (¢, d]) = (b — a){d — ¢).

(i) Pruebe por induccién que si un rectdngulo es union finita disjunta de rectingulos
entonces la medida es la suma de las medidas.

(i) Pruebe que p es wna medida en §. Para probar la o-aditividad st Uiew i = R con
R; € §, disjuntos vy R £ &, tomar un subrectangulo compacto de B y engrosar los
R; de maners que queden abiertos. Concluya que existe una nica medida extensidén
de p & los borelianos de R’ y que para todo borelianc

p{A+z) = plA), alkd) =k ulA),

donde A+ z={y+z: y€ A} y kA ={ky: v <€ A}
{iv]) Pruebe que HE(R) = H*({0,1) % {0,1])p{R)} para cualquier cuadrade R y por lo

tanto para cualquier rectdngulo de extremos racionales y concluya gue la igualdad
se tiene para cualquier rectingulo. Debe probar que H*{[0,1] x [0,1]) es finita ¥y
estrictamente positiva. Concluya que para todo boreliano A se tiene

H(A) = HA((0.1; % [0, 1])( A).

P - S ——

@ Pregunta 2:
I Supongamos f : JRZ — R es una funcién que verifica

¥z € R f(z,0) es de clase £
i€ R fiv,t) € LR, dz).

Ademés supongamos que existe g € LR, dz} tal que

V.t 12 stz ) < o(e).




Prucbe que entonces la funcién F(t) = J f(z,!) dz es de clase &' y que su derivada estd
dada por ' '

P = [ gl de

1Y Consideremos (X, T, #) un espacio de medida finita. Diremos que A={A, .. A} es
una particién finita si A es una particion de X, los conjuntos 4;, £ = 1,...,n son medibles
y de medida positiva. Para una particién finita A considere

F=1

Taf =3 H};—) f f(z) dus(z) 14,

(i). Pruebe que si f & LP entonces Tuf € LF, que T4 es lineal y que en LF tiene norma
menor o igual a 1.

Dadas dos particiones finitas Ay B se dice que B es mas fina que 4 si todo elemento
de B esta contanido en uno de A v los clementos de A son uniones de clementos de B,
La notacién que usaremoses A < 5.

(i) Pruebe que para f € L? con 1 £ p < oo se biene el resultade siguiente: dado e > Q
existe A particién finita tal que

¥3 particién finita A< B = |Tsf — fil = e

III Consideremos (X, T ,u) un espacio de medida o-fimita. Supongamos que g es una
funcion medible que verifica

¥f € L* se tiene fg e L7,

Demuestre que g € L™,
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: Sea (X, 7, u) un espacio de medida finita completo. Se dice que una sucesidn de
funciones medibles (f,) converge g —c.t.p. Uniformemente (lo que denotaremeos por

UCTP) si
Ve » 034 € T, piAY < ey folac — fla-, Uniformemente .

El proposite de esta pregunta es probar que UCTD es equivalente a convergencia
c.t.p.. Para ello
{i} Considere B:‘n = {;:r; E X |fmlz)—Ffilxi| < .}T}' y defina también 4%, = [ BA.

w2
Bajo la hipdtesis que {fy,) converge puntualmente a f pruebe que la familia (A’,'jm]m
es crecieute en m ¥ su union es X, para todo k > 1 fijo.
(ii) Pruebe que para £ > 0 fijo existe una secuencia my tal que u{ X\ A% } < g/2*,
Concluya que {fn) converge UCTP a f, ¥ generalice al cazo en que {f,) converge a
fetp.
(iii) Para la reciproca tome £ = 1/j vy utilive la definicidn de convergencia UCTP.

Consideremos la funcién ¢{y) = ylog{y + 1) defimida en MK,. En el espacio de
medida ({0, 1}, £, dz) definimos el conjunto de clases de equivalencia de funciones
medibles

B={f: f (| f{z))dz < oo},

La idea es dotar a este espacio de una norma que lo haga Banpach, y probar que
ge encuentra entre L' y L¥ : p > 1. En lo que sigue no haremaos distincidn entre
funciones y clases de equivalencia. '

(i) Pruebe que la funcién definida en {0, 00):

a—}jw(%]—l)dr,

es estrictamente decreciente ¥ continua si f € B2, f £ 0.




L

{ii}) Definimos

-
I =ietta>0: fo (L) g <ny,
o

Pruebe que 8= {f: |Ifll « =}, yquesi f € B, f # 0 entonces

j"’(uﬂ) e=t :

{iii) Pruebe que |i || tiene la siguiente monatonia en B

0< f<g=|fli < gl

y deduzca quesiU € fiy T f. con f € B, y existe C < oo tal que || fo|| < € entonces
Fe Byilfalt|fll- Ind.: Utilice Fatou.

L
(iv} Pruebe gue fn — 0 en la norma de 8 siy solo si [ (| fu{z)[)de — 0.
2

(v) Pruebe el siguiente Teorema de convergencia dominada: si fu — fdr—ctpy
|fa] € ¢ € B entonees ||frn — fi| =0

(vi} Pruebe que | || es una norma en H. Para la desigualdad triangular considere

T

(vii) Pruebe que {B,|| [|) es un Banach contenido en L' y que contiene a todo L
para p > 1.

Las siguientes propiedades de ¢ le pueden ser ttiles:

Es una funcién continua, estrictamente creciente, convexa.
Tieoe un ¢recimiento moderado en co, esto es

vy e y <y
¥p > 13C(p) < o0, p{p) <o ¥y 2 ¥(p)  ¥{v) < Cm)y’

Tiene variacidn lenta en oo
YR > 03D(R) < oo, s(R) <coVy 2 3(R)  (Ry) < D(R}(y)

Finalmente tiene ademdés la propiedad

Ye > 03AC(e) < oo, Yy =& y < Cle)gly).
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Sea A C MR2. Fl didmetro de A, d(A), se deflne como
d{A) = sup{|z - yi/z.¥ € A}
Note que d{A} = d(A), d(@) =0 También recordamos gue
dist(A, By =inf{lz—yi/r€A ¥E B}

es la distancia entre A y B.
Denotaremos por Re{A) ¢l conjunto de recubrimientos (Bilger de A tales que d(B,) £ ¢

vk e V.
Se define A - P{AT) — M, 1 {oo} como

AlA) = }:1_13'} Ae(A)
donde
A = mfC T A(BY) / (Buher € RelA)}-

KEMN
Muegtre que A estd bien definida, ¥ uote que

AC B =0 # R (R CR(H) € ReA).

(i) Prucbe que A es una medida exterior.

(ii) Pruebe que A satisface ademis: .

{a} 4, BC I, dist(A, B) > 0= A{AU B) = A{A) + A(B). : C e il
(b) A(A +z) = MA) Vo € R donde A+z={o+z/aE A} es ¢l trasladado de A en o
(¢) A{eed) = |alA{4) Vo & R y que A({0}) =0, donde ad = {oafa € A} .

(d) Mas generalmente i ¥ : R? — IR? es una contraccidn, es decir,

1




[0(z) ~ B < 1z —yl Ve, p € B2 entonces AQB(AY) < A(A).

Se puede probar con (a) que tode Boreliano de F? es A-medible. Ademds de {d} se concluye

que A es invariante por rotaciones.
Podemos considerar en lo que sigue A : B -+ F, L {00} la medida que induce A en los Borelia-

nas. Por qué?

{iii) Demnuestre que i I = [a,d] » {0} entonces A{L}) = b — a y concluya que para todo trazo
recto H{z,y)={tz + {1 —t)y / t € [0,1,} s¢ tiene que A[H{z,4)) = |z — y|.

Pruebe ademis que si € = [0, 1] x [0, 1], entonces A{C) = oo ¥ deduzea que A{A) = oo para
cnalquier A C R tal que int(A) £ 0. :
[udicacidn: Para la primera parte vea lo siguiente:

8l {Brlren € R, entonces definiendo para B, MO #

ay = inf{r/(r,0) € By}
by = sup{r/(r,0) € Bi}

entonces by, — ap < d{B.), Uelar, be] = [a,b]. Concluya que b~ a < A{A) ¥ para la otra designal-
dad tome un recubrimiento especial.

B

k

(iv) Sea + : [0, 1} —+ R? una curva continua simple (i.e. v inyectiva). El propésito de esta parte
eg probar que

A(C) = 1(y)

dende {{y) es el largo de la curva ¥ C = +{[0, 1]). :
Recordemos que I{+) = sapy 3 198} = ¥(&41)| donde P es la coleccion de particiones finitas de
0,1

L’Jn ]}n que sigie consideraremos curvas de largo finito. "

La parametrizacién natural @ : [0,1{7)] = [R? es tal que {(¢j.q) = £. De aqui se deduce que
verifica [(t) — (s} < |t — 3} parat, 2 €0, I{~]].

{a) Pruebe que A(C) = A{P{0,{{¥)])) £ A(G, I(¥)]) = &) donde hemos identificado [0, I{7)]
con [0, ()] x {0}.




(b) Sea P = (¢ }.=q .o una particién finita de [0, 1} Considere la poligonal que pasa por los
puntos [¥(&}}i=o,-

Prucbe que la pmyecclén del pedazo de curva ¥[ti, £i+1] sobre la recta que pasa por y{g) ¥ -,(tﬁl)
contiene al traze H; = H{v(f:), y(ti-1)}-

Pruebe que
ALH:) < Alylt, tiaa])

y concluya que {(7) < A(C). !

PREGUNTA 2

Considere F ; it — R creciente continna a la derecha y denotemos por ppe o medida de
Lebesgne- Sticltjes que & induce. Se quiere probar que si f es de clase C! entonees

[ Stenpatane(s; = £ 0) - FOT0) - [ F@f )

En lo que sigue denotaremos por z} = j; parai =1,.-- 2%

(i) Pruelke que
-1

fa= (0O l{n}"‘z:f':E AL

converge puntualmente a f en 0, 1]
Deduzca que

ffn]-[D,l]dJ'J'F “:E’ffl[a,ljffﬁr“-
(i1} Pruebe que

m -1
2!1

2 -1
— POV = T FED(f (&) ~ flal).

ffn][u,L]dﬁF = F(1)f(

Concluya el resultado.
Indicacion: Recuerde que si f es C! entonces f(y) = f{x) + f'{z}{v — z} + R{z,y) donde

|A{%, ¥)] 5=
DL |z—y[<4 II-' - yl

— .
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1. Sea (X, F, 1) un espacio de medida completo. Fara f X — Ji, considere

E(fi={lz e X xR/ 02y < flz)}
Hf)={zyeXxR/0<y < flz)}

{1) Muestre que si f T f entonces E(f.] T E(f).
(i) Muestre que si f es simple positiva entonces E{f), H(f) pertenecen a 7 & B
donde B son los borelianes de HH.
Concluya que si f > 0 es medible. entonees E(f) € F@ 8.
(i1)) Para f > 0 medible, pruebe que

p@mﬁun=j}mt

(iv) Para f = 0 medible, pruebe que
Hifle FeB
ﬂ@MHun=j}mhy

1@ A{(z, 1) CXMIR+ Jy=f(=)}) =0

2. Sean [0 ;). (i,7) € e, [bg-“]'), (n,5) € 2 y {¢;), 7 € £V , nlmeros reales
positivos gque verifican:

Yne IV ZZ&M b__{r“] =1,

=0 j=
V}EN lim bj]"‘:’.!j,
n—oo
22 s =1

i=0 j=0

oo
Definamos dE“} =: 3 aij b_E"] v = E g, ¢j. Probaremos que
y—(] J.-—

vie N lim d™ =e,
o




(s

Para ello pruebe:
() Gim & > e

L= 00

(I1) Si (nx) es una secuencia tal que para todo { (df""}]k converge cuando k —+ o3, -
entonces '
oc
1z zlifldﬁ"”.
=0

(I1I} Si para algin ip € &V se tiene n@ dE:]' > €;,. construya una subsucesion {ne)

tal que para todoe ¢ (dE””)k CONVETET Y

. — 4in}
lim l:ii"“] = bm d; .
PR n-ioe 0

Usando {1} ¥ (11} Negue a una contradicciou.

3. Cousiderernos (R, £, ). donde p es la medida de Lebesgue. Se dice que un punto
r € I es un punto de densidad 1 para A € £ sl

Aniz—c.z~&)
hoBANE sz —a)
L0 2e

Sea A € £. Probaremes que casi todo # € A, z es punto de densidad 1 para A.
Para ello primero pruebe gue se puede suponer A acotado. En este caso utilice
Flz) = J*_, 1a{u)dp(u) para probar el resultado,
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Sea (X, 7,u) un espacio de medida finita completo, Consideremos ademas el
espacie de medida (IR, £, A), donde A es la medida de Lebesgue. Para f: X+ R,
definimos los conjuntos

GLf) = {{e b} 02t < flo)}

H(fy={(z,t): 0t < fle)}.
Pruebe que si f es medible entonces {7 es medible en el producto 7 ® L.
Pruebe que [ f{x)du(z} = p® A(G). Demuestre ademds que pu @ A(H - G) =0y
X

deduzea queJla curva {{z,t): t = f(z)} tiene medida cero en el producta.

: Sea (X, 7, u) un espacio de medida finita completo, con p(X) = 1.
Considere In g-ilgebra: F = {3, A, A%, X}, donde A € v verifica 0 < ulAd) < 1, Si f
es una funcidén T-medible ¥ positiva calcule la dnica funcion g > 0 que es F-medible

¥ que satisface
vBEF‘[ﬂg;fmm
a

8
De un ejemple donde claramente f y g son distintas.

Generalice al caso en que F ¢s generada por una particién finita (4;}i=,. n € 7 donde
Wi u{A4;) > 0. Para ello estudie las funciones F-medibles ¥ ¢n particular pruebe que
todo copjunto B € F es una reunién finita de una subcoleccidn de (A }i=1. o. Debe
probar entonces que para f funcién r-medible y positiva existe una tGnica funcién
¢ = 0 F-medible tal que

YB e F ffd;szfgd,u,
B B _

Se pide ademads calcular g.

Ind. Reduzca a probar la propiedad para los {A;]i=1 _a.

Nuestro propdsito es ahora generalizar lo anterior para una subo-algebra 7 C =

arbitraria. Para ello considere v(A) = ffdlu y pruebe que ¢ es una medida o-Gaita
A




absalutamente continua con respecto 2 p. Concluya que existe una tiniea {p-c.t.p.)
funcién g > § F-medible, L3l que

vB e F fj¢“=[mm.
L

B

$Qué sucede si f es F-medible? ;Cémo extenderia este resultado para f integrable?
Si denotamos por g = P(f] pruebe que P es una transformacion lineal de L1{r) en
LY F), que satisface: '

P es monétena, es decir A < f entonces P{A) < P(f). Concluya que [P{f)| < P(|F9.
P es continva ¥ més aiin [P f)|| < || fIi-

P(l)=1

PP =P

Come aplicacién de lo anterior considere {(0,1}%, £2, dr @ dy) donde dz ® dy es la
medida de Lebesgue en R*. Considere la ccleccion de conjuntos

F={pl=xAco1)?: AL}

Pruebe que F es una sube-algebra de £2, y calcule cuanto vale P{f) donde f(x,y) =
sen(zy).

Ind. Pruebe que g es F-medible ssi existe una funcidn A que es L-medible tal que
g(z.y) = Aly) dr@dy-ctp
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'‘regunta 1 ; Sea F : IR — A una funcidn creciente y continua por la derecha, Denctaremos
por p la medidad de Lebesgue-Stieltjes que F induce. Consideremos ¢ : iR — IR
una funcion de clase C!. Probaremos la [Srowla de integracidn pot partes ¥z > 0

o(Flz)) - (F(0)) = f ¢ (Fly=))duly)+
(D.z]

+ > g(F(y) = g{Fly—)) — o' (Fly—N(Fly) - Fly-)).

O<y<r

{ a Pruecoe que la serie de la férmula anterior converge absolutamente.
( b) Pruebe que dade € > 0 existe una cantidad finita de puntos xg =0 < 2, < ... <
I, = & tal que para i = 2,...,n se tiene

Ti— o1 Loy |[Flei—) — Flr)| e
{ ¢} Pruebe que

giF (zi)) — g(Flzi)) = ¢ (Flai JNFiz:) — Flz, 1))+
g(F(x4)) = g(F(mi= =g (Fzmi- )} (Flz) ~ F(z=)) + Ry,

donde }_, |R:j = 0 cuando ¢ = 0.
Indicacién: Recuerde que snp{ 124 }_9[‘1}2—_1 IE

w)z=ul} donde el supremo es tomado

sobre el conjunto {|z} £ o, {u| £ a, }z — u| < p} con & finito fijo, converge a 0 cuando
g— 0

Pruebe la frmula de integrecién por partes.




Pregunta 2 : Consideremos 8 = {0, 1]} los borelianos de [0,1]. Una funcién @ : [0,1] x 5 =
[0,1] se dird uh nicles de transicién si
. - (1} vz e[0,1] Q(z,s) es una medida en 3 tal que Q{x,[0,1)) = 1.
! ( 2) ¥B e B Qi», B} es una funcién #/8-medible.

Pruebe las siguientes propiedades:
{2) Sif:[0,1]x[0,1] = R. es 3® B/0-medible, entonces

m+fﬂammm@)

E es ,B;’,B—medib_le.

{ b) Supongamos adicionalmente que ¥y | f{x,y)dz = 1 entonces

mswafﬂammmmﬁ

es un nicleo de transicidn.

{ ¢} (z,8) = [ Q(y, B}Q(z,dy) también es un nicleo de transicién.
( d) Existe una tinica medida » en ([0,1] x [0,1], A% @) tal que:

VA, Bed vid= B)= fQ{:r,B}dm.
A

Dar una férmula para la medida de un conjunto ¢ € #® @ arbitrario. Caleular esta
medida en los casos sizuientes:

{ i} Q(x, ) es Ja medida de Lebesgne.

( i) Q[x,#) &3 la medida concentrada en {z}.
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@(1] Sea (X, F, u} un espacio de medida completo. Para f: X — IR, considere

Efi={lz,p)e X xR /0Ly < f{z]}
HAH={zne X< R/0<y< flx)} '

(i) Muestre que si fn T f entonces F(f.) T E(f)
(i) Muestre que si_f es simple positiva entonces E(f), H(f) pertenecen a 7 @ B
donde B son los borelianos de .
Concluya que si f > 0 ¢s medible, entonces E(f) € F @ B.
(iii) Para f > 0, simple, pruebe que

#®AE }—ffcip

Extienda esta igualdad para f > U medible.
(iv) Utilizando el teorema de Tonelli pruebe gue para tﬁda f = 0 medible

n®AH()) = ffcm

Cancluya que @ A{(z,y) € X x Ry /[y = f(z)}) =0

2. Sea [, F, p) un espacio de medida completo con p{Q?) = 1. Consideremos G € F
una sub o-dlgebra de F. Para f : 8 — IR, F-medible y de cuadrado integrable
consideremes la medida definida en G

vAe G viA)= | fdu
/

(i} Pruebe que v es una medida finita y que v << . Pruebe que existe g : -+ R,
inica p-c.t.p ¥ G-medible tal que v(A} = fgd,u:, es decir ¥4 € G fgdy. =

f fdu. Notar que g no necesariamente es 1gual a f. Para ello eatudle el caso
ol

donde G = {$, 2} es la o-dlgebra trivial, Cuanto vale g en este casa?

(i) 8i h € L*{G,dp) es simple pruebe que

[ 1hin = [ ahasy aue [ ahdid < 1712 Ul




@

de donde mnclu:}ﬁ que g es de cuadrado integrable y que Jlg|lz < §1f1]..
Indicacién piense en (L?(G, du))".

(iii } Demuestre que
» f es G-medible 551 f = g.
s= Sean f1, f; € L¥(F,du) ¥ g1, 52 las funciones G-medibles asociadas. Pruebe que
a f1 + fa e corresponde ¢y + go.

. =y
3. Consideremos V = { 3 ancosmz+bmsentnz/apm, by € R am = byn = 0¥m > mp}

m=0
¢l espacio vectorial generado por las funciones {1, cosmz, senmz, m > 1}. Probare-
mos que V' es denso en L3{(—wn, m), dz).

I Pruebe que si V' es denso en £y{(—=, 7)) entonces V es dense en L2,

Il Considere f € Cy{—m,7) v definamos
1 ; l .
G = — [ f{z) cos{mz) dx b, = - f flz) sen{mzx) dz

para m > I, ¥

iy = —21;_ f_fl[.:,} dz.

k
Definimos Se(2) = 3. amcosmnz+bnsenmz y o, {x) = S"f:}"'"','l"s"“m. Enlo
m=0
que sigue supondremos gque f estd extendida a toda IR de manera 2o periodica,
es decir ¥ f{x + 2n) = f(z).

(i) Pruebe que

S = 5 {50 ) de

sen({Z-1)(¢ - 7))
E—z_

2sen (5

¥ concluva que
X uen{“—‘—""lj

on(@) = gg (St e

i sen( i)

Indicacidn: . . '
1 sen(?—-’%fl‘—lu]
= 4 rosu + Ccos2u + ... + cosmu = —
2 _ 2aen

2
senu + sendu + ., + sen(2m — 1)u = {sen{mu))
sen(u)

||
|
|




(ii) Definamos ¢,(z} = ﬁ(’::f?;f 12, asi demuestre que
L .

oate) = [ Fla+ oui)an

(ili) Pruebe que ¢ > O; [ ¢nf{2)dz = 1 ; y que ¥§ > 0 suficientemente pequeiic
-r

_]"d Pnlz)dz = ;:ﬁn(z)dz — ()

oL
{iv) Pruebe que o, — f uniformemente, para ello note que

Fix) — () = [ (£(2) = Flz + 2))pals)edz

-

¥ separe esta integral en tres partes (—m, =48], (—4,4) y {8, #).
L?
(¥] De (iv) concluya que o, -+ f, v prucbe que V es5 densc en L2,
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Pregunta 1

Pregunta 2

: CONTROL 3
Prof. Jaime San Martin
Aux, Arturo Prat

+ Pruebe que exisie upa inica medida de Probabilidad IF en (RE+ , BT+) cuyas leyes
finito dimensicnales son puramente atdomicas y verifican: VY0 < £y <l < ... <1y

— tlHL}mi—mt—t

n
L ] Ciey I'I.I - | Ie i_-t. ti—l]( 1
ilh"'tﬂf‘{{ 1 T2, Fit -"}) i=1l (ﬂh ”li-l]!

donde mg == 0 = tg, y my < Mz < ... £ M, 501 enteros ne negativos. Far convencign
supondremos que 0° = 1. Denotemos por 8" el conjunto de o-tuplas enteras ne
negativas m que verifican las restricciones de monotonia. Notar que la medida de
un Boreliano B de IR" se calcula como:

.u-htj..-tn(B) = Z “ht:---ﬂn({frnhm?r"'rmn”’)'

MESrS™

Pruebe ademds que IP y las Funciones coordenadas X; - REr 5 R, verifican:
sl § < t entonces X; — X, es independiente del conjunto de variables aleatorias
[X,: 02 u < s} Caleule la distribucién de X — X,. Pruebe ademds que
P{Xs=0)=1

. Bl propésito de esta pregumta es estudiar la transformada de Fourier. Para ello
necesitamos una generalizacidn de un resultado visto en clases. En lo que sigue
nuestro espacio de medida es (R, £, dz}.

Teorema Supongamos que el nicleo regularizador K, (x) verifica
& K,(z) es continua en z para todo g;
« K (z) es integrable en z y | K,(2)dz = 1;
« Existen 0 < (', Ca < oo tal que para todo o grande &) £ [ |Kq(z)|dr < Cy;
¢ Para todo § > 0 fijo se verifica lim [ |K.(z)lde=10.
a—pac‘:l}a

Entonces para f € L” se tiene lim [if ~ K4+ fli=0 M
a—+0C

Consideremos la transformada

flgy = f flz)e o de = j flz) cos(z€)de — i f f(z)sen(z€)dz.




5[1 Pruekbe que si f € L entonces f estd bien definida.
+ {ii) Supongamas que &, H, f son funciones integrables y que h{z) = 3= [ H{{)e'*dE.
Demuestre que

f(e) = g [ HEO FOe ek,

X :
(iii) Considere K(z) = 5= [%%&) . Pruebe que

1
-~ 1

(e K@) =57 [(i-leheees.

-1

Tomemes K,{(x) = nK(nx) para n > 1, y utilizando el Teorema enunciado pruebe
que para f € L! la sucesién de funciones

30 =& (=)

-t

converge 2 f en la norma de J_',’a
'I Ind.: Para calcular [ wdx estudie la integral | I—:g%éﬂda:, calculada por

residuos a la integral [ mdz ¥ Lome limite cuando o —+ 0.




Conirol 3 de medida

1 (i) Consideremos r una medida con signo finita en {J0, 1], 5) tal que {{0}) =
0 = ([0, 1)). Sidefinimos #{z) = ({0, z]) entonces F s de variacidn acotada
¥ vs vontinva por la derecha. Pruebe que si f es de clase O

fﬁ’ fdv = ful F(x)f(z) dz

Indicacion: pruebe que

n

iﬂrq—:}[f‘“(rd -zl = - '__‘ Fla)(f(2i) = f(7521))

=k v
dende sy =D <3y, -, <z, =1.

(i1} Supongamos que 4 es una medida finita en {[0,1], @) tal que si g es una
funcion de clase ! salve en un nilimern finito de puntos entonces

{
[ i < gl

donde (7 es una censtante finita independiente de g y [lgll = sup jg(z)|.
#E[0.1]

Usando el Teorema de Stone-Weirstrass pruebe que L{g) = [} ¢’ du se puede
extender de forma continua a ([0, 1]) verificando

I£{g)] = Cllgl]

para toda funcién continua g. Concluya que existe una medida con signo
finita v tal que L{g) = [} gdi cualquiera sea g contimia. Pruebe que
verifica las Lipdtesis de {i) ¥ por lo tanto cualquicra sen ¢ de clase O'! se
tendra

fg'd#= f;gdv=—fol Flr)g(z)dz

. Finalmente concluya que dy = —F(z)dz y por lo tanto « tiene una densi-
dad con respecto a la medida de Lebesgue.




2 Supengamos que ¢ ;: fT — IR, es una funcidn integrable tal que [ o(y) dy =
RII

1. Definamos ¢.(y) = e "@{y/fe), para cada ¢ > O. Supongamos que
f i R - [ es una funcidn medible y acotada que ademss es continua

en 55 € {R". Probarermnus que
lim(f * ,)(z0) = f(za).
Para cllo duscomponga

(f =@ )zo) = flzo}l & [ [flew—3) - flzollely)dy

{:fvlLa)
+ [ |flze—y) — fleall¢(y)dy=A+ H.

{w:lvi>a}

Usande la continuidad de f en x4 pruebe que 4 puede hacerse arbitrariamente
pequeiio tomando # suficientemente pequeiio. Para a fijo prucbhe que B se
puede hacer arbitrariamente pequenc tomando ¢ suficienternente pequefio.




, EXA MEH RECUPERATIVO

Prof. Jaime San Martin

Aux. Arturp Pl‘i;.t

Pregunta 1 : Sea M = {u : 1 es medida con signo sobre (R, 8) y |u|(R) < oo}, donde || es
la variacion de . M es un espacio de Banach con la norma Tl == u|(F). Para
#, A € M definiremos su convolieidn p» A como

(b x M)A = (u2 A)(Aq)

para todo A & 8 y donde Az '= {{z,y) 1z +y & 4} Cc &
(a} Demuestre la formula

(e D) = [ 4= ary
Y, AEMVAE B (Aquid—t=fr~-t:ze A}
Recuerde que para medidas con signo | [ fz)du(z}| < IRENETMIEaR
(b) Demostrar que g+ A€ M v que ||u« Al < EFHIREYR

(c) Demostrar que g+ A es la tnica medida v € M ta! que

[rw= [ [ 1+ pauera)

para toda funeién f € CyliH)

(d) Se dice que una medida con signo y es discreta si estd concentrada En Un conjunto
numerable; se dice que u es continua si u({z}) = 0 para todo £ € JB. Sea m la
medida de Lebesgue en (R, B) (Observe que m no pertenece a M), Demuestre las
siguientes proposiciones para g, A € M

{i} Si it y A son discretas, entonces u « A es discreta,

(li} Si p es continua, entonces 4 * A es continua.

(ili) 8i 1 << m, entonces p* A << m

(e) Suponga que du = fdm y di = gdm, con f,g € L m, ), demuestre que d(z ) =
(f « g)dm




egunta 2

(i) Considere (Q)\F,IP) un espacio de Probabilidades. Sea A = {X & L*(IP)
IE(X?) < 1} la bola unitaria de L2 Pruebe que este conjunto es Uniformemente
Integrable es decir ’

(i) Supongainos que f es una funcién absolutamente continua en [0, 1. Ademas supong-
amos que ¢ s una funcidn Lipschitz es decir existe una constante A < oo tal que

Yo,y R |glz) —gly)l < Kix —yl.

Pruebe que la composicién g o f s absclutamente continua.

NOTA La pregunta 1 vale 60% ¥ la 2 40%.




EXAMEN ANALISIS II

Prof. Jaime San Martin

{1) (1) Sea f:[0,1) = R, medible. Denotemos por A la medida de Lebesgue. Pruebe
que

1

(1) 22 kMk< fek+1} 5 [ fdr< Lk NMES fFek+1)
k2D 1] k>0 .

(i) Deduzca que las siguientes son eqnivalenies

f es integrabie

T Mk £ f} < o0
k>l

TEMES f<k+1) < oo
k>

(11) Sea ¢ : M — IR convexa, se sabe que existen ¢y, b, £ IR tal que ¢{r) =
sup{anz + n}. Pruebe que si f:[0,1] = IR es integrable y ¢(f) : [0,1] — IR es

1 1
integrable entonces [ ¢(f)dz > ¢f [ f(z}dr).
D o

2) (i) Decimos que 4, B C R? son congruentes si existe una rotacidn en dnpulo o
q = g g

Ta: R o R?
(E) [ COSK SEox ] (r) (r]
— =T,
Yy — SN COEG Yy i
tal que B = To(A) = {i:,(:]f[;) € A}. Pruebe que si A es medible y B e3
congruente con A entonces 5 cs medible y A{A) = A(8), donde A es la medida

de Lebesgue en R, Sea ¢ = {2 € /0 < ||z < 1}. Supongamos que existen

An € IR? tal que = ) A, AuNAn=6¢ n#m ¥ An, Ay son congruentes para
n>l
tedo n, m. Deducir que todos los A, son ne medibles.

(ii}) B C IR™ se dice que es especial si

R™= [ C+E)yyW£E€Z™ ((+E) (€ +E) =
ezm

(1) Probar que I = [0,1)™ es especial
(II) Sea Dy = ¢+ D, £ € Z™ Supongamos que F es especial, consideremos

By=-{+EnDgpruebe que |} E;= D. Deducir que 31 £ es medible entonces
teZ™
ME) =1 donde A es la medida de Lebesgue en 727




(3) Sea (X, F, u) espacio de medida finita. Decimos que una familia {f, n € N} <

LY X, 7, u) es uniformemente integrable si

lirn SUPfljfu.l}-alfnld#=D

i R

(i) Supongamos que existe p > 1 tal que sup |fq4||, < co. Pruebe que {fnne N}
n

es uniformemente integrable.
Indicacidn: Recuerde que p(|f|> a) < & fifiduparatodoa >0y r > 1.

(ii) Supongamos que existe f € L'(X, F, u) tat que |f,| < f ¥n € IV, Pruebe que
{f. n € IN} es uniformemente integrable.

(iti) Supongamos que {f,)ncav converge a § en medida, es decir
Ve > 0 ul{[fu]l > €}) —— 0. 5iademds {fn n € IV} es uniformemente integrable,
Tk

entunves prueke gue

LI.
f|fn|d;; —=3 0, es decir f, = 0.

m—ti

Indicacién: descomponga f|fuldi en 3 pedazos donde: |fa,} > a,¢ € Ifal € ay
Ifnl <&
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(3) Sea {X,F, ) espocio de medida finita. Decimos e .
que una famili
Ll(x }-.}l) ea uniforinetmente lnt.cgra.ble sl o1 12 {f“ n E N} g

lim supf Ilu_|3,u|fﬂ|dp =10

e e i
(1) Supongamos que existe p > 1 tal que sup I frlle < o Pruebe gue {fo n € .W}

es uniformemente integrable. TP

Indicacitn: Recuerde que p{|f| > a) < = L f |f|’"d,u para tc:-dcl a>0yr ‘.‘-H 1.
i, Y rl‘}| '
(ii) Supongamos que exisie f € L1(X, F, p) tal que |f,| € f ¥n € :W Pruebe que

{fa n € I¥} es uniformemente integrable. ! ey

!

(ili) Supongamos que (fr)nen converge 0 en medida, es decir H

ve > 0 u({|fnl > £}) — 0. Si ademaés {f, n € IV} es uniformemente integrable,
entonces pruebe que

11

Ll.
| fuldie — 0,es decir f/, — R '

=t OO

Indicacién: descomponga [{fa|du en 3 pedazos doude: || > 6,6 < [fal £ a ¥

Lfnl <€

1l — e B

(2} (1} Decimot que 4, 8 C J? son congruetibes si existe una rotacién en angulo o

T, : ? — J? .
('.r-) [ casa seno ] (1:) ! (1:]
—+ =T,
it —senc coso | \y ¥
tal e 83 = Told) = ),l"(') ¢ A}, Pruebe que si A es medible y 5 es

congtuente con A vntouceq D es me:hhlc y A(A) = MF), donde X es la medida
e Lvlwqguo cn I, Sea C'= {z € R*/0 < l|z|| £ 1}. Supongamas que existen
Ao o Bl que C= ) An AuNd,=¢ nFmy A,,, Am soy congruentes para

narl
boselor ar. a1, Dediieir que tadus los A, son ne suedibles.

{it) E C " se dice gque es cspecial si
R"= | ) E+E) yVe£EC € Z™ L+ BN+ E)=
reEx™

(I} Probar yue D = [0,1)7 e= especial
(N Sea D=0+ D (€ Z™. Supongamnos yue E es especial, considerenios

By = =+ EN D pruebe gue’s |J &e= L Deducr que s} E es medible entouces
F4=F A
. ME) =1 donde A es la medida de Lebesgue en ™. -




. EXAMEN

Prof. Jaime San Martin

Awd. Arturo Prat

Pregunta 1 : Consideremos {2, 7, IP) un espacio de Probabilidades. Diremos gue una secuencia
de variables aleatorias {(X,) converge en distribucidn a X variable aleatoriz si para
cualquier funcién f : & = R continua acotada se tiene

Clm JE(f(XR)) = IE(f(X}}.
fi— 20
Dirermos ademas que (X)) es uniformemente integrable (1) si

ali‘rlgc "?1:.1) m(lYnll{|xn|>ﬂ}} =0.

Pruebe que st (X;) converge en distribucién a X y sl (X,) es Ul entonces X~ es
integrable v _

ILm EXD)=IE(X™Y).
Pruebe firalmente que bajo las mismas hipétesis se ticne: X es integrable y

lim [E{X,) = IE{X).

1=

Indicacién: utilice una truncacién de ja parte positiva como la siguiente

0

r

¢rlz) =

=N K
- S
A 15 8
= H A

Pregunta 2 : Sea f: A" — I una funcién integrable. Definimos la funcidn maximal como

M(f){x) = sup m f Fg)ldy,

robn M
B{z.r}

dende Biz,r) e3 1a bola de centro x de radic r, y m(e)} es la medida de Lebesgue en
iR™. Probaremocs gque existe una constante 4 que sélo depende de la dimensién tal
que

mfz: M(£)(z) > a}) < 5 [ 15wy




{Se dice en andlisis que la funcién maximal es weak-type (1,1)).

{i} Para probar estettecrema se necesita el siguiente lema. Supongamos que el conjunto

medible £ es cubierto por una colaccion de bolas 8 = {B, : A € A} cuyos radics
estdn uniformemente acotados: sup{rad(5,]: A € A} < co0. Probaremos que existe
una subcoleccién numerable y disjunta (By) € B tal que

m(E} <57 > m{By},

Para ello considere ¢l siguiente procedimiento inductivo: tome B, cualguier bela

~de B tal que rad(By) > 1/2sup{rad(B,): A € A}. Una ver definidos B, ..., B

(i)

tomemos st es que exisie Hiyy disjunta de las anteriores y tal que red(By.,) >

1/2sup{red(B,): A€ Ay B, disjunta de By, ..., B¢}, Este procedimiento en prin-

¢ipio podria ser infinjto. En el caso que Y m(Bi) = o no hay nads que probar.
k

En case contrario supondremos que 3" m{B;) < 20 y en particular rad(F) — 0.

Para cada & consideremos O la hnl; de centro el mismo que By y radio § veces
mayor. Demuestre que para cada B, exisze un & tal que B, < B, Razene por
contradiceldn tome j el menor indice tal que B intersecta a Bj, (por qué existe?) y
use la forma como fue elegida B,.
Probaremos ahora el teorema. 5i M (f){(x) > a, encuentre una bola B(z, v} tal que
m{B(z,r)} <L [ |f(y)ldy ¥ aplique el lema.

Biz )

Recuerde que m(B(z,r)) = m(B{0, 1})r".




1 Examen Recuperativo

Julio, 2002 -
Prof, Jaime San tin -
Aux. Ricardo Mei:a.resﬁ-

Pregunta 1: Consideremos (R, £, ) la medida de Lebesgue en R. Diremos que &a
familia I de intervalos cerrados, acotados y de interior no vacios, es un recubrimiento de -

Vitali de B € L sl
YzcEVe>03leZ zeloonulf)<e

S.upangeunos que ) < 2(E} < oo, probaremos que hay una subfamilia J C T tal que:
J = ({x)x ¢s a lo més numerable, los intervalos en 7 son disjuntos ¥

HEN ) =0.
k

Para ello partimes fijando #, un ablerto de medida finita, tal que ¥ C 4, Tomemos
Iy cualquiera en T tal que f; C # (jhay alguno?). Si u(E\ J;) = 0 paramos, sino
construiremos J;. El procedimiento inductivo es como sigue: supongamos construides
Iy In C 8 disjuntos y tal que

wEAN L) >0

k=1

Denotemos por R, = E\ [J Iy y definamas G, = # \ | [x. Pruebe que la familia
k=1 k=1
{Ie€T:ICG,} esnovacia ¥ que

0 < mp=sup{u(f}: T, I C G} < .

Tomemos Iy € {f € I: 1 C n} cualquiera tal que p{f,11) > «,./2.

Consideremos sélo el caso en que este procedimiento no para ep un némere Haito
de iteracicnes esto es ¥n u{H,} > 0. Para cada intervalo I, definimos el intervalo J; de
mismo centro pero 5 veces mas largo. Pruebe que &, — 0, gue eée satisface la inclusidn:

Vo1 Rn=E\0hC G Ji,

k=1 =n41

¥ concluya el resultado.

Para probar la inclusidn le puede ser wtil considerar 2 € R, CGuy J € {I € I :
I C Ga} tal que z € J. Pruebe que debe existir un primer m > n tal que J ¢ {I'e I:
ICGnl.

o
A,

(R 1 F

1rh

Ytph

?IEFJL'”
3] phe



N ansideremos ( i’ F,4) un espacio de medida finita y f € L* una funl:um positiva
stil que 0 < [[flloc: Se definen an = f(f(z}}" du(x). Pruebe que

. o
lim i [l £l oo

n=03 g !

{u} En lo que sigue consldercmnu ([0,1),L,dz). Diga si las afirmaciones siguientes son
ciertas o falsas y en cada caso pruebela o de un contracjemplo segiin correspondar

(1} La convergencia casi segura de funciones de ' a una funcién de L' implica la
convergencia en L. L _
"{2) 5i un conjunto medible tiene medida positiva entonces tiene interior no vacio. -
(3} 51 un conjuntc tiene medida ) entonces es nurmerable.

(4 N =1

1<p<oa

(5) Sea A € £ que verifica: para todo [ intervale abierto en [0, 1], no vacio, se tiene
u{AN T} > 2u(]). Necesariamente se tiene u(A) = 1.

| S .. - - . —_— T e ——
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