) Pregunta 1. Sean (X, M, ) un a);aexo de mé‘dida. y f,., f "X - E funcxonw

Fov wy medibles talw ?ue j
1 i 0 . .
IR 'S . . F ¢ o o i
’?“"L b L 1 fn '—‘f en medilld ' L ' o ‘;I'
; Lo ' ' exxste g€ Ll,(u) tal que pa.ra todo n, |fa] < g p-c.t.p. 5\ﬂ ;{
i P P
', T : Prucbe que fn,f € L‘(u) v fen Lt ! y
s o Pregunta 2 Sean F y El DE,DE;D... subconjuntos medxblés de R2, con
' S 2(E1)<-f*ooyFCE'/‘!\a’k>1 _\ } uv. .!
: £ : a) Spponiendo que lirink_.i o M((Ey)z) = m(Fy) . g:t‘p z€ R pr‘uebe que

- L limksomA(BY) =ml(FY) ctpyeR. ; |

; -y } A i Recuerdo: E, = {y € Ry(z y) € E}, BY :q‘{:z:“
; ! t denota la medlda de Lebesgue en R™, :

b) Dé un ejemplo que muestre que la hlpoteSIS mi‘!}‘Ei _

3o ox

oy ol ‘ Pregunta 3. Sea (X, .M [{t) un espacio de medlda. ﬂn&a "Deﬁnamos la relacmn
" ‘; ; P i' de equ1valenc1a en M , ‘ 'f‘,“ R E
i T H i 5: i ,_”; '! : :
‘” 31 i E~F < p(EAF)="0. % I
w En M/ ~ definimos d(E, F) = u(EAF). Venﬁque que d esta bien deﬁmda y
i determina una métrica en M/ ~. h
v Pruebe también (M/ ~,d) es separable si y solo 31 Lr( ) es sepa.rable
“; i Pregunta 4. Sean p;,1; medidas a—ﬁmtas en (Xl, 1) 5“ B2, Vo medldas o-
‘ finitas en (X3, M) tales que v1 << pi1, Vo << . Pruebe qué v xq/g <<
§ M1 X pzy

! d(v1 X v2) dvyy dvy e o
; Z21,T2) = —{z1)—(z 1 M1 X pg-c.t.p
o d(m X#z)( 1,72) dﬂl( l)dltz( 2) H1 X i P

.+ Pregunta 5. Sea (X, M,u) un espacio de medida ¥ (fi)ier una fa.nplla de
‘ : func1ones positivas en L. El objetivo es construlr una funcién f .med,l?l:? que
i, 1L cumpla . o S ’i‘
N | s
Wier f<F petp. i B

s1g>0esmed1bleyparatodoz g<f,potp, entoncwg<fy-ctp

' fse lla.ma.ra. el infimo esencial de la familia ( f,),e 1.

o ) a) Demuestre que si la familia tiene un ixiﬁmo esencial, éste es wnico.
. b) Deﬁna.mos

s ENR e aw "y -

a=inf{/§g§f;dp/JCI,Jmnumerable}.

Pruebe que existe J C I numerable tal que si I = mf;e,;f entonces'
=f fdp Verifique que esta f es el fnﬁmo esencial de (ﬁ);g ;
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nig, VE>‘0;35>0 \/fdu g ’\erf VEeMconu(E)<6

i , 'Y.' e
‘ ]
Ly

~———e¥—"’

, )HProba.r Que si FC LY(u) es ﬁql ? QSi e&m—mtegrable
IX b)’ QTeo de; Vlta.ll) Si se cumple: “ L e '] l'i
.. .
i

iy
]

i) X, tiene medida finita, 4

i) {fatnen.C L (w) eﬁequl-mfegrable, : ' AR
iii) fa(z) — f(z) ct.p., ST I P
L mrElceoes | ;
%

IPNPIEN

“ . " v L I ) .

.- entonces feL Wy fn—fen Ll(u) Ind.: teo. de Egoroff. ; . ' P

c) Sea X = R y p la medida de Lebesgue. Mostrar un ejemplo de sucesion o
{fn} con || fallL: acotaday que cumple ii}=iv) pero tal que || fn— fllz1i 7! Or

i [ it il
'd) Verlﬁcar que la hipétesis iv) es‘redundante si X es un intervalo acotado dé

Ryu lav medida de Lebesgue (e)lusten espamos donde iv) no es redundﬁmt;e)1

4

: ) Mostrar que idel teorema de Vitali se deduce el teorema de convergenma
: dominada de Lebesgue en espacios de medlda, finita.

K ) Construir una sucesién fn en L1(0,1) tal que fa(z) — O para too‘.o T E
LN ek 0,1), fo fn — 0, pero tal que {f»} no sea umformemente mtegrabie

i
2
kY

L

i
" ‘ Ph i
A ) Supomendo que X tiene medxda finita y que: fn € e LYu) es tal que i i

. lim fn du  existe VE eM .

l n—oo fp

pu

probar que {f,} es equl-mtegréble '; i u .

Ind considere M mddulo canjuntos de medlda cero can la.: d1stanc1a
p(E,F) = [y |xe — xr| para E,F € M que lo hace:completo. Utilice el
teorema de Ba.lre para proba.r ,queqdp.do\‘e > 0 exxst;e \N tal que

W

T

An =
i 3 S el
» tiene interior no vacfo. Deduq: :
* N € N tales que i

|/(fn_fN)d# SG‘ si p(E)EO) <§8) TLZN.

Pregunta 2. Denotemos por X el espacio de las medldas de Borel complejas
--sobre R con la norma ||u|| = |p|(R). Para p,A € X se deﬁne su. convolucxé ¥

. medxante

R v p*AE) = (ﬂx'\)(Eﬂ
para AE C R Boreliano donde
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. L EJERCICIOS PROPUESTOS 1 - o

: ; " 14 DE MARZO DE 2006
; Problema 1 '"j ;'«' s _ , B | ;
. (A’)/Sea FcC P(X) F= {{:c} [z e X}. Muestre que T e
T e = (AP |14 <IN v A< Ny T T e
(HQ/.Sumas arbitrarias de terminos positivos. Para un conjunto A infinito cualduiéfé. T .
Y {ar}ren SRy se deﬁne , . ST e
Sl o o Za,\ = sup Z ap | K CA finito p R ‘f;:;_*";_,‘ _
L : o A€A keK = e T
' - Pruebe que si 3 ay es finita, entonces el conjunto {AeA| axf_;i()*};_es a lo més .~
AEA . I
numerable, (Oons1dere {AeA|ay> 1}, paraneN) - o -
(pf{ Sea {An} una part1c16n numerable de de X. Si definimos F = {An | n € N} muestre R
51' ; o(F UA— ]KCN oL LT e -
Lo & neK - - > : : :
, xphc1te o({A}) para A C X - :
R : ,'t (o Sean (X,7) e (Y, Z) dos espacios medlbles y f X N
g | VT ARy ACY : [ (4) EFY ooi -algebras. o Is
)y)/ Sea. i X — X _una funcxén sobreyecmva — e ———— s 7 .

Muestre gdé _i:al conjunt

P

es o-4lgebra. ' ) - B

T

Séa TC 'P(X ) una a—algebra yn:7— Ry tal que: M': ) % ﬁ;ut 5 AL "F s T oI
i. pes ﬁmtam_ente aditiva, t%/ A Zoo T
B (An)eN STy An /A€ T = 1(4,) / n(A). ' '

- IOTIE eem e =
y
N




i

E Prob]étﬁé’fﬁ.;

. R e

L Se

[P

a A < P(X) uﬁ"é.lgetjra yB=0(A). Sea pn: B— Ry una medida finita. Pruebe que:

VB G‘B,Ve >0,3A€ A tal que u(AA_B)S €. - ez 7

Problem}i'4:_~r : B E
‘Sea (ﬂ{B) ‘un-espac o-medible-Sesn -5y B =S R -

quepara todo-B € B; Iity—.c0 n(B) = u(B)- QAR O,

s

tna fa

milia de 1 medidas en_8.Siipon

i /{- Probar gie _$i (Bn)neN es creciente, en cada B € B, entonces 4 : B — R, es una = ~—-

g _. ‘ /{medida. -

Probar que si toma valores finitos entonces es una medida. Para ello pruebe que p es
aditiva y luegor -

“Bno eg-aditiva entonces existe una secuencia decreciente de conjuntos” . < - -
B-medibles (An)nen cuya interseccién es vacta y tal que limp oo pu(A4p) =€ > 0.
Pruebe que existen dos secuencias estrictamente crecientes de e

: Pruebe quesi
ﬁgéro% (ni)ien y

(mi)ien, tales que ny = mo = 0; y para i > 0, 7¢/8 < tne (Am) S 00y o
Bniyy (Am.-+1) <¢g/8. . .. |

-(c) Defina para i € N, B; = Am;\Am,,,. Pruebe que para todo k > 1,

#(Am,) = p(UinkB;) > 3e/2- - : -
“y concluya. : : S =

¥

) entonces el conjunto de =T
F(z—)} es numerable, ’ : ' T

Usando Probléma 1(II), pruebe que si F : R — R es monétona,
discontinuidades de F, {z € R : F(z) #

-~ T - o . -

Sea (8, F;P) un espacio de probabilidad (es ‘d_égir&, dnfesp@_g:'

L gt

y*Bé 2.sert1ene - o
P(ANB)=P(A)P(B). , T

Dos clases Cy,C; C P(C) se dicen indepedijég;tgéjsﬂi:v;l €C1

e - " - -

o f Pruebe que si C; 'y C; son clases independientes

 secci6n entonces {Cr)ytcs) s

, ¥ ademss son ambas cerradas-para’
ahgebras independientes. ™ —— T

- ———— - =




T 4 jﬁLey fuerte de’ giﬁ‘!ande:s‘nﬁnié'rbs para variables L2

‘ ' _ Sea QFP)y Xn_. &—t R,n ‘€ N variables aleatorias 1ndepend1entes tales que X, € ¢,
L*(Q,P) para todo n' € N.° Dehotamos o 1= [ XpdP, 12 = [(X) — pii)*dP-y -Sp 3=
Ek_l (X~ Nk) ' i

a) Suponga que fin = 0 para ‘
Kolmogorov: Para todo

neN. Se probard a continuacién la Efesig'ualdad de

Grg s ! n o c—
=2 2 ST -
ISz e) <e?3ort
. k=1 ' e e T
i) Deﬁn& Ak = Nj<k{IS;] <€} N {|Sk| > €} y pruebe que P(maxl<k<n43kl 2 5) <=
T e™? Zk—l flAkSde s :,_t
ii) Muestre que [S2dP > Y°°_ 1 [ 14, SEAP + 237 ) [ 14;Sk(Ss ~ Sk)dIP y que R
todos los términos en la ultlma sumatoria son nulos. N -
m) Muestre que f SzdIP’ ?‘Ekzl rk y concluya el resultado. ]
‘f‘ .
: s proba.ra que las v.a. (X neanatlsfacen la Ley fuerte de. granées nimeros, -
*° decir, que - = : _—
B (,) i) Pruebe el Lema de Borel—Cantelh Si (Br)keny C F son eventos tales que W \
4’\ 2 kenP(Bk) < 00, entontes P(limsupy,_, ., Bk) —__Q__ e
ii) Sean & > 0. Para cadga lg € N, defina ST e R T
'YBkj = U {n"1|Snl > E}. o ) o ST _‘ 7
| ?k—l <n<2k
_ P(Bk) < (zzk-l)*zir%j e
n=1

Z]E’(Bk ) <- 2Zm BI

-keN" T neN

~“1v) Deduzsaqae-P(hmsupn_,oo “HSn| < €) = 1 para
resultado. -

ii




oy

o+ o2

son ¢/r a la med

\':T'; ) : - = ,d{SeapEL*L'y p;(;:)——- p(ze™ l)e“d para e > 0. Pruebe que para toda funcxon f err.. -
) Y p € [1; 0] sé tiene _ » , —
= IIf < pe - fllp Jlrath = Flplotodz, L

donde 'rh es el gperador de traslac:lon en h € Rd Deduzca que cuando £ — O se txene
que f*p. — fen L? parap. € [1 ooy f € LP,yque fx pe — f unlformemente para

f a.cotada y uniformemente i contmua I T T _ -
b) Parao >0y z € R, denot&‘més por go(z) el nicleo gaussiano en RY, T "
. o 1 21022 i o
90(2) := —— exp{z|*/20%).
'_ (2m0?)2 : LT T
_ (Recuerde que —Lf exp(y|?/2)dy = 1.) - T T
Fol -~ Seap€]l,00] y f € LP. Muestre que ) ~IT
S f B g0 W
‘ ; cuando 0 G‘ Pruebe a,demas que para eada p € [1,00] existe un gonstante real ‘~\
. : Cp>0 1ndepend1ente de o tal que e .
N © i T T ‘A2 K_“'i';‘ ”d g
oy < Go* B8 7 ,, o
‘, ) , Deduzca que para f €eLllyp e]l oo[ cualesquxera se t1ene - . N R
c) Se probari ahora. que para f € L1 yp E]lroo[ cua.lesqulera se tiene un resultado més
fuerte que de la estimacién (2)7 L . - - _
Muestre que la convergencia (1) también se tiene en este caso (Ind aproxime f ) ‘ e

Finalmente, pruebe que la convergencia (1) ocurre uniformemente en subconJuntos -
; precompactos de L. Es decir, para todo C C L! precompacto, se tiene ’

sup{o? E=5))1f % gollp} — 0
Iec L ) -

i mian i mpere HE 3 - P e o L : . —
T e e N s - s L g T
- e =




. fProfesor' JoaquﬁTFcrntT)ona TR A '"’:—-—-
, J,Aumhares“A!tor‘Aldunate Jorge Lemus - ' |

; ; é"?Tlempo :4 hrs;” o
‘Problema ) G I
Sea X un conjunts y ‘JB(X ) el espacxo de funcxones acotadas f : X - R.
}9’ (1.0) Sea H CJB(X ) un subespacio vectorial tal que

)] H contlene a las constantes - T
11) Para toda’sucesién creciente {fn} de elementos de H tal que
zeX
se tlene que [ = llmn_..oo Jan € H. . R > N
, A Cuma- ;, d&bUbCOIljlllltOS de X cerrada para, mterseccxon y suponga que H'D .
Vk " AT A ’Fiiebé que H contiene a {f € ]B(m) f__g,m “B(R) — médib]
JJ/ Sea F ;1; ;Qn}ﬂgg rcié —f;;::lones’z;, valores reales definidas en. X Se deﬁne la tnbu -
generada por—Fv'_por : ] T L T N
L iTT T o(F) = o({fNO) f e F,C & B[R)}). o
Pruebe que (0/5{ ' - '

R TN = a(F)—a({n "(Ch): fi € F.Ci € 8(R), k € N}), -
' ¥ que si D es Tina clase que genera B(R) entonces (1,0) e T i
| = eF)=o({0,f7U(C)  fie FCieD.keNy).

¢) Sea H C B(X) como en la parte a) y satisfaciendo ademds e e

iii) H es aerrado para la couvergencia umforme - e

Supnnga que Ho S H es un subconjunto cerrado para multiplicacién. Se probard que- R :-j
H contienc a {f ¢ B(X): fes 0(Hp) — 8(R) — medible ¥
g ; ' ,1/)/1 0) Verfique que para todo polinomio p v toda f ¢ Ho se tiene p(f)"~ H e T =
o S : » Deduzca que para'toda funcin continua 0 : R — R se tiene #(f) € H para-teda’ Te e
" R f € H,. T : S
(1.0) Avudandose de la sucesidn de funciones ¢,(y) := 1Ay —a)vo) n. ~T ;\
muestre que para cada ¢ € R, se tiene L{y~ay € H. Pruebe también que para o C
. todo ay..... a SR, ¥ fi....,fi € Hy. se tlene 1U1>a1..--.fk>ak} €H. ’
g ' ’{ (1 o) Pl uebc el resultade de:e.\do T T
Problem.t II :,;. , T )

,'z’{ (2.00 Covergencia de la norma pala Jormaoc

S : Sea (X.F. 1) un espacio de medida finita § éoisidere £ g_lf\:i ‘(";4§~corrr.—” . (?’—n*:'__ o

LT Denotamos para’'l < P X api= [y fl% Derruestre que S - - =
! 1 / . Qpp1 " — N ) T - v

L ling (o) fﬁ{ = lim—2tl e S

E et p—-x\( P ) = éi oo N , : W

Ind \Iue~rre quv Gp >

;)_;’:'lili{lfl 1fis -

’l\é\




'

. 1/21(0 1)(:1: y(rn)neN una enumm‘acxon de los racxonales es dec1r Q = o=
-~ "—{rnﬂ nEN}’ O Tn # Tm si n #m. Sea g(z) := 3 7° 27" f(z — ra). Pruebe que:

1) (L0).g < 00,:4= —~G‘t p.,.donde A es la medida de Lebesgue, y que g € LHA); ™ oo

ii) (1.0) g es dlscontmua en todo punto y no acotada sobre cualquier intérvalo, I
'g\ y ambas propledades siguen siendo vélidas si se modlﬁca g en un- conJunto de—=-" "=

]_,,'.: - med;da de Lebesgue nula. - =T SEeml s T e

6y Sea:;t:ﬁn&medlda extgrlor.sebrerX— M la clase-ele:fesw:enjuntos u* medxbles Bi=. B

laes ¥ He la medida exterior de Caratheodory definida a partxr de p: M* — R+
‘Pruebe que:: B,

SE——"e

(l.D)..Si E C X, entonces p*(E) < pe(E), con igualdad ssi existe Ae M*taL;
que A2 Ey p*(A) =p"(E).” B

ii) (1.0) Si existe una medida ' definida en una semi-slgebra, tal que p* = = Ue (la
. me’dlda exterior de Car atheodory asocxada !

P

Problema IIL

entonces ,u— = ,uc

El objetivo de esta pregunta. es plobar el Teorema de convergenc1a de Vitali (partes
b) y ©)). En todas las partes se considera un real p tal quel < p < oor . -

,,a)'”(O.S) 'Sé_a gTE_LP Pruebe que para (an) v (¢ n) auc_eggng;;realea cualesqm '

{uieta ta ;ﬁ!ﬁ"
'.y.Ti S 0 S tiene le>a b lglPdir= 0 y f{lyl<b ) lglpdu —. ()»cuando n — oc.-

Enloqu 31806 Falnen X F). -

=b) Suponaa que existe f € LP tal que f, — f en LP. Pruebe que las tres propiedades _
sxguxentes se cumplen

%f(os - - , _ -

ST e lim p({r € X () - @) 2D =0 Ve>0: -

0({(1‘5)' para cada - >0 existe un conjunto E: € F con (Ee) < =00 tal que'si , T
G€ .7" y G,C (E: )¢, entonces

/lfnl”d/t< = ¥neN; : e e
i G . -

(1.5) para cada € > 0 existe §(c) > 0. tal que si E € F y u(E) < 8(¢), entonces T
/lfnlpd;l, < 2VYn €N ST T
E . J— s -
.¢) 2.0) Pruebe la reciproca de ds: si f es una funcién medible- tal que i),ii),iii) se = e
cumplen, Lntonces Jn— f end e - —

Ind.: Sea a.:= -{p(EE)] VP v para n,m

€ M-considere Hypp := {r € Ee [fa(x) —
m{l)! > u} _
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Egy e Centm} II Medxda e Integramén Mayo 2006

) } : LﬁProfesor‘ Joaqufn Fontbona,__, : : - S T
* “Auxiliares: Al‘tor,munate Jorge I.emus- om= o R

Déblema I

(X Z,p) denota.un mc,lo.de medlda

Sea B una familia: dé -conJuntos medibles, y C la familia de uniones numerables de- o
elementos de-B.- Muestre: que—M = supyee p(A) se alcanza para cierto conjtmto ]

C.ecC S

A contnnuacxén, (X 2 15) se supone Qh finito,..Sea. {Pg}pco -una famllm d&medid&S'dQ
probablhda.d en. (X ), ¥-suponga que ng << u para todo 8 € ©.

. 2= . o e - SRS S
T TS s - - ]

M/Para. cada._& (X denotamoé Ag = {71 > 0}. Sean C yC, € c asocmdos como en :) i T
alaclaseB*—{Ag fe®B}. : L

Pruebe que para todo 8 € O se tiene lP’g((C‘)c) = 0 (Ind.: Proceda por contradlcclén)

y(ﬁ’ruebe que la'fa.m;ha {Po}ee es eqm-valente a una subfamzha numerable, es dec1r, f "‘*N
" existe {90,91, }Ce tal que o

'-“"—"*VNez Py(N) = ovoeessxm(zvrzovneN‘”' R et

(Ind Puede ser: utll probar que B €0, Po(N) =0=> p(NNAg) =0. )

' )’/ blema m Desigualdad de Young - o T - T
Se coniidera el espact e medida- (m' L7, dz) con L" y dr la tifbfl ¢ 1 medida de Lebmiﬁ_:;:;-
r&spectlvamente El-objestve de‘?ta r}f’egunta es probar 1o desngualdad de Young: ""i LTE

el 171
Sean m,p,q e[I oo}tala que —n;‘»- » + - — 1. Entonces para todo f eIy y g €L Ja -

mt;egra] f *g(iy f f(J)g(:L' y)dy esti deﬁmda dz-c.t.p., y'se-tiene T e

f*yGL"' con ||f *gllm < |IfIlpllgllg- -

,!/ean Pq,r e'[l ool ta.lw que 141 +l = 2, p*,q¢*,r* € [1,0] sus respectivos -
conjugados de Holder, y*f € L” € Lq he L. e T e

Definimas I ,‘g{'ﬁ)':= / Af(@)g(x — y)h(y)|dzdy. R
Se probara prunero que JI( \ff’ 9, 1) < I fllpllgllgllAllr- Para ello consideré Ies ﬁmcwn&s

?
a(z;y)f lf(m)l"lg(m VIF, ) B@y) = loe -DIFh@IF y 4 W t-

W) =1 @)|% e )], -

exphclte la %1&ién entre pé,q y r*, y muestre que I(f,g,h) < ||(x||r-||,6Hp ll’yllq
Deduzca la cota buscada para I(f, g, h) e

) bd) Pruebe el resultado en los casoss m =1y m = oo . e -

Pruebe el resultado para 1 < m < c0. Se sugiere estudiar prlmero 5"el operador L
h— ff f (-'r g9(z - y)h(y)dxdy, con f ¥ g positivas. ~ T —




e s - L=

Problema III N
Sean (X, n1) e (Y, 1'2) espamos medibles.
Def: Uns funcién m : X x 73 — R, se dird niicleo de transicién (n.d.t) si

- denotard (cuandtrexista) por f f (:z:)u(d:z:)

Se supondré que supzex m(z, Y)<oo. | -. T

Muestre que para todo C.€ 11 ® 7y la funcién z — m(z, Cl(a:)) es *r;-med1ble T =D

onde Cl(m {yey: (37, y) €C). - : . T T e
: ) Pruebe que existe una tnica  medida finita en (X x Y ® 1'2) que denotaremos e
- porum—ta;l*qne para todo A x-B-e-m- X o TR -
e ym(A X B) / m(.’t, B)V(d_z-) o __:." 14 : s

Venﬁque.que para toda f :=X XY= Ry 71 @ 72-medible positiva, 1a funcién - - -
T f‘, f(:z:, y)m(a: dy) es 7-medible, y Justhue la igualdad , N

o S e :

El objetivo de las part
probat_)ijjdad adrmi ¢

e

- V ﬂ(Rd) ""R-P%_medlda de probabﬂldad y - - _ :
e m:R?¢ xﬂ(ﬂ'*)‘—-rﬂ;. es n.d.t. con m(z, -) medida de probablhdad V ze R,p ‘‘‘‘‘ ’ - 2

}6 MDenotamos por X la o—4dlgebra {A x RY : A e f( (R%)}. Muestre que o
~R% x R‘f.r* R es-X; = B(R) medible ssi f(z,y) = f(z) (i.e. no depende dela -
segunda-eoordenda) y es (R?) — B(R)—medible.
Ai) Defina v 7 #(R%) — R, por u(A = u(A x RY). Verifique que v es una medida - .
de probablhdad que A C R? es y—despreciable ssi A x R? es p—d&precm.ble, y —
que fRd fdv = [paxge fdp para toda f T; — B(R)—medible positiva. -

b,ﬂﬁ Sea B € ,B(]Rd') y defina g : £; — R, por yB(A x RY) = pu(A-x-B). Muestre
que jip y I‘IE: son dos medidas finitas, y pruebe-que existe una funcién
pp : RY X RY — R4 medible ¢/r a & y B(R), y tnica p|g, c.t.p., tal que

:
|
|
|
|
\
|

an(AxR) = [ podu="{ pola)v(da).

R TAT
H



Re—

P

bxv) Pmebeque
/pg 0 v—c.tp. ypk,,,=1 v—c.t.p.
/VBCeﬂ(R“'),BnC 8 = pcus =pc+pp__vct.p., yBCC'=>p3<‘YC

v-c.t.p. - BT
/gi,B €eSRY)yB, /B = pp, /pp “p-c.t:p. cuandon — co... .. o LrTe—

¢) ¢4) Sea R C A(R?) la semidlgebra de rectingulos producto de intervalos semiabier-
tos de extremos racionales. Pruebe que para todo B € A(R) existe una sucesién
KP de compactos de RY tal que u(R?% x KB) / u(R? x B).

n) Pruebe que- xlste un conjunto Ne ﬂ(R") ta.l que V(N) 0 y pa.ra todo T € NS,

TE e e

s L il &

¥V B,C- eﬂ(’R.) pp(z) <00, BNC =0 = pCUB(-’L') pc(x) +mz(x), Yy
- c.,B:moc(z) <pu(z) s

NO AL €N, By,-: =
_ _l?ru_el)q, QJ«_, .para_cada z €. N° ]a. aphca.cxén m(:z:, ) .A(’R,) - R+ deﬁmd_ T e :.. )
por. m(z, BY %= pp(z} es una medida finita. Para esto, cosidere {B;}ien C R

“ A(R) conjiintos tales que B; \, 0, y pruebe que para cada ¢ > 0 existe una

fmmlm.ﬁmta.K0 KN de compa.ctos tales que K* C B; parai =0,1,..,,N, — . .-

PaN 13‘(2) <pnN K (m)+5 Y n,—lK 0. R
c.iv) Justifique que para cada z-€ N, m(z,-) se extiende a una-medida ﬁmta enf T ST

H(R“" ). Defina m(z, )= ;50 para £ €N-y- concluya el-resultado. .~

Nota: Sl (,Y).es una vanable aleatoria a.valores en R x R con ley p- “m
entonces t) se- llama "ley margmal de X” y m(z,dy) se denominda "ley de Y === -
‘ condJclonal a X,’L_.: -

TR




Control III Medida e Integramén. Jumo'?OO

Profesor: Joaquin Fontbona ) o
 Auxiliares: Aitor Aldunate, Jorge Lomus.

su norma serd la um'forme que se denotaxé. || e M(IR") deno\:a. el espamo de medldas con: - oo - e
signo finitas y la norma de variacién total se denota por || - ||. : :

Problema I Semmm= e - e e

(4()' (1 pto.) Sean F y G funciones a variacién acotada, continuas por la derecha y-tales- ~ . .7
que F(—00) = G(—00) = 0. Pruebe que si al menos una de ellas es continua, entonces
para —oco < a < b < oo,

/ FdG + / GiF = FHG() ~ Flo)C(o)
(a,b} a o

o
mh
y'l
R

(b) ‘(S%intdé:;'Supdh’é’é‘ﬁﬁ? B, {n}a>1 € M( ) ( espacio de medldas finitas con sxgno)

Se dice que /ggﬁemerge—vagamente au, si (tn, f) — (&, f) para toda. f € CO(R)
. donde (u, )“' f fdu. Denotamos esta convergencxa POr pg = pi. e

f Efb(k) Eéta anergencm se denotard, pn, == u. 7 T S
" Sean Fafa) Siis{(=00,2) ¥ F(2) = u((~o0,])- S “

% (i1) (2 ptos. }—Bemuestre'que stsup,, ||ua|l < ooy Fu(z) — F(z) para todo z donde L .
F es continua, entonces pn — . G .

(}/f) (1 pto.) Pruebe que si ademis P> 0y pn(R) — u(R), entonqx T :.4;

e et

E - Para ello piiede serle 1itil’ ‘probar que pa.ra toda h € Cg(R) tal que 0 <h< I,y
; '?4 27 f e cbimvse nene . ;,;_.v:, o emme g e SO e ::;;:____ N prene T

hmsupl(lh: - (l‘rf)|<2"f“uh‘(k) (ﬂ,h)l

]F %P\o\\y S L

(i) (2 ptos) Demufstre que sx p,. _>_0 limg,—oo [sup, Fn(z)] = 0, y p,,
’ ent;onces‘Fr (:1:) — F(z) para todo z donde F es continua.

Problema b

-_:_.«v

(a.) (3 ptos) Sea.n g €. M(IR"), fECRY y L,,(f) ffdp Demu&tre que la funcién v;_f--‘;—?, ] Pt
que a 4 asocia L, es una isometria lineal biyectiva de M(R™) en Co(R™)*. )
HINT: Puede serle 1itil probar que si h =du/djp|, entonces jhj=1. .-

(b) (3 ptos,) Séanp; YEM (R"_), se define su convoluc:én prveE M(R") por

e e y)du(aé)éé(yf




AN CI R

[ T

‘=z Note Qne;p@tgasuéesiones -{:Ej..},.zl-la. condicién es equivalente a - R

: *.4 A su vd una faxmha de meihdas de probablhdad pa sobre R'{se dlce tensa sn '_‘

( ) Pmtodahmedxbleacotada, ‘

A

i) flp s vl < fuslillell- 7
M Sidu = fd\y dv = gd), donde X es la. medxda de Leb%gue, ent;oncw prv I
(-] absoluta.mente contmua con r&specto a.-la. medida de Leb%gua,x d(p * u) ) -

(f*y)d?« ST

rspectxva.mente entonces X+ Y tlene ley h* v.

‘Problema III o . B

Dado un vector aleatorio £ en R™ con ley I, se define su funeién-caracteristica- fi como - L L

alt) = / itz / cos(tz)u(dz) + i / sen(to)u(ds) = E(e€), t€R™ =+ - _ -7

donde tz denota el producto punto en R™.

(a) (2 ptos. ) Demu&stre que si u es una medida de probabilidad sobre R, entonces
L Yy,

3= i -“- R TS eew e T EEE
ez < L / (1= (), 7 > 0. e

: : “/¢ e
HINT: Note'qﬁe"s‘x > 2 entonces sen(x) < :r/2 -

\

H!

lim hmsuplP{lénl > f} 0.

LI

hmsuppa{:c |z} >r} =0, - o = —_—

( (lptos) Pruebe que {E,.}n>1 es tensa 8si cpép — O en probabxhdad para .
cualqmer sucalén de constantes-¢;-> 0 tal que ¢, — 0. ==
HINT: Para probar (<) le puede ser 1til proceder por contradiccién deﬁméndose
una subsucesxén ng ta.l que inf, P{}&n,‘l > k} >0,y wcoglendo c,, apropxada—
!ﬁmte;:“' = ;

( i) (2 ptos.) Demuestre que una familia de medxdas de probabxlldad sobre R™ {p.,},
es tensa ssi {/ia} es equlcontmua. en 0 ssi {fio} es uniformemente eqmcontmua
en Rﬂ - e
m rg:omienda ocupar las pa.rtes a.ntenores de la ptegunta.




‘ bépaff;a,mento de Ingenieria Matematica. B de Chi]ei.;___;_r - _‘ - ; :
“ ' MAA48C Teoria de la Medida e Integracion ~ T - -
EXAMEN - I
Prof Joaquin Fontbona - Aux: A. Aldunate - J.Lemus. ] LT
@6 Sea (X, T, M) espacio de medlda y {fk}keN ung, sucesion de fu.uc:lgnes medlbl_eg. -
Suponga que— e ez . ' i
= »ffm(fv)ldu(m) e T
k=0 = --. O - S -
Probar que’ Z fr(z) es conVergénte c.t.p y ademds e - - [ —— R
: k— . T - - - . - - —u.a;s-
; o /ka (z)du(z) = /fk Jdu(z - |
Sea A: wde R.. E;ueh&que A tiene medlda‘((dg chesgue) niila ssi Ve >__0.,._.
exfsfeﬁ*{'fck,dbl},bep; intervalos abiertos disjuntos tales que A C uk(ckz:‘di B=

\Ek(dk ~ Ck) <ET

A ac .leble ¥y (,M || ]|) el espac1o o de medxdas ﬁmtas con 31gno dota&cr : , =
~dela. norrhéi e.variacién total_- = , o T

1€ M: positiva, v ejM y € > 0 tales que ||y — pf| < e. Pruebe quesi .. | R
. A e esta.l‘ﬁue w(A) =G, eritonces [v(A)| <e. SRR

YR Sy B e > powar o tacpg T
‘Usando la. parte anterlor pruebe que si X C Mes precompacto entonceﬁ ex;te“ s e

Xe M ‘positiva tal que y=xg "\ pard Fodo s Pl i
. - Hint:’

Recnerd&que si /\,res ung saCesién en M*'e?i?bnrfes

?Ei‘”o‘b‘lq

Hipwp
e




L ) Sea ¢ ]R+ 5 ]R+ de clase C'1 estrictamente cremente y tal ¢( ) 0. Pruebe
©que

/ ¢(f(w) dp = / ¢'(ru{f > T}dr R
-/ a T,.d@a&acm L
roblema4 . Lo ‘__‘,“' i
Sean (X, %, ,u) un espacio de medida o-finita, p € [1;00]. ~ T e T2 =

Diremos que T': LP x & — R est4 Localmente Definida si dados f1 JaeI?) Bex . —

tales que fixs =faxp p — ctp, entonces T(f1, B) = T(f2, B). . ==
Sea1<p<ooyT L‘U(Z-—»]Rtalque 7 e
-3 e T estd localmente definida. - L o

LR *x!»’ siv ) ) : T

te T( f, 7'“ finttamente aditiva V fe LP’-;; ST = .

"o T(-\B) es lineal continua YBeX.

Demuestre que existe una nica funcmn 4. 5 L"

: - Cd % : | = / fgdl"; Vf E Lp VB e 2 "”‘*j“" e :"”l“- _ R -
2 /ﬁ'oblema 5(Ley débil-de- los graéldes»numeros) B ST e

Sea { X, }nen una sucesién de variables aleatorias reales 1ndepend1entes 1dentlcamentc sl
distribuidas, tales que E(X,) = -m y E(X; 2} - M < 0o. Demuestre que

!

. o - - - - ——

‘ i > 3:"'::;.;':1 ' ZX —-m >E _-_) 0 V8>O "v ‘ — ‘ ,,,:,,;!.
EARTRTI T B = e - R
- b Hint: Muestre que si Y es una variable aleatoria real, ce Ry b > 0,p > 0 entonces o
LR S A S E(|Y — cJF |
e PY -l > 0) s 2L )

Séa. {Fa }Mlima secrre‘nc“a decreciente de sub a—algebras de F, (1 e. .77,,+1 C f' :
Vn >:1),'y:séa {XﬂLf_I,h_ 2 1} una submartingala backward, es decir lE([X ) < &g,

Xn es Fp medlble-y E(X,|Fpt1) > Xn+1 Pc.s, para todon > 1. Se’ pmbara gueSL T
= hm,,__.oo E(X,) > =00, entonces XA es umformemente 1ntegrable~,, i )

Pa.r elIQse _vpmeeéei‘a comor sngue' -

 Demuestre que*’{'X’L'} - 'es‘umformemente integrable. :
Hint: Pruebe ~que sup,, _1_(|X | > A) — 0, cuando A — oo, y tambxen-,

mu&etré que ;‘f : R
= i ”]r XIdP < / Xidp. - e
{Xn>A} = {XESAL - - T

{,X },,_1 es uniformcmente ‘integrable-y. concluya e
€°que para’ cualquler € > 0 existen-m-€ N, X > 0 tales que

. ;».Sup/‘ | XldP < E.
, MM I{Xn<=A} . 2: A




