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P1. Sea S el conjunto de todas las sucesiones de nimeros reales indizadas por IN. Consideremos los
subconjuntos de S dados por
= {lan) €S: ), lanl? < oo} para p € [1,00)
° = {(an) € §: mdx, |a,| < oo}
o= {(an) € 5: limp o0 an =0}

Como es usual denotamos por ||(az)|l, = (3, [an|?)}/P parap € [1,00) ¥ [(an)loc = maxy, |an|.
Notemos que £7 = LP(N, P(N), p) para p > 1, donde p es la medidad o-finita de cuenta puntos
en N.

" w Pruebe que £° G €y G £ parap € [1,00)

"= Estudie la densidad de £ en £, y pruebe que este tiltimo es cerrado en £°°.

- w Considere e(n) € ¢ la secuencia que consta de ceros salvo un uno en la posicién n.
Demuestre que las combinaciones lineales finitas de {e(n) : n € N} son densas en £y (con
la topologia de £°) y en P, p € [1,00). ;Qué sucede para €27

, « Para esta parte supondremos p € [1, oo) fijo. Consideremos una aplicacién lineal [ : 2 — R
continua. Recordemos que la continuidad es equivalente a la existencia de una constante
M < oo tal que

Y(arn) € €7 |l{(an))] < Mll(an)l|p-

Definamos b, = l{e{n)). Pruebe que
U(an)) = anana
n

y concluya que (by,) esta en £ donde ¢ es el conjugado de p, esto es
1 1
-+ -=1
b q

Indicacién. Parap > 1y N € N considere la secuencia al™ ¢ §

|bn|9"tsigno(b,) 0<n <N
0 n > N,

aN——

pruebe que al™) € ¢7 y que I(al™) > ij:o {on|9.

P2. Sea (X, B, p) un espacio de medida finita. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
#(X) = 1. En particular p(A4°) = 1 — p(A).
Sea (Ap)nen una coleccién numerable de conjuntos medibles. Pruebe que

Z,u(An) < oo = p(lim 4,) = 0.
n

Recuerde que
lim A, = lim | Up>nAk.
n n -
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Para una suerte de reciproca supondremos que los conjuntos satisfacen la hipétesis extra

k k
VkZQ\/m1<~~-<mk€]N /I«(ﬂAmi) :H/J'(Amz) (1)
i=1 i=1

Pruebe entonces
= la siguiente generalizacién de (1)

; k k
VE>2Vmy <o <mu €N Ve {+, -} u(ﬂA,ﬁﬁ?) = T m(459). (2)
=1

t=1
donde A* = Ay A~ = A°. Use induccién en k y en m = |{i: £(i) = —}|.
= y la proposicién
Z,u(An) =00 = u(lim 4,) = 1.

Indicacién Le puede ser 4til la desigualdad: para una familia finita de ndmeros 0 < z; <

Li=1,---,n
n

[[a=2) <eTimm

i=1
Use ademds que los conjuntos (AS) también satisfacen la propiedad (2)

P3. Sea (X, 7,u) espacio de medida finita (u(X) = 1) y H : X — R medible. Se define la funcién
de distribucién de H, denotada por F : (—oo,00) - [0, 1], como :

F(e)=p({z € X : H(z) < a})
Demuestre que :

(a) F es creciente y continua a la derecha.
(b) para toda funcion ¢ : R — R, boreliana se tiene que:

/aﬂ@mmm:/mmwmm>
X R

Donde ur es la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a F.

TIEMPO 3 hrs.

SOLO LOS MAS CURIOSOS, PARA LA CASA. Sean X,Y dos conjuntos no vacios y S, R
dos semi-dlgebras en X e Y respectivamente. Considere la coleccién de conjuntos S® R = {4 x B :
A € S,B € R}. Pruebe que S ® R es una semi-dlgebraen X x Y.

En el caso especial de X =Y =Ry S = R = S(R) denotaremos por 52 = S(R) ® S(R).

» Pruebe que si B = { € R? : ||z|]| < 1} entonces existe una familia numerable (4,) C S2
tal qu L = |JA,. ;Es posible escoger (A,) disjuntos?. ;Es posible hacer lo mismo con
B={ceR: ||zl < 1)7.

» Pruebe que S? C B y que B = 0(S5?), donde B es la o-4lgebra Boreliana de R2.



