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[P1.] Considere un espacio de medida finita (X, F,v). Sea f : X — R, una funcién Boreliana, es

decir medible cuando dotamos a R, de la o-algebra de Borel B5.

(a) (2.0) Demuestre que G<(f) ={(z,t) €e X xRy : 0 <t < f(x)} es F ® B-medible.

(b) (2.0) Pruebe que G(f) = {(z,t) € X xRy : 0 <t < f(x)} es F ® B-medible. Para ello le
puede servir suponer primero que f es acotada por una constante, digamos K y considere
g =K — f. Pruebe que si A C X x [0, K] es medible en F ® B entonces el conjunto

B={(z,t) e X xRy : (z,K—1t)€ A},

también es medible. Concluya el resultado.

(¢) (2.0) Demuestre que
/ fdv=v@ X (G)=ve A (G.),
X

donde A es la medida de Lebesgue en R.

Nota: Lo anterior generaliza el resultado de cédlculo “La integral de una funcién positiva es el drea

bajo la curva”.

[P2.] Considere para cada t > 0 la siguiente medida de probabilidad p; concentrada en N dada por

tk
pe({R}) = p(t, k) = e

Para 0 < t; < ty--- < t, definimos la medida de probabilidad en R?, concentrada en el conjunto

numerable N2 = {(ny,ng, -+ ,n,) € NP:  ny <ng <--- <n,}, dada por

p
pity ety ({1, o)1) =[] ot = tj—1.m5 — nja),
j=1

donde hemos tomado ng = tg = 0.

(a) (3.0) Demuestre que existe una tnica medida de probabilidad en (R(:>) B(0:%)) que deno-
taremos por P, que tiene por marginales las medidas (pi¢,,... ¢, : p > 1,0 <1 < tg--- <tp),

esto es si X; denota las funciones coordenadas y 0 < ¢; < ty--- < t, entonces

]P)(th =Ny, 7ti = np) = Mty t, ({(nlv U 7”[7)})'

(b) (3.0) Pruebe que si 0 < u < s < ¢t entonces X; — X, es independiente de X,, y que ambos
tienen distribucién p;—s y p,, respectivamente. Para esta ultima parte le puede ser 1til darse

cuenta que:

P(X,=1,X;, — X, =m) :ZP(Xu =1,X,=7j,X,— X, =m).
3>l
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[P3.] Sea X un espacio métrico compacto y T': X — X una funcién continua sobreyectiva. Para

ze€ Xy f:X — R definimos :
N—

;-.

1
N =0 f
Consideremos F una familia densa numerable en C(X,R). Sea de ahora en adelante x € X fijo :

(a) (1.0) Pruebe que existe una subsucesién n; /" oo tal que limjﬁooS?" (z) existe para toda
fer

(b) (2.0) Pruebe que para g € C(X,R) la sucesién (Sy” (r)) es de Cauchy en R y concluya que
52°(x) = lim; oSy’ () existe y define un funcional lineal continuo de C(X,R) en R que
llamamos L.

(¢) (3.0) Concluya que existe una medida de probabilidad p en (X, 8(X)) tal que L, (g) = [ gdp
y tal que para B medible se tiene u(T~(B)) = u(B).



