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1. Preliminares

Para resolver el problema de minimizacién sin restricciones
min{f(z), z € R"} (1)
consideramos el algoritmo
g =gk 4 oQkdb, k=0,1,... (2)
donde aF es llamado el paso y d* es una direccién de descenso, es decir, satisface
f@F +ard®) < f(z%), k=0,1,... (3)
Para escoger la direccién de descenso podemos considerar:
1. “Método del maximo descenso”

d* = -Vfi*), k=0,1,...

2. “Método de Newton”

d* = — (v2f(x’f))

-1
Vf(z¥), siempre que V2 f(z*) sea definido positivo &k =0,1,...
Para escoger el paso podemos considerar las siguientes reglas

1. “Regla de minimizacién:” En cada iteracién o es tal que la funcién f es minimizada
a lo largo de la direccién d¥, esto es, a* satisface

fak +aFdh) = min f(a® 4+ adb). (4)

2. “Regla de minimizacién limitada:” En cada iteracién o es tal que

f(zF + akdh) = m[%']n] fla® + ad). (5)
agel|0,s

donde s > 0 es un escalar fijo.

3. “Regla de Armijo o de reducciones sucesivas:” Sean s,y o,cons>0,0< <1,
y 0 < 0 < 1 escalares fijos. En cada iteracién of = 3™ s donde my, es el primer entero no
negativo m que satisface

f(@¥) = f(@" + pmsd") > —o 3™ sV f(2F) d". (6)

4. “Regla de Goldstein” Sea o € (0,1/2) fijo. En cada iteracién o se escoge para
satisfacer
fa* + akdb) — f(a)

< <1l-o.
7= akV f(xk)tdk - 7




2. Problema

Problema 1.
Sea f: R™ — R una funcién dos veces continuamente diferenciable que satisface la condicién

m|ly||? < y'Vif(x)y < M|jy|*, Va,y€eR"

donde m y M son constantes positivas. Sea * el minimo de f.
Demuestre que

f@) ~ 1) < 5 IVF@? Vo e R
Slo—a"| < f(a) - f(@"), VweR™

Problema 2.
Sea f: R™ — R una funcién dos veces continuamente diferenciable que satisface la condicién

m|ly||? < y'Vif(x)y < M|jy||®, Va,y €R"

donde m y M son constantes positivas. Considere el método del méximo descenso zFt! =

zF — aFV f(2*) con oF elegido con la regla de Armijo. Sea z* el minimo de f y definamos

_4mpBo(1l —o)

1
" M

Mostrar que para todo k, se tiene

F@) = f@*) <r(f@*) = f(z7))

j* —2*|| < g,
donde ¢ es alguna constante.

Solucién:
Como oF se determina por la regla de Armijo, sabemos que o = ™k s, donde my, es el primer
indice m para el que

F@*) = "+ B sd") = o™V f(a*) d" (7)

y como estamos considerando el méximo descenso dj, = —V f(z¥), reemplazando esto en (7),
obtenemos

f(a® = FmsVf(a*)) = f(a) < —of™s|[VF (")) (8)

La expansién de segundo orden de f entrega

(8's)?

5 VI V@V "),

f@® = BsVf(ab) = f(a*) = —B's|V f(")]* +

para algliin T que estd sobre el segmento uniendo los puntos z* — sV f (iL‘k) y x*. Usando la
propiedad de la funcién f, sigue que
BisM
2

F(e* — BV b)) - () < s (1 ) IV @) (9)



Ahora, sea i, el primer indice ¢ para el cual 1 — % Bis > o, es decir,
M . M .
1—7513<0 Vi,0<i<ig, ¥y 1—?,8”“820'. (10)

Usando (7)-(9), concluimos que my, < 4. Por lo tanto o > &*, donde &* = B s. Asi, tenemos
faF = a*Vf(") - f(a*) < —ad® |V f (")) (11)

Notemos que (10) implica
M . M
o>1-— ?/sz_ls =1- %éék

Por lo tanto, &* > 243(1 — o) /M. Reemplazando en (11), obtenemos

PR — 1) < 1) - pa) - 2D (12)

La propiedad de f implica(ver problema anterior)
f@) ~ F") < V@) Ve € R (13)
Fle =2l < f2) = fa"), Vo R (14)

Combinando (12) y (13), obtenemos

FE™h) = fa*) <r(f(a) — f(2),  Vk,

4mpBo(l—o)
M

conr=1-— . Por lo tanto, tenemos

F@h) = f(a*) <" (f(@°) = f(2")), Wk,

que combinada con (14) entrega
| q

con ¢ = 2 (f(a%) - f(a*))

Problema 3.
Compare el resultado anterior con lo obtenido en la auxiliar 5.



