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Problema 1.
Sea f : Rn → R definida por

x ∈ Rn 7→ f(x) :=
1

2
xTAx+ bTx+ c,

donde A ∈ Mn(R) es una matriz simétrica definida positiva, b ∈ Rn y c ∈ R. Considere-
mos el problema de optimización siguiente:

P mı́n{f(x) : x ∈ R}

0. Demostrar que P posee una única solución x, caracterizada como la única solución
de la ecuación ∇f(x) = 0.

Para aproximar x, utilizamos el algoritmo del gradiente con paso optimal, que consiste en
construir una sucesión (xk) de la manera iterativa siguiente:

Inicialización: x0 ∈ Rn;
Definición de la iteración xk+1 a partir de xk (cuando ∇f(xk) 6= 0):

xk+1 := xk + tkdk,

donde dk := −∇f(xk), y tk es la única solución real (positiva) minimizando t 7→ f(xk+tdk)
sobre R.
El propósito de este problema es dar una idea de la rapidez de convergencia de (xk) a x
en función de un número asociado a la matriz A llamado el condicionamiento de A.

1. Verificar las siguientes relaciones: Para todo k ∈ N,

tk =
dT

k dk

dT
kAdk

, dk+1 = dk − tkAdk, d
T
k+1dk = 0,

f(xk+1)− f(x) = [f(xk)− f(x)]

[
1−

(
dT

k dk

)2
(dT

kAdk) (dT
kA

−1dk)

]
, (1)

2. Sean λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn los valores propios de A ordenados de forma decreciente.
Definimos

c2(A) :=
λ1

λn

, llamado el condicionamiento de A.

Demostrar las siguientes desigualdades: Para todo k ∈ N,

f(xk)− f(x) ≤ [f(x0)− f(x)]

[
c2(A)− 1

c2(A) + 1

]2k

(2)

‖xk − x‖ ≤
[

2(f(x0)− f(x))

λn

]1/2 [
c2(A)− 1

c2(A) + 1

]k

. (3)

1



Indicación: Puede utilizar el lema de Kantorovitch: Si A es simétrica, definida posi-
tiva, entonces

∀x ∈ Rn,
(xTx)2

(xTAx)(xTA−1x)
≥ 4λ1λn

(λ1 + λn)2

donde λ1 y λn son respectivamente el menor y el mayor valor propio de A.

3. Concluir que si k → +∞ entonces xk → x.

4. Sea ε < 1. Muestre que si

k ≥ ln ε

2 ln
(

c2(A)−1
c2(A)+1

)
entonces,

f(xk)− f(x)

f(x0)− f(x)
≤ ε

¿Qué sucede cuando c2(A) es muy grande?

5. ¿Qué puede decir de la rapidez de convergencia del método del gradiente a paso
optimal en función de c2(A)?.

Ejercicio 1.
Considere el problema

máx x1 + x2

s.a − x1 − x2
2 + ε ≥ 0

realice un análisis de sensibilidad con respecto al parámetro ε.
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