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Capitulo 1

Matematicas para la Optimizacion

1.1. Conjuntos Convexos

1.1.1. Problemas Resueltos

P1. Considere la norma euclideana en las siguientes definiciones:
= Dados v € R*\{0} y € > 0, se llama Cono de Bishop-Phelps al conjunto K (v,€) definido por:
K(V,S)z{x€R3 sog|vllllx] < (v} (1.1.1)
= Dados a,b € R?y y€ [0,1], se llama Pétalo de Penot al conjunto Py(a, b) definido por:
Pfa.b) = {xeR*: Alla—x]+|x—b| < b—all} (1.1.2)
» Dados C C R? y xy € R?, se llama Gota de Danes al conjunto [C, xo] definido por:
[C,x0] = Co({xp}UC) (1.1.3)

a) Pruebe que K(v,€) es convexo para cualquier v € R*\{0} y € > 0

b) Pruebe que Py(a,b) es convexo para cualquier a,b € R? y y € [0, 1]

¢) Pruebe que [C,x0] = {xo +1(c—x0): t € [0,1],c € C} VC C R?convexo y xy € R?

d) Pruebe que dados a,b € R? y y € (0,1) entonces B(b,r) C Py(a,b), donde
r=|la—b| % Concluya que [c,B(b,r)] C Py(a,b) Vc € Py(a,b)

Solucion:

a) Seanv € R*\{0} y € > 0 fijos, consideremos x,y € K(v,€) y t € [0, 1].
Seaz=tx+ (1 —1)y, veamos que z € K(v,€):
eflvilflzll = ef[vfizx+ (1 =)yl
< te||v|||xll 4+ (1 = £)elv]| || ¥l (propiedades de normas)
SI<V,X>+(1—t) <V,X> (x,yEK(v,e))

= <vvx>

Luego z € K(v,€), y como x,y,t son arbitrario se concluye que K(v,€) es convexo.



b) Seana,b € R?y y€ [0,1] fijos, consideremos x,y € Py(a,b) y t € [0,1].
Seaz=tx+ (1 —1t)y, veamos que z € Py(a,b):

Yla =zl +llz= bl =vlla —tx = (1 =)y| + [[tx+ (1 — 1)y — ]|
=vta+ (1 —t)a—tx— (1 —t)y|| + |ltx+ (1 —t)y—tb— (1 —1)b||
=vlt(a—x)+ (1 =1)(@a=y)|+t(x=b)+ (1 —=1)(y =D
< tylla—x|| 4+ (L =2)vlla—yll +lx— bl + (1 =1)[|y — bl
= t[ylla —x||+ llx =&l + (1 = 1) [¥lla =yl + [ly—&ll]
<tllb—al+(1—=1)[b—al
=|[lb—all

Luego z € Py(a,b), y como x,y,t son arbitrario se concluye que Py(a,b) es convexo.
¢) Esto es directo de la definicién de Co({xo} UC)
d) Seana,b € R?,y€ (0,1) y r como en el enunciado. Sea x € B(b,r), luego:
1=
I+y
= lla—bl| = [lx— bl +¥llx— bl +vlla — b

l¥ =l < fla—b]|

> |x=bll+vllx—df

Luego B(b,r) C Py(a,b). Mias atin como Py(a,b) es convexo y contiene a B(b,r) se concluye
que
[c,B(b,r)] C Py(a,b) VcePya,b)

P2. Demuestre que la proyeccién en R”, de un punto d, sobre la bola cerrada B(¢, 1) (suponiendo que
d ¢ B(¢,1)), estd dada por

a-¢
p@) =c+ —
la |

Solucion:

Como B(¢,1) es un convexo cerrado no vacio entonces la proyeccién de @ sobre la bola es tdnica,

— —

—Cc ... . . .
— minimiza la distancia de d a la bola.

bastard entonces ver que p(d) = ¢+ h
a—¢

=lla-¢f -1

por otro lado claramente p(d) € B(¢, 1), pues d(p(d),c¢) = 1.



P3.

Sea ahora X € B(c, 1),
d(@,x) = |la—x|
=l(@-o)-Fx-9|
> |la—ell - [Ix—¢ll
> |la—ell -1
=d(p(a),a)
Con lo cual concluimos que p(d) es la proyeccién de d sobre B(c, 1).

Sea A,B € S,(R) (Matrices simétricas de n X n). Supongamos que B no es definida negativa. Pruebe

la equivalencia de las siguientes afirmaciones:

a) (Bx,x) >0yx#0= (Ax,x) >0
b) Ju > 0tq A — uB es definida positiva

Indicaci6én: Considere el conjunto C = {({Ax,x), (Bx,x)),||x|| = 1}, asuma que es convexo.

Solucién:
(@) = (b)
Consideremos el conjunto convexo C = {((Ax,x), (Bx,x)) € R? : ||x|| = 1}. Observemos que C no
intersecta R~ x R puesto que se cumpliria que (Ax,x) <0y (Bx,x) > 0 con ||x|| = 1, lo cual con-
tradice (). Luego por Hahn-Banach podemos separa C de R~ x R™, més atin, como ambos conjuntos

son cerrados, la separacion es estricta, luego Ir e Ry s = (s1,52) € Rz\{O} tal que:
sTx>rvxeC Asly<rVyeR xR

tomando y = 0 se tiene que r > 0. Ademds si y € R™ x R™ se tiene que ry € R~ x R* V¢ > 0. Luego
necesariamente se debe tener que s; > 0y s < 0 pues de otra forma, siy € R~ xR, sTy =51y +5272
podria crecer hasta 4o contradiciendo el acotamiento por r.
Notemos ademds que s # 0 pues de no ser asi, necesariamente s, < 0 ya que s # 0 con lo cual se
tendrfa que V(x1,x2) € C s x = s1x] + s2x2 > r lo que implicarfa que V||x|| = 1

(Bx,x) < <o

52

lo que no puede ser pues B no es definida negativa. Por tanto,

x4 2x > L V(xn) €Co (Axx) + 2 (Bx,x) > — > 0V|x] = 1
S1 S1 S1 S1

52
Luego tomando u = —— se concluye.
51

(b) = (a)
Notemos que como A, B € S,(R), entonces A=A y B= BT y como Ju > 0 tal que A — uB es definida
positiva, se tiene que Vx # 0:

0 < x" (A —uB)x = x" Ax — ux" Bx (1.1.4)
= <ATx,x> —u <BTx,x> (1.1.5)
= (Ax,x) — u (Bx,x) (1.1.6)

Entonces  u (Bx,x) < (Ax,x) y como u > 0, se tiene claramente (a).



P4. Sea A € M,,»,, , c € R". Muestre que exactamente uno de los siguientes sistemas tiene una solucién:

Ps.

Ax=c (1.1.7)
ATy=0 Iy=1 (1.1.8)

Solucion:
Primero demostremos que si (1.1.7) tiene solucién, entonces (1.1.8) no tiene solucién. Sea x* la

solucién de (1.1.7) y supongamos y* solucion de (1.1.8). Se cumple entonces:

Ax*=c (1)
ATy =0 (2)
Iy =1 (3)

Multiplicando por y* en (1) se obtiene:
(x*)TATy* — CTy*

Esto no es posible ya que por (2) se tiene que el lado izquierdo es O mientras que por (3) se tiene que

el lado derecho es 1.

Ahora demostraremos que si (1.1.7) no tiene solucién entonces (1.1.8) tiene solucién.
Sea S = {w=Ax|x € R"} que es un convexo, cerrado y no vacio. Ademds como (1.1.7) no tiene

solucion, ¢ € S. Luego, existe un hiperplano separador, es decir, existe p € R", o € R tales que:

ple>a
plw<a Ywes

Equivalentemente:

ple>a
pTAxS a VxeR"

Tomando x = 0 se concluye que 0. > 0. Afirmamos que A7 p = 0. En efecto, suponiendo que (A7 p); #
0y tomando x = (ﬁ) e; se tiene:
plAx=(ATp)x =20 >«

Que contradice la condicién de separador, luego necesariamente AT p =0, tomando

se concluye que (1.1.8) tiene solucidn.

Considere el siguiente problema, en donde A es una matrizde m X n :

y sea x* una solucién ptima.



a) Suponga que xj,...,x, >0y x}‘- =0para j= p+1,...,n Demuestre que el sistema:

(S) Ad = 0
cld < 0
d]H-la adn > 0

no tiene solucién.

b) Demuestre, usando el teorema de Farkas, que existe un vector z tal que:
ATz <c
Solucién:
a) Supongamos que (S) tiene solucién d. Sea x(¢) = x* +td
Ax(t) = Ax" +1tAd = Ax(t) = Ax" =b
Ademds x(t) = (x] +1dy,...,x), +tdp,tdp+1,...,tdy) > 0 para t suficientemente pequefio. Luego

1

x(t) es P-factible con ¢ € [0,7) donde 7 = ml’n{ﬁ 1 pi <0}
i
Seat € (0,7) cualquiera. Luego
cTx(t) =Ty +ectd < Tx*

Lo que implica que x* no es solucién de P. Lo que es una contradiccién. Luego (S) no tiene

solucién.

b) Notemos que (S) puede escribirse como:

Ad <0
—-Ad <0
Td<0
Donde T = f(e; 1 el') (cada e; es un vector canénico de R"). Luego por Farkas
[AT7_AT>TT} y= -
y> 0

Seay = (u,v,w) luego

ATu—ATv+TTw=—¢

u,v,w >0

AT(v—u) <c

pues —T7w > 0. Finalmente tomando z = v — u se concluye.



P6. Considere el poliedro P = {y € R": ATy < ¢} con ¢ € R". Ademds considere el siguiente P.L.

Pruebe que P es no vacio ssi el minimo de (PL) es cero.

Solucién:
Supongamos que P es no vacio, es decir, Jy € R” tal que ATy < ¢, agregando una variable de holgura

7> 0y escribiendo y = u —v con u,v > 0 se tiene:
ATy—ATv4z=c
Definamos Ag = (AT —AT 1)y &= (u,v,2), luego
Ao =c con&>0

Por Farkas ﬂw € R” tal que Agw <0,c"w>0.

Lo anterior implica que Aw =0, w < 0y ¢/'w > 0, pero esto tltimo es equivalente a que fx > 0 tal
que Ax =0y ¢’ x < 0, pues basta tomar w = —x.

Finalmente con esto se puede concluir que si (PL) tiene solucién, entonces ¢/ w > 0y como w = 0 es
factible, se concluye que el minimo de (PL) es cero.

Para probar la otra implicancia basta ver que si suponemos que el minimo de (PL) es cero entonces
no puede exitir x > 0 tal que Ax = 0y ¢’ x < 0, pues ésto contradice el hecho que el minimo es cero.

Luego procediendo con Farkas al igual que la implicancia anterior se concluye.

1.1.2. Problemas Propuestos

P1. Sean
Z(b) = max{c'x/Ax < b, x>0}

V(c) =méax{c'x/Ax <b, x>0}

Demuestre que Z es concava y V es convexa, asumiendo que b y ¢ estdn en dominios convexos en los

que estos dos problemas son factibles y acotados.

P2. Definamos la envoltura convexa de un conjunto de puntos {xi,...,x,,} C R" por
m m
co({x1,.cyxm}) == {Zk,-x,-/?»,- e0,1)Vi=1,....mA 27"' =1}
i=1 i=0

a) Demuestre explicitamente que co({xj,...,X, }) €s un conjunto convexo.
b) Demuestre que todo punto extremo de co({x1,...,X;}) es necesariamente uno de los puntos x;.

¢) SeanA = {ay,...,am, } Yy B={b1,...,bm, }. Demostrar que
co(A x B) = co(A) x co(B)
d) Calcule los puntos extremos del hipercubo en R”

0,1":={zeR"/z € [0,1]Vi=1,...,n}



P3.

P4.

Ps.

Pe.

P7.

a) Demuestre que un poliedro es acotado si y sélo si no tiene direcciones extremas.

b) Sea P={x € R": Ax=b, x > 0} un poliedro convexo compacto (cerrado y acotado) en R”,

con A € M(R),xn de rango m(m < n). Demuestre que las siguientes son equivalentes:

1) Cada elemento de P tiene al menos m componentes mayores que cero.
2) Cada punto extremo de P tiene exactamente m componentes mayores que Cero.
Indicacion: Use la caracterizacién de un poliedro en funcidén de sus puntos extremos y sus

direcciones extremas.

(Descripcion de un semi-espacio de Voronoi).
Sean a y b puntos distintos de R”. Muestre que el conjunto de todos los puntos que estan mas cerca
de a que de b en norma euclideana, i.e., {x: ||x —al]2 < ||x— b||2}, es un semi-espacio. Describalo

explicitamente como una desigualdad de la forma ¢’ x < d. Dibdjelo.
Sean A matriz p X n'y B matriz g X n. Demuestre que uno y sélo uno de los siguientes tienen solucién

a) Ax<0 Bx=0
b) ATu+BTv=0 u#0,u>0

Considere la pareja primal-dual:

(P) minclx (D) maxbTy
Ax=Db ATy <ec
x>0

Probar con Farkas que si (D) es no acotado entonces (P) es infactible.

Determine todos los puntos y direcciones extremas del poliedro

10
10

X1 +x24+x3+x4+x5

X| — X2 +X3—X4— X5

X1,X2,X3,X4,X5 > 0



1.2. Funciones Convexas

1.2.1. Problemas Resueltos

P1. a) Considere el siguiente problema

Donde todas las g; son funciones convexas.

Demuestre que la region factible S = {x € R" : g;(x) <0,i=1,...,n} es convexa.
b) Considere f una funcién convexa y S un conjunto convexo. Entonces
X ={x": f(x*) < f(x) Vx € S}
€s convexo.

Solucion:

a) Seanxy,x; €Sy A€ |[0,1]. Definamos z = Axj + (1 — A)x,, veamos que z € S.

Seai € {1,...,n} entonces:
8i(2) < Agi(x1) + (1 —A)gi(x2) ( Convexidad de g;)

y como xj,xp € S se tiene que g;(x1) <0y gi(x2) <0, conlo que g;(z) <O0.

Dado que i es arbitrario, se concluye.

b) Sean x1,x; € X* y A € [0,1]. Definamos z = Ax; + (1 — A)x,

f(@) <Af(x)+(1=A)f(x2) ( Convexidad de f)
SAf(x)+(1=2)f(x) (VxeS)
= f(x)

Finalmente f(z) < f(x) Vx € S, con lo cual z € X*

P2. a) SeaS un conjunto convexo no vacio de R". Pruebe que:
) f(y) = inf{[lx—y[/x € S}
2) g(y) =sup{y"x/x € S}
son convexas.

b) Sea f(x) =max{fi(x),..., ()} y fi,-., fc : S — R (S C R"), funciones convexas.

Demostrar que f es convexa.

Solucion:

a) 1) Seany;,y; € R"y A € [0,1]. Definamos z = Ay; + (1 —A)y»
Dado x € S cualquiera, éste se puede expresar como x = Ax+ (1 — A)x, entonces:
f@) < llz—xll
= A1 =x)+ 1 =2 (2=
S Myt =x[l 4 (1 =) [ly2 — x|



Luego tomando inf sobre S se tiene:

f(@) <inf{Mlyr —x[[+ (1 =) [[y2 —xl| - x €8}
< Ainf{|ly; —x|| : x€S}+ (1 =A)inf{||y2—x| : x €S}
=AM ()+ 1 =2)f(n)

De donde se concluye.

2) Seanyj,y; € R"y A € [0,1]. Definamos z = Ay; + (1 — )y, entonces se tiene:

g(z) =sup{Ay1 + (1 =AN)ys]"x: xS}
=sup{Ay]x+(1-A)ysx: xS}
< Ksup{lex; xeSt+(1-A) sup{ygx txeS}
=Ag(y1) +(1=2)g(y2)

De donde se concluye.
b) Sean x1,x; € Sy A € [0,1]. Definamos z = Ax; + (1 —A)x,.
Seai € {1,...,n} cualquiera, entonces:
fi(2) < Afi(xn) + (1= A) fi(x2) ( Convexidad de f;)
SAf () + (1=A)f(x2) (pues fi(x) < f(x) Vx €)

Luego tomando maximo sobre i en el lado izquierdo se concluye.

P3. Sea f: R — R una funcién continua que satisface la desigualdad siguiente:
X+

h
<= f)dy, xeR, h>0.
2h x—h

f()

Pruebe:

a) El maximo de f en un intervalo cerrado [a, D] es alcanzado en a o en b.

b) f es convexa.

Indicacion: Considere L(x) =

Solucién:

a) Supongamos que el maximo no se alcanza en los extremos, luego por el teorema de Weiestrass

Jc € (a,b) que maximiza a f. Ademds, dado que f(a), f(b) < f(c) se tiene por continuidad
de f, que Jag,by € [a,b] tal que f(x) < f(c) si x € [a,ap] 0 x € [bo,b]. Sea h > 0 tal que
c—h€la,ap) oc+he (by,b] y que ademads [c — h,c+ h] C [a,b]. Sin perdida de generalidad

supongamos ¢ — h € [a,dp), luego aplicando la desigualdad del enunciado se tiene:

1 c+h
fle)=5, - f(y)dy
< [ o [ o] (FO) < £e) ¥y € le— hyao)
< g ll@0 =+ f(©)+ (e h=a0) ()]

=f(c)

Lo cual no puede ser, luego se tiene lo pedido.

10



b) Consideremos L(x) como en el enunciado. Como es lineal, entonces es convexa y mds atn,
verifica la desigualdad del enunciado (de hecho es una igualdad). Ahora consideremos G(x) =
f(x) — L(x), luego por linealidad de la integral y, dado que f y L verifican la desigualdad en-
tonces G también la verifica. Luego aplicando la parte (a) se tiene que G alcanza un maximo en

a o en b. Pero G(a) = G(b) = 0 Luego se tiene que
Gx)<0= f(x) <L(x) Vxé€]la,b

Finalmente para cualquier ¢ € [0, 1], tomando (1 —#)a +tb € [a,b], substituyendo esto en la

reciente desigualdad se obtiene que f es convexa.

P4. ) Pruebe que cualquier norma en R” es convexa.

b) Demostrar que el conjunto {(x,y) € R?: \/|x|++/]y| < 1} no es convexo. (hacer un dibujo de
este conjunto). Deducir de ello que:

Iyl = (VIxl+ VD)

No es una norma en R2. Qué condicién falla?

Solucién:
a) Sea || - || una norma en R”. Sean ¥,y € R" y A € [0, 1] entonces:
[IAx+ (1 =A)y|| < [|AX]] + |[(1 = L)Y (desigualdad triangular)
=MX|| 4+ (1 =A)|]¥] (positividad homogénea)
Como X,y y A son arbitrarios, || - || es una funcién convexa.

b) Primero notemos que podemos escribir C como C{(x,y) € R?: ||(x,y)|| < 1} con |-|| la funcién

definida en el enunciado. El dibujo del conjunto C estd dado por la figura. Para ver que C no es

Figura 1.1: Dibujo de C

convexo, bastard dar un contraejemplo, un caso posible es tomando X = (%,0) yy=(0, %) y

ver que %)'c’—i— %y ¢C.
Ahora bien como C no es convexo 3X,y € C 3 € (0,1) tal que AX+ (1 — L)y ¢ C, es decir

A+ (1 -2)y] =1

11



Supongamos que ||-|| es norma, entonces en particular debe cumplir la desigualdad triangular,

entonces se debe tener que:
A%+ (1= M)F|| < [AX]| +[1(1 = M)F]| = M [[%]] + (1 =) ]
como X,y € C ||¥||, ||¥|| < I eso implica que
IAX+(1-A)¥] <A+(1-2)=1

lo que es una contradiccién. Por lo tanto ||-|| no es una norma pues no cumple la desigualdad

triangular.

P5. Sea g : R” — R una funcién convexa . Se define f(x) = e (), Muestre que f es convexa.
Solucién:
Sean x,y € R", A € [0, 1]. Por definicién se tiene:

Fx—+ (1 =1A)y) = egat(1=1)
Como g es convexa y la exponencial es una funcion creciente se tiene que:

g(x+ (1=2)y) < Ag(x)+ (1 -N)g(y)
8 0+(1-1)y) < gl +(1-N)g(y)

Notando que la exponencial es una funcién convexa se tiene:
M) H(1-R)8() < Ye8() 4 (1— Meg(y) =Af(x)+ (1=N)f(y)
Juntando todo se tiene:
SOx+(1=0)y) SAf(x)+(1=2)f()

Se concluye que f es convexa.

P6. Sea f: R" — (—oo, +o0] dada por:

1—vV1—x% sixe[-1,1]

+oo six € (—oo,—1)U(1,00)

flx) =

Demuestre que:

of (x) = {mxﬁz} sixe(=1,1)

0 Six € (—o0,—1]U[1, )

Solucion:

Demostremos primero que f es convexa, la desigualdad:

Fx+(1=A)y) SAfx)+(1-A)f0)

Se cumple claramente si x & [—1,1] o0 si y € [—1,1]. Ademds f es diferenciable en (—1,1) y se

cumple:

12



1

Luego f"(x) >0 Vx € (—1,1)y se tiene f convexa en (-1,1). Por lo tanto hasta ahora se tiene que:

fx) =

fOx+(1=0y) <A () +(1=1)f(y) VxyeR\{-1,1}

Sean x =1,y € (—1,1), para todo n natural se cumple:

FOO- D a-ay <ara- Y ra-nre

n n

Notemos que A(1 — 1)+ (1 —A)y € (—1,1) y f es continua en (—1,1). Luego:

Jim f(?»(l—%)Jr(l—?»)y):f(7»+(1—7v)y)

n—-+oo

Ademads como f es continua a la derecha en x = 1 se cumple:

lim_f(1-) = 7(1)

n— oo

Tomando limite en la desigualdad mencionada se concluye:
SO+ (1 =A)y) <A+ =2)f(0)
El caso x = —1 es andlogo a este, asi como el caso x = 1,y = —1. Se concluye:
fOx+(1=1)y) <M )+ 1 -Mf(y) vxyeR Ae0,1]

Es decir, f es convexa. Ahora, como f es convexa y diferenciable en (-1,1) se tiene que:

700 = (') = { s} xe 1)

X
V1—x2

Ahora sea x € R\ [—1,1] y supongamos que existe £ € R tal que:
fO) 2 fx)+&(y—x) VyeR
Tomando y € (—1,1) y notando que f(x) = oo se concluye que tal & no existe y:
af(x) =0 xeR\[-1,1]
Parax=1,sea& € R tal que:
1=V1=y2 > 1+E(y—1) Vye(-1,1)

Equivalentemente (notar (y — 1) < 0):

VI e e -

y—1
Acercéndonos a 1 tanto como se quiera se concluye & = o lo que es una contradiccién. El caso x = —1
es andlogo a este y se concluye & = —eo que también es una contradiccion.

Finalmente:
X

Af (x) = {m} six€(-1,1)

0 six € (—oo, —1]U[1,e0)
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1.2.2. Problemas Propuestos

P1.

P2.

P3.

P4.

Ps.

Pe.

a) Sea f:S— R, S CR”, siendo S convexo. Demostrar que

E={(x,a) e SxR: f(x) <o} esun conjunto convexo <= f es una funcién convexa

b) Sea (P) : minf(x),c € Q, en que f: Q+— R, es convexa. Demostrar que si xj,...,x; € Q son

soluciones de (P) entonces cualquier punto de co{xi,...,x;} es solucién de (P).

Suponga que C C R™ es convexo y que las funciones fi, f2,..., fn : C — R son convexas, y defina
una funcién f : C — R" con componentes f;. Suponga ademds que f(C) es convexo y que la funcién
g: f(C) — R es convexa e isotona, es decir, para todo y < zen f(C), se tiene que g(y) < g(z). Pruebe

que go f es convexa

Muestre que una funcién continua f : R” — R es convexa ssi para cada linea segmentada, su valor
promedio en el segmento es menor igual que el promedio de sus puntos extremos del segmento: para

cadax,y € R",

[ e a0

Sea f : [a,b] C R — R una funcién tal que f(x) > 0 Vx € I. Suponga que ¢ f(x) es convexa en [

para cada ¢ € R. Muestre que log f(x) es convexa en I.

Sea f: R"™ — R una funcién convexa. Considere la funcién F : R" — R dada por:

F(x) = faf f(xu)

Donde U C R™ es un conjunto convexo no vacio tal que F(x) > —oo Vx € R". Muestre que F es
convexa.

Indicacién: Muestre que no puede existir un a € [0, 1], x1,x € R" y u;,up € U tales que
Flowy + (1 —0)x) > ouf (x1,u1) + (1 — o) f (x2, u2)
Considere la funcién f : R — (—oo, 00| definida por:

0 sixe [—1,1]
fx) =< |x|—1 sixe[-2,—-1)U(1,2]
Foo six € (—eo,—2)U(2,00)

Demuestre que:

{0} sixe (—1,1)
[~1,0]  six=—1
[0,1] six=1

37() = {-1} s?xe(—Z,—l)
{1} six e (1,2)

(—o0,—1] six=-2
[1,4+00) six=2
0 $ix € (—o0, —2)U(2,00)
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P7. Sea S C R”, un conjunto convexo y sean fi,..., fx : S — R, funciones convexas y diferenciables.
Sean ademds f(x) = max{fi(x),...,fi(x)} yx€S.

Sisedefine I ={i=1,...,k / f(X) = fi(X)} entonces se cumple

of () ={Y MVfi(x) /M > 0,i € 1Y A =1}

iel iel
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Capitulo 2

Caracterizacion de Optimalidad

2.1. Optimizacion con Restricciones

2.1.1. Problemas Resueltos

P1. Sea
(P) min —3x+y—z7
s.a. x+y+z <0

—x+2y+7>2 =0
a) Escriba las ecuaciones de KKT para (P).

b) Encuentre la(s) solucién(ones) 6ptima(s) de (P) usando (a).
Solucion:

a) Imponiendo las condiciones se obtiene

34+u-A=0 (2.1.1)
1+u+2L=0 (2.1.2)
—2z+u+2Az=0 (2.1.3)
u(x+y+z)=0 (2.1.4)
—x+2y+22=0 (2.1.5)
u>0 (2.1.6)

LeR (2.1.7)

b) De (2.1.1) y (2.1.2) se tiene que u = 2 yA= —%. Luego de (2.1.4) necesariamente x+y+z =0.

3
De (2.1.3) se tiene que z = % y de (2.1.5) se concluye que x = %185 ey= ngg.

P2. Considere
(P) min f(x)
sa. gi(x)<0, i=1,....m

Sea ¥ € R”" un minimo local de (P). Seal = { i/ g;(x) =0}. Suponga que f,g; € C'(R") Vi=1,...,m.
Pruebe que Fy NG = 0, donde

Fo={d: Vf(x)Td <0}
G={d: Vgi(®Td<0, icI}

16



Solucién:
Por contradiccién, supongamos que 3d € Fy N G. Luego como X es un minimo local, satisface las
condiciones de KKT, esto es, Juy, ..., u, > 0 tales que
V) + Y uiVgi(x) =0

il

multiplicando la ecuacién anterior por d” se tiene
V@ d+Y uVegi(®)Td=0=Vf(®)"d=-Y uVgi(x)d.
i€l icl

Esto no puede ser, pues el lado izquierdo de la ecuacién es < 0, sin embargo, el lado derecho > 0

pues es el opuesto a una combinacién lineal positiva de nimeros negativos. Finalmente Fp NG = 0.

P3. a) Seaxp € R", A € M;,xn(R) y b € R™. Considere el siguiente problema

1
(P) min E||x—xo||2
saa. Ax<b

Muestre que los multiplicadores de KKT deben satisfacer:

uT AATu = u” (Axo — b)
u>0
ucR"
b) Resuelva
min %(x2 +y*+7%)
sa. x+y+z<-3

Solucién:
a) Seax’ =x—xoyb' =b— Axy, entonces (P) se transforma en
1
(P) min S |YIP
sa. el (AX —b)<0, Vi=1,...m

Donde los ¢; es el i-ésimo vector canénico de R™. Si x’ es solucién de (P’) entonces debe

cumplir las condiciones de KKT y como

V() =
Vgi(¥)=ATe; Vi=1,...m

Se tiene que Juy, ..., u,; > 0 tales que

X+ Z wATe; =0
i=1

ui(el AX — b)) =0 i=1,....m

Definiendo u = (uy,...,un) € R% las ecuaciones anteriores quedan como (sumando sobre i en

la segunda)

K +ATu=0
ul (AX —b')=0
u>0
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despejando x’ de la primera ecuacién y reemplazando en la segunda queda
uT AATu = —u"b' = u” (Axo — b)
que era lo pedido.
b) Consideremos A =[1 1 1], b= -3y xo = (0,0,0)7. Luego, por parte (a), si el problema tiene
solucién el multiplicador de KKT asociado a ésta debe cumplir:

uTAATu = —b = 3u*> =3 (pues AAT =3).

Luego u = 1y por la parte anterior se tenfa que x¥' = —ATu = —[1,1,1]. Luego la solucién del

problemaesx=y=z=—1.

P4. La funcién de Cobb-Douglas es muy utilizada en Economia para representar la relacién entre los
inputs y los outputs de una firma. Toma la forma ¥ = AL®K®, donde Y representa los outputs, L
el trabajo y K el capital. Esta formulacién puede ser aplicada a la utilidad y toma la forma u(x) =
)c(l)t1 ---x%_ donde los exponentes son positivos y suman 1. Considere el problema de maximizacién
de la utilidad:

maxx%y! ~*
DiX+py=w
x,y>0

donde p1, p» > 0 son los precios y w > 0 el presupuesto.

a) Escriba las condiciones de KKT y encuentre una solucién de ellas, en funcién de py, p2, wy o.
b) (Se puede decir que esta solucion es 6ptima para el problema original? Justifique.

¢) Encuentre el multiplicador A, en funcién de py, p2, wy O
Solucién:

a) Notemos primero que el problema se puede escribir como un problema de minimizacién

— min —x%y! ¢

PiX+py=w
x,y>0
Ademas como la funcién es continua y el conjunto de restricciones es compacto (cerrado y

acotado), la existencia de un maximo estd asegurada. Imponiendo las condiciones de KKT al

problema se obtiene

*Otxu_lyl_aJr)Lpl —Uuj =0
—(1—a)x*y ™ *+Aps —up=0
Siu; #0yu; =0entoncesx=0ey= 17% y la utilizadad es 0.
Siuy#0yu; =0entoncesy=0e x = pﬁl y la utilizadad es O.
Siu; #0y uy # 0 entonces x =0 e y =0, lo cual no es factible pues se tendria w = 0. Veamos
el caso mds interesante, cuando u; = 0y u, = 0. Las condiciones de KKT quedan
_ax(xflylf(x_i_}\’pl -0
—(I—o)x*y 4+ Ap2=0
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esto implica que

o lylme L (1 ogaty N ) 2
P1 p2 ap2

y como p1x—+ py = w, reemplazando y se obtiene

ow (I—o)w
x=—ey=-——"—.
P1 P2

b) Esta solucidén es Optima pues entrega una utilidad positiva y si existiera otra solucién distinta
cuyo valor fuese mayor, necesariamente deberia satisfacer las condiciones de KKT, luego al
menos uno de los multiplicadores deberia ser igual a cero, con lo cual la funcién objetivo seria
0, lo que es una contradiccién.

o—1,,1—-o

y
P1

P5. Resuelva utilizando las condiciones de KKT

¢) Como A= , basta reemplazar los valores obtenidos anteriormente.

min x? +y?
s.a. x+y=5
xy >4

(x—4)2+(-2)*<1

Solucién:
Como la funcién es continua y el conjunto de restricciones es compacto, entonces estd asegurada la
existencia de un punto que resuelve el problema. Notemos que el problema también se puede escribir
como
min x> +y°
x+y—-5=0
4—xy<0
(x—42+(>-2>-1<0

Imponiendo las condiciones de KKT se tiene

2x+A—uy+uy(2x—8) =0 (2.1.8)
2y+A—ux+uy(2y—4) =0 (2.1.9)
u(d—xy)=0 (2.1.10)
upy((x—4)>+(y—2)2—-1)=0 (2.1.11)
x+y—5=0 (2.1.12)

4—xy<0 (2.1.13)
(x=4)2+(y—22-1<0 (2.1.14)
ut,uy >0 (2.1.15)

LER (2.1.16)

Separemos el andlisis en 4 casos

a) (u1 =0,up =0)
de (2.1.8) y (2.1.9) setienequex =y = —% yde (2.1.12) se tiene que p| = (%, %) es el candidato,

pero este punto no satisface (2.1.14), luego no puede corresponder a un minimo.
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b) (Ltl 75 0, Uy = 0)
De (2.1.10) se tiene que xy =4 y de (2.1.12) se tienen 2 posibles puntos, p, = (4,1) y p3 = (1,4),
pero p3 no satisface (2.1.14), luego no es un punto factible y al evaluar p, en (2.1.8) y (2.1.9)
se tiene que u; = —2 lo que indica que tampoco es un punto de KKT.

¢) (u1 =0,up; #£0)
De (2.1.11) se tiene que (x —4)2 + (y —2)> = 1 y de (2.1.12) se tienen 2 posibles puntos,
ps=(4,1) y ps = (3,2), pero al evaluar ps en (2.1.8) y (2.1.9) se tiene que u, = —3 lo que
indica que no es un punto de KKT. Sin embargo, al evaluar ps en (2.1.8) y (2.1.9) se tiene que
ur = 1, luego ps es un candidato a solucion.

d) (Ltl 75 0, up 75 0)
De (2.1.10) se tiene que xy = 4, de (2.1.11) se tiene que (x —4)> 4 (y —2)?> = 1 y de (2.1.12) se
tiene que la vinica solucién posible es pg = (4, 1), pero al evaluar pg en (2.1.8) y (2.1.9) se tiene

_30+3)
2

queu; =8+Ayup = , pero como u; > 0 se tiene que A > —8 entonces up < —3 < 01lo

cual no puede ser. Luego pg no es punto de KKT.
Como estd asegurada la existencia de un minimo, este debe ser ps = (3,2).

. Encuentre el maximo de la integral

J(x,y) = / e —e Mt

respecto a los limites de integracion sujeto a la restriccién y — x = ¢, donde ¢ # 0 es una constante.
Solucién:

El problema se puede plantear como

—min —J(x,y)

sa. y—x—c=0

Para imponer las condiciones de KKT, que en este caso se reducen a Multiplicadores de Lagrange,
necesitamos calcular VJ(x,y), para ello calculemos las derivadas parciales de J(x,y), apoydndonos

en el teorema fundmental del calculo

oJ 0 X _ Zx oy
(—k(%)’):ax(—/y (e'—e 2t)dt>=—(e —e )
g;(x,y) = aay (/y (e — e—Zt)dt> eV Y

Luego, imponiendo las condiciones se tiene que

aJ
_ai(X’Y)—7»=€*x—e*2"—7u:0
X
aJ ,
—g(x,y)—kkz—e_)—ke_zy{-}bzo
LER
lo que implica que
P 76‘_2“( —e Y 76—2}' _ e—xe—cie—Zce—Zx
mds atn )
. 1 —e 2
(1—e e =(1-e )™ = =" 50
—e C
] —e 2 1 —e 2
Luegox:ln( 1 e_‘> e y:]n( 1 ¢ " ) + ¢ es la solucion.
—e ¢ e
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2.1.2. Problemas Propuestos
P1. Resuelva utilizando las condiciones de KKT

max x]—e 2
s.a. sin(x)+x <0

x1 <3

P2. Considere la siguiente familia de problemas de programacién cuadrética:

1,2 2
min 5x{ + 2x2 —2x

x1+x27K20
x1,x2 >0

donde k¥ € R. Llamaremos instancia de esta familia de problemas, a uno particular, es decir, para un
k € R fjjo.

a) Entregue una interpretacion geométrica de una instancia de esta familia de problemas.

b) Explique por qué una instancia particular siempre tiene una solucién 6ptima.

¢) Usando las condiciones de KKT, verifique que (3/2,5/2)7 resuelve la instancia dada por k = 4

d) Encuentre los valores de ¥ para los cuales las soluciones de las correspondientes instancias se
encuentran en la frontera de la region factible. Encuentre también los 6ptimos de estas instancias

y los multiplicadore de KKT asociados.

e) Con las mismas condiciones de la parte anterior, compare el valor del multiplicador de KKT
asociado a la restricciéon x; +x, — kK > 0 y la derivada del valor 6ptimo de la funcién objetivo
con respecto a .

f) (Cudl es la solucion éptima para una instancia arbitraria de esta familia de problemas, tal que

sea alcanzada en un punto al interior de la regién factible?

P3. Sean f,g;,h; eC'Vi=1,....mVj=1,...,1. Dados u € R™, u >0, v € R, considere el problema

!
(B) min f(x —I—Zu,gl —|—Zvjhj(x)
j=1
sa. xeR”

Probar que si ¥ es solucién de (%) entonces también es solucién del problema

(®)  min ()
sa. gilx)<gi® Viel:={i/u>0}
hj(x)=hj(x) Vj=1,...,m

P4. Sea P, el espacio vectorial de los polinomios a valores reales de grado menor igual a 2.

Consideremos la funcién J : P, — R definida por

ﬂﬂ=47m%x

SeaQ={f € P: f(1) =1}. Se sabe que J alcanza un minimo sobre Q.

Nuestro objetivo es encontrar dicho minimo, para ello proceda de la siguiente forma:
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a) Sea f(x) € Py, es decir, f(x) = ax’ +bx+c con a,b,c € R. Pruebe que existe G : R® — R
tal que G(a,b,c) = J(f). Ademads pruebe que f € O siysélosia+b+c=1.

b) Resuelva el problema minG(a,b,c) s.a. a+b+c=1
¢) Encuentre f* € P, tal que J(f*) < J(f) Vf € P,. Concluya.

PS. Una caja rectangular estd situada en el primer octante como se muestra en la figura, con una de sus
esquinas en el origen y con las tres caras adyacentes a los planos formados por los ejes coordenados.
El punto opuesto P = (x,y,z) estd restringido a la superficie del paraboloide de ecuacién x> +y* +z =

1. Determine las coordenadas de P para que la caja sea de volumen médximo, para ello:

a) Pruebe que el problema se puede escribir como maximizar f(x,y) = xy — x>y — xy®, y determine
los punto criticos de f que caen en el primer cuadrante (x > 0, y > 0). Ademds determine la

naturaleza de dicho(s) punto(s) critico(s). Determine P.

b) En vez de sustituir z, uno también podria utilizar Multiplicadores de Lagrange para maximizar

el volumen V = xyz con la misma restriccién. Resuelva y compare con su solucién anterior.

P6. (Programacion Cuadratica)
Sea A € My, (R) simétrica, C € My (R) de rangom, b € R" y d € R™.
Suponga que
ViAv>0 WweKerC={ucR": Cu=0}.

Considere el siguiente problema
1y T
(Q) min 7% Ax+b"x
sa. Cx=d

a) Muestre que la matrix P es invertible, donde

c 0

A CT]

b) Escriba las condiciones de KKT del problema y muestre que tienen solucion Unica.

¢) Si A es definida positiva, encuentre explicitamente la solucién de (Q).
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Capitulo 3

Programacion Lineal

3.1. Algoritmo Simplex

3.1.1. Problemas Resueltos

P1. Resolver usando fase 1 y fase 2 de simplex el problema

min  3x; +x2+9x3 + x4
s.a. X1 +2x3+x3=4
Xo+x3—Xx4 =2

x; >0

(P)

Solucién: Se aplica la fase 1 de simplex:

min X5+ X¢
s.aa. x1+2x3+x4+xs=4
X2+ X3 —X4+x6 =2

x; >0

(Pa)

Notando que
[1 02 1 10
A_

o 11 -1 01

Se escogen x5, x en la base, luego B=1y porlotanto B~ =1, B-'\N =N, B~ 'b =b.

El cuadro inicial es:

-1 -1 -3 0 0 0|6 -1 2 0 -3 0 3]0

4 ~ 1] 20 3 1 20

2 o 1 1 -1 0 1|2

A partir de la tabla final, se escoge B como la submatriz de A formada con las columnas de x; y x3.
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Fase II:

0

2
) ] y de la tabla final de fase 1 se observa que:

2
3 g |0
1 -1 2

0
cr=(3,9 = —C,§B‘b=—(3,9)l ]:—18

B IN=

Ademas se tiene:

=1 = cNT=<1,1>—<3,9>[f _3’1]:<—2,1>

El cuadro inicial es:

0 20 1|18 002 —1]-14 1 0 4 0|10
1 -2 0 3 0 ~ 1.0 2 [1]]4 ~ 10 2 1[4
o [1] 1 —1] 2 01 1 —1|2 11 3 0/6

por lo tanto X = (0,6,0,4) con Z = 10.

P2. Una empresa produce espirales, corbatitas y fetuccinis. La produccion se basa en 2 recursos princi-
pales, R; y R, y que son limitados. Producir corbatitas aumenta en 2 unidades la disponibilidad de R,
mientras que producir espirales aumenta en 1 unidad la disponibilidad del R;, por otro lado producir
fetuccinis y espirales disminuye en 2 y 1 unidades respectivamente la disponibilidad de Ry, mientras
que producir corbatitas y fetuccinis disminuye en 3 y 1 unidades respectivamente la disponibilidad de
R». Si inicialmente hay una disponibilidad de 10 unidades de R; y 20 unidades de R, y los precios en
el mercado de corbatitas, fetuccinis y espirales son de 3, 7 y 2 respectivamente, plantee el problema
que resuelve la empresa para planificar su produccion y obtenga la cantidad que corbatitas, fetuccinis

y espirales que produce.

Solucion: Sea x; = Cantidad de corbatitas, x, = Cantidad de fetuccinis, x3 = Cantidad de espirales.
El problema que resuelve la empresa es:

min  —3x; — 7xy —2x3
P) s.a. 2x7 + x3 < 104 2xy
3x1 +x2 <20+4x3
X1,X2,X3 >0

min  —3x; — 7xp — 2x3 +0s1 + 0s2

s.a. —2x1 +2x2 +x3 + 51 =10
PN
3x1+x—x3+ 52 =20
X1,X2,X3,51,52 >0

Sean



Asi
CBT = (07 0)7 CNT = (737 777 72)7 C7N = (73a =7 72)

Entonces el cuadro inicial es:

-3 -7 =2 0 0] 0 -10 0 3 I o]3s
-2 1 0 ~ -11 1 1 5
3 1
3 1 -1 0 120 4] o =3 -1 1|15
00 -3 -3 3|¥ 0 18 0 9 7230
~ 0 1 |g| 3 31 % ~ o0 81327
3 1 1 15
1o 3 -l 1| I 301 1|30
Por lo tanto la solucién de (P) es x; = 30, x, =0, x3 =70

P3. Llevar el siguiente problema a su forma canénica

min  x; + x| +x3
sa. x1+x <2
2x14+x3=0

Solucién: Notar que |x;| = mdx{x,, —x»} luego la funcién objetivo puede escribirse como
max{x; +x, +x3,x] —x2 +x3}
y el problema se transforma en

min  max{x; +x +x3,x] —x2 +x3}
s.a. X1+x <2
2x1+x3=0

y este problema a su vez puede escribirse como

min X4
s.a. X1 +x <2
2x14+x3=0

x1+x+x3 < x4
X1 —x2+x3 < x4

Agregando variables de holgura se obtiene

min X4
s.a. X1+x0+x5=2
2x14+x3=0

X{+x24+x3—x4+x6=0
X{—X2+x3—x4+x7=0
X5,X6,X7 Z 0
y finalmente desdoblando las variables irrestrictas, es decir, escribiendo x; = y; —z; con y;,z; > 0

Vi=1,...,4, se tiene

min V4 —24
s.a. Vi—z2i+y2—2+x5=2
2y1 —2z1+y3—23=0
Vi—2t+y2—2+y3—23—ya+z2a+x=0
Vi—zi—-y2tzat+yi—zm—ystzatx;=0
Vis- Y4321y ey 24,X5,X6X7 > 0
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P4. Resolver con Simplex

. x1+1
min
X2+2
(P)

sa. x1+x <1

x,x2 =0
Solucién: S ! al 2 s le la relacién 2z +y; = 1. L
Uucl T Dean = 0, = c = ——. D€ cumple la relacion = 1. LUego
. X242 e xp+2 2 X242 P Ty g

(P) es equivalente a (P')
min y1+z2

(P/) sa.  yi+y2 <z
274y, =1
yi,y2,z2 >0

Por lo tanto se resuelve (P'), agregando variables de holgura:
min yi+2
(P') sa. y1+y—z+s1 =0

272+ =1
Y1, Y2, 3, 81 ZO

1 1 -1 1 0
A= 5 b= ) CT:(1a0717O)
01 2 0 1

Escogiendo a z y a 51 en la base se tiene:

SR

Luego

asi
Cgl =(1,0), CyI'=(1,0)
=
0 3 0 3
B '= , B'N=
I3 13
=
1
2 1
Bflb:(% %), —C3"B 'b=—(1, 0) =-3
3
Luego
,%oo\f% 100 1[-1
0 3 rol s~ o 4
1 |-3[ 0 1] % 210 3|1}
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Por lo tanto la solucién de (P') es:

1 1

-0 — S
V1 y Y2 3 < 3’
Reemplazando en las variables de (P) se tiene que la solucién es:

1
x1=0, =1, = z:§

S1=0

P5. Resolver con Simplex

min £ (x1,x2) = max{x; —2,x}

s.a. X1+ |x2| <1
X1 >0

Solucién: Equivalentemente

min  méx{x; —2,x}

(P)< sa. X <1l-x
X2 >x;1—1
X1 >0

Seax, =u—v, conu,v > 0. (P) es equivalente a:

min  max{x; —2,u—v}

(P){ s.a. u—v+x <1
X —u+v <1
X1,U,V >0

A la vez el problema es equivalente a:

min z
saa. u—v+x; <1
(P) x1—ut+v <1
xn—-2 <z
u—v <z
X1,U,V >0

Finalmente el problema es equivalente a:

min r—s

s.a. u—v+x; <1
(P) x—u+v <1
xj—r+s <2
u—v—r+s <0

X1, UV, 1 S ZO
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Agregando variables de holgura:

min r—s
s.a. Uu—v—+x+sg =1
(P) X1 —u+v+s =1
X1 —r+s+s3 =2
U—v—r—+s—+s4 =0
X1,U,V,1,8,81,52,83,84 >0

Escogiendo B = I, es facil obtener el cuadro inicial

00 0 1 —-10000/0 0O 1 -1 0 00001 |0
1 -1 0 0 100 01 I 1 -1 0 01000 |1
I -1 1 0 0 01001 ~ 1 —1[1] 000100 |1
1 0 0 -1 1 001 0|2 I =1 1 0 000 1 —1|2
0 -1 -1 [1] o0 0 1]0 0 1 -1 -1 10001 |0

1 0 0 0 00 1 0 1

20 0 0 01 1 00 |2

~ 1 =11 0 00 1 00 |I

0 0 0 0 00 —1 1 —1]1

1 0 0 -1 10 1 01 |1

Luego, la solucién es:

En el problema original

Xxp=u—v=-1, z=-1

P6. Suponga que estamos resolviendo el problema:

min  ¢’x
sa Ax=b
x>0

Y que llegamos a la siguiente tabla de Fase II:

(=2) |0 1 0 ¢ |14
0 1 1 0 aq b]
0 0o -2 1 ay b2

a) Identifique la solucién en curso y diga condiciones para que sea factible.

b) Diga condiciones para que la solucién en curso sea 6ptima.

¢) Diga condiciones que aseguren que la solucién éptima es la tinica solucién factible 6ptima.

d) Diga condiciones que garanticen que el valor objetivo es no acotado.

e) Diga condiciones para que la solucién 6ptima sea degenerada.

f) Asumiendo las condiciones en (a), de todas las condiciones bajo las cuales usted haria un pivote

en el elemento a;.

Solucion:
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a) La solucién en curso es (b1, by) que es factible si by > 0Aby >0

b) La solucién en curso es 6ptima si by > 0,5, > 0Ac; >0

¢) La solucién optima es tnica si by > 0, b, > 0y ¢; > 0 (notar que si ¢; = 0 es posible que se
pueda hacer ingresar x4 a la base sin cambiar el valor de la funcién objetivo).

d) El problema es no acotado si ¢ <0,a; <0yaz <0.

e) La solucién 6ptima es degenerada si se cumple (b)y (b =0V by =0)

f) Se pivotea en a; si c; < 0y también se cumple uno de los dos casos:

by b
Da>0,a>0, L <22
aj ay

2) a; >0,a, <0
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3.1.2. Problemas Propuestos

P1. Un productor de electricidad debe planificar su produccion horaria de energia para maximizar sus
beneficios por venta de la misma en un horizonte de 2 horas. Formule y resuelva el PPL que consiste
en maximizar los beneficios del productor si

= Se producen 5 unidades de energia antes del periodo de planificacién.
= Los precios horarios de la energia son 6 y 2 unidades monetarias.
= La energia minima que se puede producir en cada hora es 0 y la mdxima 10 unidades.

= Las producciones de energia en dos horas consecutivas no pueden diferir mas de 4 unidades.

El coste de produccion es 3 unidades monetarias por unidad de energfa.

P2. Considere el problema fraccional:

(F) min _x=6
X1 +xp+2
—x1+x < 3
x1+2x < 12
xp,x = 0
a) Definiendo y = ﬁ € R?, y z convenientemente, pruebe que (F) es equivalente al problema
lineal:
(P) min y2 —62
—yi+y2—3z < 0
yi+2y—-12z < 0
yi+y+2z = 1
yLyz = 0

b) Resuelva usando Simplex, verifique su solucién resolviendo grificamente el problema (P) y
finalmente deduzca una solucion de (F).

P3. Considere el problema
(P) min |x;|—x
sa.  xi+x] <1
21| — x| <2

Transforme el problema a un PPL y resuelva usando Simplex.

P4. Considere el siguiente PPL
(P) mix x;+2x
sa. xi+x <1
X1 <1
x,x2 >0
Escriba el problema en su forma estindar. Muestre que el método de Simplex entra en un proceso
ciclico infinito si escoge como base inicial las variables (x,x;). Observe cémo la desigualdad x; < 1

es rebundante. ;Si se elimina esta restriccion, se detiene el método?, i.e. ;encuentra solucion?

P5. Considere el problema:
(Py) min Z(a) = oy +x3
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X1—xp+x3 = 1
X1 +Xx3+x5 =

X]—X3+x4 =

S W

X1,X2,X3,X4,X5 >
a) Resuélvalo usando Simplex, indicando el conjunto solucién:
Y(o) ={xeR"/x es solucion de (Py)}

para cada o € [—1,1].

b) Grafique Z(a) y encuentre su valor éptimo a* donde a* € [—1,1].

P6. Considere el problema de Programacién Lineal:

(P)min x; —2xp —4x3 +2x4
X1 —2x3 x4 = 4
X1 +x2 +x3 —x4 = 8

X1,X2,X3,X4 >

a) Usando Fase I del algoritmo Simplex, determine un punto extremo del poliedro factible de (P).

b) A partir de la base obtenida en (a), resuelva (P) usando Fase II del algoritmo Simplex.

P7. Considere el cuadro, (correspondiente a un problema de programacién lineal canénico)

v 2 0 0 010
1 8 1 0 04
o 4 0 1 0] 1
B 3 0 0 1|6

Indique en qué condiciones:

(a) La solucién en curso en éptima y es unica (;Cuéles?).
(b) EI problema es no acotado (;Cudl es la direccién extrema correspondiente?).
(¢) La solucién en curso es dptima pero no es tnica (indique el conjunto solucién).

(d) La solucidn en curso es factible, pero no es Optima (realice, a partir de ella, una iteraciéon mas,

usando datos adecuados).

(e) El problema no tiene solucién factible.
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Capitulo 4

Dualidad en Programacion Lineal

4.1. Dualidad y Analisis de Sensibilidad

4.1.1. Problemas Resueltos

P1. Considere el siguiente problema de programacién lineal:

(P) min 2xj+3x+4x3
s.d. X1+ 2x) +x3 >3
2x1 —x3+3x3 >4

X1,X2,X3 >0
a) Escriba el problema Dual asociado.
b) Resuelva el problema primal, usando el algoritmo de simplex dual.

Solucién:
a) Notemos que el problema primal (P) es de la forma

(P) min  c'x
s.a. Ax>b
x>0

luego su dual es de la forma

(D) max 3y;+4y;

(D) max by sa. y1+2y, <2
sa. Aly<c& 2y1—ys <3
y=0 yit+3y, <4

yLy2 >0

b) El problema se puede escribir en forma candnica como

(P) min 2x1 4+ 3x2 +4x3

saa. —x1—2x—x3+x4 =-3
—2x1+xp—3x3+x5 =—4
X1,X2,X3,X4,X5 20

tomamos como base (x4,xs) luego B =1y B~! = I, luego el cuadro inicial de Simplex queda
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23400\0
1 2 11 0

2] 1 3 0 1

luego x; entra a la base y sale x5, la nueva tabla es

0 4 1 0 1 \ 4
o [52] -1 1 o0
1 1 3 0 1

luego x, entra a la base y sale x4, la nueva tabla y la definitiva es

0 0 95 &5 1/5|-28/5
0 1 -1/5 -2/5 1/5 2/5
1 0 7/5 -1/5 -2/5]| 11/5

Finalmente la solucién es x; = 11/5 y x, =2/5 y el valor éptimo z* = 28/5.

P2. Considere n > 2y el siguiente problema de P.L.

min x; + 2x + - + nx,
s.a. Xxi >1
X1+ X >2
(P)
xx + x» + -+ xm 2n
Xy, X2, , X, >0

a) Determine el dual (D) de (P)
b) Verificar que se cumple el teorema de dualidad fuerte.
¢) Probar que Vy factible de (D), se tiene que yi + ygr1 + ... +yn <k Vk € {2,...,n}

d) Deducir del teorema de holgura complementaria el 6ptimo de (P)

Solucién:
a) Notemos que el problema primal (P) es de la forma

(P) min cx

s.a. Ax>b
x>0
luego su dual es
(D) méx y; + 2y» + .. + ny,

sa. y1 + y» + .. + wy <1
y2 + + w <2
Yo <n
Yooy 5 w5 ya 20

b) Notemos que (P)y (D) son factibles pues x=(1,...,1) y ¥ = (0, ...,0) satisfacen las restricciones,
respectivamente. Y como por dualidad débil se tiene que b’y < ¢’x, entonces ambos problemas
son acotados y sus valores 6ptimos deben coincidir.
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¢) Seay=(y1,...,yx) factible de (D) y k € {2, ...,n}, luego
Vet Yiritotyn=yi+y+..+y, <1<k

d) Sea X 6ptimo de (P) y ¥ 6ptimo de (D), por Holgura complementaria se sabe que en el 6ptimo
X(c—A'y); =0Vk =1,...,n. Como y es 6ptimo de (D), es en particular factible, luego por
parte anterior (¢ —A'y)y =k — yg + Y1 + .. +yn > 0sik € {2,...,n}, esto implica que 5 = 0
si k € {2,...,n}. Finalmente el problema dual se tranforma en

min X1
s.a. X1 >1
X1 >2
(P)
X1 >n
x1 >0

cuya solucién es x; = n. Luego la solucién de (P) es x = (1,0, ...,0).

P3. Una florista sabe hacer solo 2 tipos distintos de arreglos florales (x| y x) para los cuales dispone 3
tipos distintos de flores: rosas, tulipanes e ibizcos. Los requerimientos de flores para cada arreglo, la

disponibilidad de flores y los precios de cada arreglo vienen dados por:

FLORES | x; x2 | DISPONIBILIDAD

Rosas 3 1 300
Tulipanes 1 1 140
Ibizcos 1 3 300

PRECIO | 2000 | 1000 -

a) Plantee el problema al que se enfrenta la florista para optimizar su produccion.
b) Calcule el dual del problema. ;Qué representa?

¢) Si el 6ptimo del problema primal es x; = 80,x, = 60, encuentre el 6ptimo del problema dual.

Solucion:
a)
max 2000x; 4+ 1000x;

s.a. 3x;1+x <300

x1+x <140

x1+3x <300

x1,x >0

b)

min300y; + 140y, + 300y3
s.a. 3yi+y2+y3 >2000
yi+y2+y3 =>1000
yi+y2+3y3 <300
Y1,Y2,¥3 >0
El dual representa el problema de un agente externo que quiere saber que precio unitario ofrecer
por cada una de las flores si quiere comprarle todas las flores a la florista. Asi y;,y, e y3 son los

precios asociados a las rosas, tulipanes e ibizcos.
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¢) Por el teorema de holgura complementaria se tiene:
1) (3% +% —300)-5, =0
2) (X1 +%—140)-5, =0
3) (X1 +3%—300)-53=0
4) (2000 -3y =32 —y3) X1 =0
5) (1000 — 31 =33 —93) %2 =0
Como x; = 80y X, = 60, se tiene que:
) =y eR
2) =>=hHeR
3) =¥=0
4) = 3y1+y2, =2000
5) =31 +y2=1000
Resolviendo el sistema:
y1 =500, 3, =500, y3=0
Notar que el valor 6ptimo de ambos problemas es 220000.

(Como se interpreta esto? La florista vendera rozas y tulipanes a un precio de $500 cada una y
entregard como oferta los ibizcos gratis, pero esto solo si se vende todo como un paquete. Esto
toma sentido pues si vende todas las rosas y tulipanes (dado que solo sabe hacer los arreglos

florales descritos) no podrd sacarle provecho alguno a los ibizcos.
P4. Dado el siguiente PPL

(P) min 8x; —9xp+ 12x3 +4xs + 1 1xs

s.a. 2x1 — 3x2 +4x3 + x4 + 3x5 < 1
X1+ 7x3 + 3x3 — 2x4 + x5 < 1
Sx1 4+ 4xy — 6x3 4+ 2x4 + 3x5 < 22
X1,X2,X3,X4,X5 > 0

Escriba el dual de este problema. Determine si el punto x = (0,2,0,7,0) es solucién éptima del
problema.

Solucién: El dual del problema es

(D) max  y;+y2+22y3

s.a. 2y1+y2+5y3 < 8
=3y1+Ty2+4ys < -9
dy1+3y2—6y; < 12
yi—2y+2y3 < 4
3yi+y2+3y3 < 11
Y1,¥2,)3 < 0

Es fécil ver que el punto es factible de (P). Como la segunda restriccion de (P), no se alcanza para
el punto dado, pues x; + 7xp + 3x3 — 2x4 + x5 = 0 < 1, por el teorema de holgura complementaria se
tiene que la variable del dual asociada a esta restriccion, y,, es 0 y que la 2° y 4° restriccion del dual
se alcanza con igualdad, pues x2,x4 > 0. Luego con esto se tiene
—3y1 +4y3=-9
yi—2y3=4

35



Esto implica que y; = % ey; = %, sin embargo, las variables duales debes ser negativas o cero, luego

x no puede ser optimo pues no existe una variable dual que satisfaga las condiciones del teorema de

holgura complementaria.

P5. Sean A € Myx(R), b € R™ y ¢, p,q € R", tal que p < g. Encuentre el dual de

(P) min c'x
s.a. Ax=b
p<x<gq

Pruebe que el dual siempre posee una solucién factible.

Solucién: El problema puede reescribirse como

(P) min  c'x

sa. Ax=b (1)
x<q  (2)
xzp  (3)
xeR” 4)

Notemos que el problema tiene m -+ n + n restricciones, pues (1) aporta m igualdades, (2) aporta n
desigualdades (<) y (3) aporta n desigualdades (>), entonces las variables del dual y pertenecen a
R™+2" luego podemos suponer que tal variable es de la forma y = (u,v,w) donde u € R™ y v,w € R”,
tales que u estd asociada a la restriccion (1), v a la restriccion (2) y w a la restriccion (3). Utilizando
la tabla de transformacién de problemas primales-duales se tiene que el dual de (P) es

(D) miax bu+gv+pw
sa. Alu+v+w=c
ueR"
v<0
w>0

Ademas como ¢; € RVi=1,...,n, luego Ir;,s; > 0 tal que ¢; = r; — s;. Luego tomando u =0, w; = r;
yvi=—s;Vi=1,...,nse tiene que A'u+v+w=c,u € R",v<0yw>0, con lo cual el se puede

concluir que el dual del (P) siempre es factible.
P6. Considere el problema lineal:

(P) min z=>5x—3x

sa. 2x1—xy+4x3 < 4

X1+x+2x3 < 5

2x1—x24+x3 > 1

X1,X2,X3 > 0

Dado el siguiente cuadro 6ptimo:

000 3 I 211

01 0 -3 % 0]2

1 0o o0 -3 1 %21

001 % 0o %]1

a) Escriba B, matriz de base (6ptima) y B~
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b) Siz cambia a 7/ = 5x; — 3x; + 2x3, /cambia la solucién 6ptima?
c) Sibcambiaa b’ = (5,4,1) (en el problema original), ;cambia la solucién 6ptima?

d) Si se introduce una nueva actividad u, cuyo costo unitario es 4 y cuya columna correspondiente

es N, = (—1,—3,1), ;cambia la solucién Gptima?
e) Si se agrega (al problema original) la restriccidn x| +x2 +x3 > 5 ;cambia la solucién 6ptima?

Solucion:

a) El problema se puede escribir en forma canénica como

(P) min 5x1 —3x
s.aa. 2x;—xy+4x3+x4 4
X1 +x + 2x3 + x5 5
—2x1+x—x3+x5 = —1

X1,X2,X3,X4,X5,% = 0
Recordemos que el cuadro final de simplex es de la forma
0 cy—cyB7IN ‘ —cB~ b
I BN | B

Luego la base estd formada por (x3,x1,x3). Entonces

1 -2 -1

Notar que N, la submatriz asociada a las variables no bésicas, es la identidad, luego B IN=B"1,
entonces del cuado final de simplex tenemos que

O W= W
[SSI1\S]

[SSTIE

b) Como sélo cambia ¢’ = [—3 5 O} a(d)y = [—3 5 2} hay que verificar si los costos
reducidos siguen siendo positivos, calculemos
d=cy—csB'N=0 1/3 8/3] >0
Luego la base no cambia y por lo tanto la solucién tampoco.
¢) Como lo tinico que cambia de el problema original es si B~'h > 0 entonces la base se mantiene

(si no hay que iterar con simplex dual). Con un simple cdlculo, se puede ver que

1
B 'b=|-1| >0.
-2
Luego la base no cambia y la solucién sigue siendo la misma.

d) Si se introduce una nueva actividad x,,, para ver si esta afecta en algo el resultado previamente

obtenido debemos analizar el costo reducido asociado a esta variable, es decir
17
& =d - C%B_INM =3 >0

Luego la base no cambia y la solucién sigue siendo la misma.
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e) Cuando se agrega una nueva restriccion de la forma d’x < dy, el cuadro final de simplex es de

la forma
0 cy—chB'N 0| —chB b
1 BN 0 B7'b
0 d\y—diB"'N 1| dy—dsB™'b
pero dy —dyB~'h = —1 # 0, luego la base anterior no es 6ptima por lo que debemos iterar con

simplex dual para encontrar una nueva base que sea éptima. El nuevo cuadro de Simplex queda

—_
(=}

000 32 L L o1
010 -2 2 0 0]2
1 oo -1 Y 2 o1
o001 L o0 %1 01
0 0 0 |-3] 1 -3 1]-1
Luego x7 sale de la base y entra x4, quedando

000 0 2 & 2/
o100 -2 1 -1]3
1 o0 o0 -2 -1 -1]2
001 0 1 0 1[0
0001 -3 1 3|3

Finalmente la soluciones x; =2, xp =3,x3 =0,x4 =3, x5 =0, x4 =0, x7 = 0.
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4.1.2. Problemas Propuestos

P1. Resuélvase el siguiente problema:

(P) méax 240x; + 104x, +60x3 + 19x4

s.a. 20x1 +9xp + 6x3 + x4 <20
10x1 +4x +2x3 4+ x4 <10
X1,X2,X3,X3 >0

Encuentre el dual de (P) y resuélvalo usando.

P2. Considere los problemas, duales entre si

(P) min cTx (D) max bTy
Ax>b ATy <c
x>0 y>0

a) Si llamamos u > 0 al vector de variables de holgura de (P) y s > 0 al vector de variables de
holgura de (D), demuestre que (¥,%) e (¥,5) respectivamente factibles, son 6ptimos si y sélo si

F5=0y @y=0

b) Sea
L(x,y) =c'x—y" (Ax—b)

funcién de R" x R — IR.
Demuestre que una condicién necesaria y suficiente para que X € IR", y € IR sean soluciones

Gptimas respectivas de (P) y (D) es que se cumpla
L(x,y) <L(x,y) <L(x,y) Yx>0,y>0

P3. Considere el juego en que el jugador X puede seleccionar cualquiera de m movimientos y el jugador
Y puede elegir cualquiera de n movimientos. Si X selecciona i e Y selecciona j, entonces X gana una
cantidad a;; a Y.

El juego se repite muchas veces, lo cual podemos interpretar como que los jugadores desarrollan una
estrategia ‘'mixta’, en la que los distintos movimientos se hacen de acuerdo con probabilidades repre-
sentadas por las componentes del vector X = (x1,x7, ...,xm)T, dondex; >0,i=1,2,...my Y x;=1,
en el caso del jugador X. Por su parte, Y desarrolla otra estrategia mixta y = (y1,y2,...,y»)” , donde

yi>0,i=1,2,...,ny¥",y; = 1. Entonces el pago promedio a X es P(x,y) = x'Ay.

i) Suponga que X elige el vector x como solucién del programa lineal

max o
s.a Yo o= 1
Yrixiaip > o j=1,..n
x; >0 i=1,....m

Pruebe que a X se le garantiza una ganancia de al menos o, independientemente del y selec-

cionado por Y.
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ii) Demuestre que el dual del problema anterior es:

min B
s.a Yiay, = 1
Yiya; < B i=l..,m
ijO j=1,...,n

iii) Demuestre que max o= min P (este valor se llama valor del juego).

iv) Considere el juego del emparejamieno; cada jugador elige cara o cruz. Luego se muestran las
elecciones. Si las elecciones se corresponden, X gana 1 unidad aY, sinoY gana 1 unidad a X.

Encuentre el valor del juego y las estrategias mixtas optimales.

P4. Considere un problema PL de maximizacion con todas las restricciones del tipo "menor o igual (<)"

tal que la tabla 6ptima del Simplex es:

X1 X2 X3 X4 X5 Z
0 0 14 14 O 5
o 1 12 -172 0 2
1 0 -1/8 38 0]32
0 O 1 2001 4

donde x3,x4,x5 son variables de holgura. Supongamos que se ha decidido incrementar el lado derecho
de una de las restricciones. ;Cudl recomendaria Ud. para ello y por qué? ; Cual es el mayor incremento

posible en ese caso? Encontrar el correspondiente nuevo valor 6ptimo de la funcién objetivo.

P5. Considere:
(P) max 9x; +x3 —2x5 — x¢

Sx04+50x3+x4+x5 = 10
x1—15x+2x3 = 2
Xp+x3+x5+x5 = 6

Y
o

X1,X2,X3,X4,X5,X6

a) Escriba el problema dual (D) correspondiente.
b) Resuelva (P) e indique la solucién de (D) (o viceversa).

¢) Resuelva (P), pero suponiendo que el coeficiente de xs en la funcién objetivo es ¢s = 1 (en lugar
de -2).

d) Suponga que al problema (P) (original) se le modifica el recurso b; de manera que b; = 100

(Para que valores de o la base 6ptima no cambia ?.

e) (Qué sucede si al problema (P) se le agrega la variable x7, con costo ¢; = 1 y vector columna
(0,—1,0)"2.

f) ¢Que sucede si a (P) se le agrega la restriccion xj +x3 +x3 + x4 + x5 +x6 < B ? Analice en
funcién de B.

P6. Considere el siguiente problema (P)

(P) min —2x; +x3 — x3
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IN
N

X1 +x2+Xx3
—x1+2x < 4

x1,x2,x3 > 0

a) Resuelva (P) por el método simplex, dando ademds la solucién del problema dual.

b) Suponga que los costos c; =1 y ¢3 = —1 se modifican a ¢ = —8 y ¢3 = 10 Determine si la

base 6ptima cambia. Encuentre una nueva solucién de los problemas Primal y Dual.
¢) Repita lo mismo de la parte anterior con ¢, = -3y ¢3 = 1.

d) Suponga que el lado derecho de (P) se modifica a b' = (3,—4). Determine si la base 6ptima

cambia. Encuentre la nueva solucién éptima de los problemas Primal y Dual.

e) Suponga que en (P), la segunda columna de la matriz A (es decir, ay’ = (1,2)) se cambia por
@ = (2,5). Determine si la base ptima cambia. Encuentre la nueva solucién ptima de los

problemas Primal y Dual.

P7. Considere el problema de Programacién Lineal:

(P)min x; —2xp —4dx3 +2x4
X1 —2x3 +x4 =
X1 +x; +x3 —x4 = 8

X1,X2,X3,X4 >
a) Imponiendo simultdneamente que la variable x| pertenece a la base y la variable x3 estd fuera
de ella, encuentre una solucién basica factible del problema.
b) A partir de la base obtenida en (a), resuelva (P) usando la Fase II del algoritmo Simplex.
¢) Determine la solucién 6ptima del problema dual de (P).

d) Si se agrega la restriccion: x; +x; +x3 < 5 al problema (P), determine la nueva solucion Gptima

o justifique por qué no existe.

e) Determine la region de los recursos (coeficientes del lado derecho del sistema) para la cual la

base encontrada en (b) es éptima para (P).

f) Determine el rango de variacion del costo de x; de manera que la base Optima encontrada en (b)

no cambie.
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Capitulo 5

Modelos y alg. para flujos en redes

5.1. Problemas de transporte y de flujo a costo minimo

5.1.1. Problemas Resueltos

P1. Considere la siguiente tabla de un problema de transporte:

1 2 3 4 a
9 8 12 13
e 8
%~ 10] 10] 12 14]
24 24
3 8] ) 9] 11 | \ 12] )
4 L 10] 0] 1] ; 12 .
) 6 14 35 -

a) (Es bésica la solucién?
b) Muestre que la solucién es 6ptima.

¢) Escriba el problema de programacion lineal y su dual.
Solucién:

a) La solucion es la siguiente:
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Como es un arbol, la solucidn es basica.

b) Fijando arbitrariamente u#; = 0 se obtienen los siguientes valores para las variables duales:

uy = 0
Vi = 9
V2 = 8
uz = -1
vy = 12
u = 0
ug = -1
V4 = 13

De esta forma los costos reducidos para las variables no-bdsicas son:

c3 =

C14

21

2
Cy =

C32

C34

W N O NN =N = O O

Cal
Cq =

Como no hay costos reducidos negativos, la solucién bésica es dptima.

¢) El problema de programacioén lineal es:

min Ox11 +8x12 + 12x13 + 13x14 + 10x21 4 10x22 + 12x23 + 14x74
+8x31 +9x30 + 11x33 + 12x34 + 10x47 + 10x42 + 11x43 + 12x44

s.a. X11+x12 +x13+x14 =18
X1 + X2 +Xx23 +Xx04 = 24
X31 +X32 +x33 +x34 = 6
X41 +X42 +X43 +x44 = 12
X11 +X21 +x31 +x41 =6
X12 +Xx22 +x32 + x40 = 14
X13 +Xx23 + X33 +x43 = 35
X14+X04 +x34 +x44 =5
xij=>0

El dual de este problema es:
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max  18uy +24uy + 6uz + 12u4 + 6v; + 14vy + 35v3 + Svs
s.a. ur+vy <9
ur+vy <8
up+v3 <12
up+vs <13
up+vy <10
up +v <10
upy +v3z <12
(D) up+vs <14
uz3+vy <8
uzs+v <9
uz+vz <11
uz+vq <12
ug+vy <10
us+v2 <10
us+vy <11
us+vqy <12

Lo que es lo mismo:

n m
max Zaiui—&- ijv]‘
i=1 j=1

s.a. u,'-l-VjSCij

(D)

P2. Resolver el problema de flujo a costo minimo de la figura donde los costos son

(15)

(10)

C13=8 01429 6‘1526 C23=20 624211 625210

Solucion:

Buscamos una base factible, para ello saturamos el arco de menor costo, en este caso el arco (1,5),
como adn queda oferta en el nodo (1) enviamos los 5 elementos restantes al siguiente arco de menor
costo que es el arco (1,3). como ya no queda oferta que distribuir en el nodo 1 pasamos al nodo 2 y

procedemos similarmente y obtenemos la siguiente base factible
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(15)

(20)

(20)

Figura 5.1: base factible inicial

Sea ahora uy, us, v3, v4 y vs5 la variables duales, luego imponiendo que los costos reducidos de las

variables basicas son 0 obtenemos el siguiente sistema:

8=u;+vs

6=1u;+vs

20=up +v3

1M=uy+wn
fijando u; = 0 obtenemos que u; = 12, v3 =8, v4 = —1 y v5 = 6. Luego los costos reducidos de las
variables no bésicas son ¢14 = 10y &5 = —8. Como ¢,5 < 0 hacemos ingresar a la base al arco (2,5),

con x5 = A € (0,20] como en la figura

(15)

(20)

(20)

Figura 5.2: ingresa nuevo arco a la base
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Se escoge el mayor A que satisface

I5-A>0

5-1>0

5+4A>0
A>0

>
I
(9]

Luego el arco (2,3) sale de la base, e iteramos nuevamente calculando las variables duales, el sistema

para ellas es

8=u;+v;3
6=1u;+vs
11 =up+vy
10 =uy +vs

fijando u; = 0 obtenemos que uy; =4, v3 =8, v4 =7y vs = 6. Luego los costos reducidos de las
variables no bésicas son ¢4 = 2y ¢33 = 8. Como todos los costos reducidos son mayores o iguales a

0, estamos en el 6ptimo.

P3. Una compaiiia produce el mismo producto X en dos fabricas, 1y 2. El producto se debe enviar a dos
centros de demanda A y B. La fabrica 1 puede enviar un nimero ilimitado del producto a A y nada del
producto a B. La fébrica 2 s6lo puede enviar unidades a B, ilimitadamente. Ademds se puede enviar
a lo mas 50 unidades independientemente desde ambas fabricas a un centro de distribucién desde el
cual se pueden enviar 50 unidades a lo mas a cada centro de demanda. Los costos, oferta y demanda

se resumen en la siguiente tabla.

- Hada o pist | A B | Oferta
Fébrica 1 3 7 - 80
Fébrica 2 4 - 9 70
C. Dist. 2 4
Demanda 60 90

Solucion:

El problema corresponde al siguiente flujo:
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Se elige la siguiente base inicial:

Figura 5.3: Base Inicial

Eligiendo arbitrariamente w3 = 0 y usando que para los arcos de la base
Cij = Cij— T+ Tj

Se obtienen los siguientes valores para las variables duales:

T = 3
o = —4
s = —4
T, = 5

Los costos reducidos para las variables no basicas son:

;3 = —1
= -2

Ambas variables se encuentran en su cota inferior 0 por lo que se elige arbitrariamente x34 para
ingresar a la base.

Figura 5.4: Primera Iteracién

Las restricciones para la cantidad transportada A son:

60—L >0
50> 204+A >0
50> A >0
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Se obtiene A = 30 y sale de la base la variable x|3 que se encuentra en su cota superior. Se obtiene la

O

siguiente base:

Figura 5.5: Primera Iteracion

Eligiendo arbitrariamente 73 = 0 los valores de las variables duales son:

Ty = -2
T = 5
s = —4
T, = 5

Los costos reducidos para las variables no bésicas son:

3 = -2

c3 = -1

Ambos costos reducidos son negativos, sin embargo la variable x;3 se encuentra en su cota superior

mientras que x»3 se encuentra en su cota inferior. Por lo tanto x,3 ingresa a la base.

Figura 5.6: Segunda Iteracion

Las restricciones para la cantidad transportada A son:

502 & >0
50> 2041 >0
70-% >0

Se obtiene A = 30 y la variable x35 (que se encuentra en su cota superior) sale de la base.
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P4.

Figura 5.7: Segunda iteracion

Eligiendo arbitrariamente 73 = 0 los valores de las variables duales son:

Ty = -2
T = 5
T = 4
Ty = -5

Los costos reducidos para las variables no bésicas son:

m o= -2

s = —1

Como ambas variables se encuentran en sus cotas superiores, se cumple el criterio de optimalidad y
la base obtenida es solucién.

Resolver el problema de transporte, usando los datos:

60
70 3 6 8 14
30
a=150] b= c=12 7 3 11
30
40 12 3 1 1
30

Solucién:

Primero, notando que:

=

n
a; < Zb,‘
1 i=1

Se agrega un nodo auxiliar de demanda, con demanda 10 y con costos de transporte O entre cualquier

1

nodo de oferta y este nodo auxiliar (nodo sumidero). Usando el criterio de saturacién por costo

minimo se obtiene la siguiente base inicial.

49



Figura 5.8: Base inicial

Se elige arbitrariamente #; = 0 y usando que para las variables de la base:

Se obtienen los siguientes valores para las variables duales:

Vi = 3 V2 = 6
vy = 14 Vs = 0
u = -1 uz = —13
vy = 14

Los costos reducidos para las variables no bdsicas son:

&t = 6 T = 2
&3 = —10 e = -2
& = 0 G = 22
cnp = 10 s = 13

Se elige xp3 para ingresar a la base:

Las restricciones para la cantidad transportada A son:

10+A >0
50-2 >0

A >0
30-2» >0
10+A >0
202 >0
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Por lo tanto A = 20 y se tiene la base:

Se obtienen los siguientes valores para las variables duales:

ui 0
Vi = 3
V2 = 6
Vs = 0
u = -1
v = 4
uz = -3
V4 = 4

Los costos reducidos para las variables no bésicas son:

c3 = 4 ce = 10
cn = 2 ca = 8
c = 1 o= 12
x =0 @5 = 3

Por lo tanto la base es la solucién del problema.

PS. Resuelva el siguiente problema de flujo al costo minimo sobre el siguiente grafo:

(20)

donde las cota inferior de todos los arcos es 0, y los datos del grafo estdn dados en la forma (c;j, u;;)

con u;; es la cota superior del arco (i.j).
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Indicacion: Considere la siguiente solucién bésica inicial

con arbol generador

Figura 5.9: arbol generador

Solucion:

Calculamos las variables duales (7;) apoydndonos en el hecho que los costos reducidos de las vari-

ables bdsicas son nulos, luego tenemos

4 = T — T
2= T — Ty
6 =", —T5
1= T3 — Ty
Fijando m, = 0 obtenemos m; =4, Ty = —2, 5 = —6 y 13 = —1. Por lo tanto los costos reducidos

de las variables no basicas son

¢23 =1 (cota inferior)
C45 = —2 (cota inferior)
Cs3 =6 (cota inferior)
C13 =1 (cota superior)

C3s =2 (cota superior)
Como ¢45 < 0 no estamos en el Gptimo, luego hacemos que el arco (4,5) entre a la base, con x45 = A

como en la figura 5.10, donde A es tal que

24+1<4
10-A>0 = A=2
A>0
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(20)

(15)

Figura 5.10: ingreso a la base del arco (4,5)

por lo tanto el arco (2,4) sale de la base. Luego volvemos a iterar calculando las variables duales

4=m —m
6=mp— Ts
1= T3 — Ty
2="T4—Ts
Fijando m, = 0 obtenemos ®; =4, 3 = —3, T4 = —4 y 5 = —6. Por lo tanto los costos reducidos
de las variables no bésicas son
¢»3 = —1 (cota inferior)

Cs3 =4 (cota inferior)
¢13 =3 (cota superior)
C24 =2 (cota superior)

¢35 =0 (cota superior)

Como ¢3 < 0 no estamos en el 6ptimo, luego hacemos que el arco (2,3) entre a la base, con xp3 = A

como en la figura

(3)

2+ )\
(20)

(19)
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donde A es tal que

por lo tanto el arco (2,5) sale de la base. Luego volvemos a iterar calculando las variables duales

4=m—m 2=Tr T3
l=n3—m4 2="T4—T5
Fijando m, = 0 obtenemos ©t; = 4, 3 = —2, T4 = —3 y 5 = —5. Por lo tanto los costos reducidos

de las variables no bésicas son
¢r»5 =1 (cota inferior) ¢s3 =4 (cota inferior)
¢13 =2 (cota superior) ¢4 =1 (cota superior)
¢35 =0 (cota superior)

Luego como todos los costos reducidos son positivos estamos en el ptimo.

P6. Considere tres centros de oferta de un cierto producto, con ofertas respectivas de 5, 25 y 25 unidades,
y tres centros de demanda, con demandas 10, 20 y 15 respectivamente.

Suponga que la matriz de costos unitarios es:

— N
(NS NS R

6
(cij) = | 4
3

a) Haga un bosquejo de el problema, planteelo como problema de transporte.
b) Encuentre una solucion bdsica factible.

¢) Encuentre una solucién ptima y diga si es tnica.

Solucion:

a) El problema griaficamente es

b) Dado el grafo anterior procedemos saturando los arcos de menor costo, luego la base factible es
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(5) 10 @ (10)

(15) (20)

(25) —@ (15)

¢) Luego calculamos las variables duales, recordando que los costos reducidos son nulos para las
variables bdsicas.

l=u;+v;3 d=ur+v
2=uy+v; l=us+wv
2=u3+v;3
fijando uy = 0 obtenemos u; = —1, u3 =0, vi =4, v, = 1 y vz = 2. Luego los costos reducidos

de las variables no basicas son

cn=3 Clp=2

Cn =206 c31=—1

Como ¢31 < 0 hacemos que el arco (3,1) entre a la base con flujo x3;1 = A

(5) (10)

(15) (20)

(25) —@ (15)

donde A cumple

10-1>0
5-A>0p = A=5
A>0
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Luego el arco (3,3) sale de la base y volvemos a calcular los costos reducidos de los nuevos

arcos basicos

1l=u+v;
d=uy+w
2=uy+v;
3=u3+v;
l=uz+vy

fijando u; = 0 obtenemos up, =1, u3 =0, vi =3, v, = 1 y v3 = 1. Luego los costos reducidos

de las variables no basicas son

ci1=3
cp=1
Cpn=>5
c1=1

Luego como todos los costos reducidos son positivos, estamos en el 6ptimo.
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5.1.2. Problemas Propuestos

P1. Una empresa de arriendo de autos, debe satisfacer la demanda de cuatro ciudades en un cierto dia:

Ciudad | Autos demandados
A 2
B 3
C 5
D 7

La empresa tiene 3 garages donde guarda sus 18 autos:

Garage | Autos disponibles

1 6
2 2
3 10

Las distancias entre los garages y las ciudades estan dadas por la tabla:

Gar.\Ciu. \ A B C D
1 7 11 3 2
2 16 0 1
3 9 15 8 5

Encuentre una asignacioén de los automéviles a las diferentes ciudades, de manera de minimizar la

distancia total recorrida.

P2. Sea un distribuidor de computadores que tiene dos bodegas con ofertas diarias de 50 unidades cada
una, y demandas diarias de 30, 20, 20 y 20 unidades respectivamente en 4 ciudades. Los costos

unitarios de transporte son:

ER AR
01 1 2 4 1
|1 3 5 2

a) Plantee el problema como uno de transporte.
b) Entregar una solucién bdsica factible inicial.
c) Diga si su solucién es 6ptima. Si no, itere una vez mds para obtener una nueva solucion.

d) Evalde la funcién objetivo del problema dual (en la solucién en curso) y entregue un intervalo

de certeza para el valor 6ptimo del primal.

P3. (a) Plantee y resuelva el siguiente problema: se tiene 2 oferentes,con ofertas

a; =20

a, =25
y 3 demandantes, con demandas

by =17

by =123

b3 =12

Los costos de transporte estin dados por la tabla siguiente:
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\ by by by
a5 3 7
a | 2 8 6

(b) Suponga ahora que existe un nodo de transbordo (es decir, no demanda ni ofrece), segtin el grafo

(los costos, sobre los arcos) y resuelva.

Y2 Y 3 7
all ) g -[ ) bl
h ;\_ ‘/C‘““'-a Nt

e S el
P i . ‘xx“n,._r =
~ ()
3 / i § b2
o e
S B,
Y T
a2\ _/ 7 \_/

P4. Considere un par de nodos-origen que tienen ofertas de a; = 100 y a; = 200 unidades respectiva-
mente, y dos nodos-destino que tienen demandas b3 = by = 150 (luego, tienen una oferta de —150).
Considere ademds un nodo de trasbordo (sin oferta ni demanda) al cual los nodos-origen pueden
también enviar producto. Si denominamos 1y 2 a los nodos-origen, 3 y 4 a los nodos-destino, y 0 al

nodo de trasbordo, los costos son los siguientes:

cz=1, c10=20, c14=30, co3=4, cua=10, c20=6, =38
Los demds arcos no existen. Los arcos (1,3) y (2,4) tienen cota superior igual a 100.

a) Dibuje el grafo de esta situacién y determine una solucién bésica factible, explicando claramente
cudles son los arcos de base y por qué.

b) Itere hasta obtener una solucién ptima y entregue un valor 6ptimo.

¢) Calcule Y a;u; +Y b;v; donde u; y v; son las variables duales en el 6ptimo y comente.

P5. Considere tres centros productivos O1, O2 y O3, con ofertas respectivas de 5, 25 y 25. Hay ademads

dos centros D1 y D2, con demandas 15 y 30. Suponga que la matriz de costos unitarios de transporte

es
D1 | D2
01 91| 12
02
03 2 2

a) Plantear este problema como uno de transporte.
b) Encontrar una solucién bdsica factible que contenga a los arcos (1, 1) y (1, 2).

¢) Indique el valor de la funcién objetivo en esta solucién e indique una cota inferior del valor
Optimo.
d) Ttere hasta encontrar una solucién éptima y diga si es unica (justifique).

e) Si se modifica el costo del arco (1,1) al valor 2, recalcule la (nueva) solucién 6ptima.

58



P6. Considere el problema de flujo de costo minimo correspondiente a la red de la figura. En cada arco

se indica el costo unitario. Las capacidades inferiores valen todas 0 y las superiores son infinitas (los
ndmeros en cada nodo son simples etiquetas, no representan ofertas ni demandas).

%
6
\fﬁ‘\. 3 P 2 /:
{ f ={ 2 } =t 3 |
S N S N A
. [
2 \4 L 2 i
55 S Y
L i 4 Pl
a2 ={ 5 } ={ 5 |
L A

a) Escriba el problema como uno de programacion lineal (elija con cuidado la funcién objetivo)

b) Determine la solucién 6ptima utilizando el Simplex especializado a redes.
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