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El presente texto corresponde a un intento de convertir en apunte formal mis clases de Op-
timizacion en la Escuela de Ingenieria de la Universidad de Chile, durante los tltimos 10
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aplicacion de ella a los problemas de flujos en redes, particularmente los de flujo de costo
minimo, de flujo maximo, de asignacién y de camino mas corto, todos de mucho interés para
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Capitulo 1

Matematicas para la Optimizacion

Un problema de optimizaciéon matematico, en términos generales, se escribe de la forma:

(P) minimizar (o maximizar) f(x)
res

donde z es el vector de variables de decisién, f : S — IR es la funcién objetivo y
S C IR" es el conjunto factible. A menudo

S={reR"/g(x)<0 i=1,...,m, z€ X CIR"}

y se dice que las expresiones ¢;(x) < 0 i = 1,...,m representan el conjunto de restric-
ciones del problema (P). Si S = IR", el problema se dird irrestricto.

Un vector x € IR" que pertenezca al conjunto S se llamard solucién factible de (P). Si
ademas satisface que

flx) < fly) YyeS

(cuando se trata de un problema de minimizacién), se dird que z es solucién 6ptima.

Dependiendo de las caracteristicas particulares del problema, éste recibe nombres y tra-
tamientos especiales para su resolucion. Dos casos de interés, son el de la programacion
lineal (f y ¢; son funciones lineales afines Vi) y la programacién lineal entera (en que
ademsés las variables s6lo toman valores enteros). También trataremos la teoria y técnicas de
solucién de un problema con funciones no lineales.

Un concepto esencial para entender como plantear y resolver un problema de optimizacion
es el de convexidad. Mostrar algo de la teoria basica del andlisis convexo y su vinculacién
con la teoria de optimizacion son los objetivos del siguiente capitulo.



1.1. Conjuntos convexos
Definicién 1.1.1 Sea S C IR", S # 0. Se dice que S es convexo ‘si y sélo si
A+ (1=NyeS Vr,ye S, Ve |0,1]

Geométricamente, esta definicion se puede interpretar como sigue: un conjunto no vacio es
convexo si dados dos puntos del conjunto, el segmento de recta que los une estda contenido
en dicho conjunto (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: El conjunto de la figura a) es convexo. El conjunto de la figura b) no es convexo, pues
existe un segmento de recta, uniendo dos puntos del conjunto, que no estd incluido en el conjunto.

Ejemplo 1.1.1 Un espacio vectorial es un conjunto convexo (en particular, IR" lo es).

Demostracion. Directo pues, por definicion, un espacio vectorial es cerrado para la suma
y la ponderacién por escalar. B

Ejemplo 1.1.2 S = {x € IR* / 1 + 225 — 23 = 2} es un conjunto convexo.

Demostracién. Sean x,y € S, A € [0,1]. Por definicién del conjunto S, esto significa que
T1+2r—23=2 e y1 + 2y —y3 = 2.

'Por convencién, el conjunto vacio serd considerado convexo



Az + (1= Ny
Vemos que Az + (1 — N)y = | Axa+ (1 — A)ys | pertenece a S, pues
Azs+ (1= N)ys

Ay 4+ (1= Nyp +2{ Az + (1 = Ny} — {Az3+ (1 = Ny} =
Axy + 229 — x3) + (1 — AN)(y1 + 292 — y3)
IA+21-N) = 2

Definicién 1.1.2 Sean a € IR", a € IR fijos. Se llama hiperplano al conjunto

H={recR"/a"x=a}

x3

x1

; v

Figura 1.2: Semiespacios generados por el hiperplano H

Un hiperplano H define dos semiespacios:
H ={z € R"/a"z < a}
H' ={r € R"/a"z > a}



Por ejemplo, en el caso H = {z € IR?/x; + 225 — 23 = 2} se tiene que a” = (1,2,—1) y
a = 2. Los dos semiespacios asociados son:

H™ ={x € IR’/x, + 275 — 3 < 2}

HY ={z € IR’ /x; + 215 — 13 > 2}.
Ejemplo 1.1.3 Un semiespacio S en IR" es un conjunto convexo.

Demostracion. Consideremos a € IR" y a € IR, que definen el semiespacio
S={reR"/a"z < a}.
Sean z,y € S, A € [0, 1], entonces
a'{ e+ 1 -Ny}=X Tz +(1-Nadly<da+(1-Na=a

Luego A\x + (1 — A\)y €S vy, por lo tanto, S es convexo. W

Proposicién 1.1.1 Sean Sy y Sy dos conjuntos convexos. Entonces Sy M Sy es un conjunto
CoNvezxo.

Demostracién. Sean z,y € S; N Sy, A € [0, 1]. Entonces

ryeSi= X+ (1-Nyes
z,y €Sy = A+ (1— Ny €S,
puesto que S; y S5 son convexos.

Luego Az + (1 — Ny € S1 NSy , es decir, S; NSy es convexo. W

Observaciéon 1.1.1 Observemos que:

i) Esta propiedad se puede generalizar facilmente a una interseccion cualquiera de con-
vezos. Esto es, siI' es un conjunto arbitrario, incluso no numerable, y {S,} er es una
clase de conjuntos convexos, entonces ﬂvep Sy es un conjunto convezo.
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ii) Aunque del ejemplo (1.1.3) puede concluirse facilmente que un hiperplano es un conjun-
to convezo (reemplazando las desigualdades por igualdades), podemos usar esta propo-
sicion para probar que un hiperplano es un conjunto convexo, dado que es interseccion
de converos.

Ejemplo 1.1.4 Sistema de desigualdades lineales:

1171 + ... + a1, < by

11+ oo+ ATy S bm
con a;j,bi,x; € IR, Vi=1,...,m, j=1,...,n.

b
El sistema se anota Az < b, con A = (a;;)i=1..m;j=1..ns b= :
bm

El conjunto S = {z € IR"/Azx < b} es la interseccién de m semiespacios de la forma

Si={zr € R"/Ax <b;}

(donde A; denota la fila i-ésima de la matriz A), los cuales, segtin vimos en el ejemplo (1.1.3),
son conjuntos convexos. Luego, por la proposicién (1.1.1), S es convexo.

k
Definicién 1.1.3 Sean x1,...,2, € IR*, M\,...,\ € IRY tales que > \; = 1. El vector
i=1
k

r =) M\x; se dice combinacién convexa de los k vectores x1,...,xy.
i=1

Definicién 1.1.4 Sea S C IR". Se define el conjunto co(S), llamado envoltura convexa
de S, de la manera siguiente:

k k
CO(S) = {ZL’ = E )\zl’z / ]f S .ZZV, {Iz le Q S, {Az}f::l Q [O, 1], )\Z = 1}
=1 i—1

(2

Notar que el conjunto S no es necesariamente convexo y co(S) es el conjunto de todas las
posibles combinaciones convexas de puntos de S.

Observaciéon 1.1.2 Sean S,S’ C IR", entonces:

8



» S Cco(S).
» S es convero siy solo si co(S) =S.

w SiS C S entonces co(S) C co(S).

ap t‘
Figura 1.3: La envoltura convexa del conjunto de la figura a) coincide con él, por ser convexo. Para el

conjunto de la figura b), la linea sélida delimita su envoltura convexa.

Ejemplo 1.1.5 La envoltura conveza de los nimeros racionales es IR.

5 6 0 3
Ejemplo 1.1.6 Sean vy = | 2 |,uo=| 7 |,v3 = 3 o0 = | 4 vectores en
0 3 -1 1

IR®. Su envoltura conveza queda determinada por el poliedro de la Figura 1.4, cuyos vértices
estdn dados por el conjunto de vectores {vy,vq, V3, v4}.

Proposicién 1.1.2 co(S) es un conjunto convezxo.

Demostracién. Sean x,y € co(S), es decir,

k m
x:Zl/Z'ZL‘Z', y:ZNzyz
i=1 =1

donde 1, ..., Tn, Y1, sYm €S Y Viyevoy Uy i1, - - -, lm, SOn ponderadores de las combina-
ciones convexas.



Figura 1.4: La envoltura convexa del conjunto de puntos sefialados queda determinada por un poliedro
cuyos vértices estan dados por el conjunto de vectores.

k m
Sea A€ [0,1] y de+ (1 —=XNy=A> v, + (1= AN) > iy

Llamando z; = z;, a; = Ay, Yi=1,..., kY 2kri = Yi, ppi= (1 =N Yi=1,...,m, se
k+m

tiene que Az + (1 — Ay = > «a;2; con
i=1

k+m
z€S,0,€(0,1], Vi=1,....k4+m y > a;=1.
i=1

Luego por definicién se tiene que Az + (1 — A)y € co(S), por lo tanto co(S) es convexo. B

Proposicién 1.1.3 El conjunto co(S) es el convexo mds pequeno (en el sentido de la inclu-
sion) que contiene a S, es decir, co(S) = ({C C IR" /| C' convexo, S C C}.

Demostracién. Sea x € (J{C C IR" / C convexo, S C C}. Entonces x € C,VC' convexo,
tal que S C C. Luego z € co(S), que es un convexo particular que contiene a S.

10



Sean ahora = € co(S) y C un convexo cualquiera que contiene a S. Entonces co(S) C
co(C) = C, por lo tanto x € C. Luego, z € (Y{C C R" / C convexo, SCC}. B

Ejercicio 1.1.1 Sean Sy y Sy convexos, o € IR. Se define la suma y ponderacion de con-
juntos como sigue:

s S1+S={x+y [/ z€S5,y€S}
w oS ={ax / e S}

Pruebe que S1 + Sy y aS7 son convexos.

1.1.1. Poliedros: caracterizacion y propiedades

Definicién 1.1.5 Se llama poliedro a un conjunto de la forma P = {x € IR"/Ax < b} con
A€ Mpxn(IR) yb € IR™, es decir, un poliedro es una interseccion finita de semiespacios.

Proposicién 1.1.4 P' = {x € R"/Az =b, x > 0} es un poliedro.?

Demostracién. Claramente, el conjunto P’ queda representado por el siguiente sistema de
inecuaciones lineales :

A b
—Alx< —b
-1 0

donde [ la matriz identidad en dimension n.

A b
Llamando A'= | —A |, V' = | —b |, se obtiene un sistema de la forma
—I 0

P={xe R"/Ax <V}, que esigual a P’'. Luego, P’ es un poliedro. B

Observaciéon 1.1.3 FEs obvio que P'={x € IR"/Ax > b} es un poliedro. En efecto: como
€ IR" es irrestricto, basta multiplicar el sistema de desigualdades por -1, y definir A'=-A,
v =-b.

29c20siysolaumentesia:i20Vi:1,...,n
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Proposicién 1.1.5 Todo poliedro es un conjunto convexo.
Demostracién. Ver ejemplo (1.1.4). ®

Se dird que un poliedro P = {x € IR"/Ax = b,z > 0} estd escrito en forma candnica. En lo
sucesivo trabajaremos con esta representacion.

Proposiciéon 1.1.6 Un poliedro es un conjunto cerrado.

Demostracién. Sea P el poliedro {z € IR"/Ax = b, x > 0} y consideremos z € P (adhe-
rencia o cerradura de P). Mostraremos que T € P.

Como = € P, existe una sucesiéon {z;} en P tal que lim z; = Z.
k—o0

Ademas, Vk > 0, el punto x; verifica

Al’k:b
Tp 2

Tomando limite (y por continuidad de la funcién lineal © — Ax) se tiene:

Az = b
> 0

&I

Luego € P y por lo tanto P C P. Dado que se cumple siempre que P C P, se obtiene
P =P, luego P es cerrado. &

Ejemplo 1.1.7 C = {2 € IR*/ — 21 + 29 <2, o1+ x5 >4, 19 <4, 21 >0, 29 >0}

Matricialmente esto puede escribirse de la siguiente manera:

1 1 2
1 -1 —4
0 1 ( 1 > < 4
1 o | \™" 0
0 —1 0

El conjunto C es un poliedro, convexo y cerrado, pero no acotado, tal como se aprecia en la
Figura 1.5.

12



(1.3

)]

(4.0

Figura 1.5: El conjunto C es un poliedro, convexo y cerrado, pero no acotado.

1.1.2. Puntos extremos

Definicién 1.1.6 Sea S C IR" un conjunto convexo,S # (). Un vector v € S se llama
punto extremo de S si y solo st no puede ser representado como combinacion convexa de
otros dos puntos distintos del convexo. Es decir, si x = Ax1 + (1 — N)xa, con x1,29 € S y
A €]0,1[, entonces © = x1 = 3.

Ejemplo 1.1.8 Veamos tres casos de convexros y sus puntos extremos.

a) Sea S=B(0,1), la bola unitaria en IR". El conjunto de puntos extremos queda represen-
tado por {z € IR"/ ||z|| = 1}, que es la frontera de S.

b) El conjunto de puntos extremos del poliedro del ejemplo (1.1.6) es

5 6 0 3
E= 2 (7). [ 3 ].]4
0 3 ~1 1

c) El conjunto de puntos extremos de un semiespacio cerrado es vacio.

gjempto 110 st~ { (). (1) (2).( 2 ). (4)} w5 it

13



(-2,4)
y<=-1x+10
(1.3)
*
_ (02) _

y>=-2X A x<=1

(1,1
y>=X
0,0) X

Figura 1.6: S es la envoltura convexa del conjunto U

Naturalmente, el conjunto de puntos extremos de S es {( 8 ) , ( } > , ( ; ) , ( _42 )}

El sistema que representa a S es

1 —1 0
—2 -1 0

_ 2 .
S=<KzxzelR": . 0 r < 1
1 10
3 1 3

En general, facilmente se puede ver que x es punto extremo de un convexo S si y solamente
si S\{z} es un conjunto convexo, de donde se sigue que si S* es tal que co(S*) = S, entonces
necesariamente S* debe incluir al conjunto de puntos extremos de S.

14



La nocién de punto extremo es de suma importancia en la teoria de optimizacion pues,
como veremos mas adelante, esta en relacion directa con el conjunto de soluciones para
un problema de Programacion Lineal, por lo cual es importante tener una caracterizacion
simple. Veamos el siguiente ejemplo de motivacion:

P={rc R o, +1,<2, 8x1+315<8, 1,7 >0}

El grafico se muestra en la Figura 1.7.

X2

8/3

X1

Figura 1.7: Ejemplo de motivacién.

0 0 2/5 0 . .
Los puntos extremos son { ( 0 ) , ( 1 ) , ( 8/5 ) , ( 9 >} Trabajaremos con el poliedro
(en IRY)

P ={zxcRo,+1y+x3=2, S8xy+3x0+24=28, 1,0, 3,14 >0}

que es equivalente a P en el sentido siguiente:

X1
T T

( 1)€P<:>E|£C3,.Z'4202 2 EPI.
) xs3
Ty

15



Examinemos entonces el sistema

T1+ T2+ T3 = 2
8171+3l’2 +xr4 =
L1, X2,T3, T4 2 0

Asignando valor nulo a dos variables cualesquiera podemos entonces resolver el sistema de
dos ecuaciones cada vez. Esto da las soluciones

0 0 0 2 1 2/5
0 2 8/3 0 0 8/5
2 |'lo || =23 ] {of|1]] o
8 2 0 8 0 0

Se observa que dos de ellas (la tercera y la cuarta) no satisfacen la condicién de positividad,
luego no pertenecen a P’. Sin embargo las cuatro soluciones restantes determinan en sus dos
primeras coordenadas, los puntos extremos de P, a saber:

(o) G)(55)-(o)y

Esto se expresa en forma general en el siguiente teorema

Teorema 1.1.1 Sea un poliedro P = {x € IR"/Ax =b,x > 0}, donde A € M,x,(IR) es
de rango m y b € IR™. Un punto x es extremo de P si y solo si la matriz A se puede
descomponer, eventualmente reordenando sus columnas, en la forma A = [B,N], donde
B € Mpxm(IR) es invertible, N € My, m—m)(IR) corresponde a las columnas restantes y

1
x:(B b),conB_lbz().

0
Demostracion.
B~ .
(<) Sea = = 0 > 0. Se tiene que x € P, pues
~1
Az = [B,N] ( b ) _ BB+ NO=b.

Sean u,v € P tales que z = Au + (1 — \)v, para algin A €]0, 1], es decir

(%)= () e (i)

16



De alli:
(1) )\u1 + (1 — )\)Ul = B_lb
(2) Mg+ (1 =X =0
Como u,v € P, necesariamente u > 0,v > 0. Luego de (2) se tiene que us = vy = 0.

U

Como u € P satisface Au = b, esto es [B, N] ( 0

) = Bu, = b entonces u; = B~!b, por lo

tanto, u = x.

De la misma manera se prueba que v = x, con lo que se concluye que x es punto extre-
mo.

(=) Supongamos ahora que x € P es un punto extremo. Eventualmente reordenando
las columnas del sistema, x puede escribirse

X1

Ty

conz; >0parat=1,...,k, kK <m.

Notemos por A* la k-ésima columna de A. Luego A = [Al,... A"y

k
Az =b <= Y. ;A" =D
i=1

k

Probaremos que A!, ..., A* son linealmente independientes. Supongamos que son linealmente
k

dependientes, es decir, que existen p, ..., i no todos nulos, tales que > u;A* = 0.
i=1

Definamos el vector
H1

17



y, para o > 0, construyamos los siguientes vectores

y=x+au
2= —ap

Es claro que z = %y + %z y que ¥y, z € P, para « suficientemente pequeno.

Ademas = # y, y # 2y z # x, por lo tanto x es combinacién convexa de dos puntos
distintos en P, luego no es extremo (contradiccion).

Asi, A', ... A* son linealmente independientes, lo que implica, en particular, que k < m.
Podemos agregar A**1 ... A™ (eventualmente reordenando columnas) para obtener un con-
junto maximal (recordar que A es de rango m) y definir B = [A', ..., A™], que es una matriz
invertible, y N = [A™T! ... A"].

Con esto, A tiene la forma A = [B, N]. Se tiene entonces las equivalencias

=1 =1

=m-+1

Notando x = ( rB ), con

TN

T Tm+1 0
Ip = > 07 TN = = )
T, Ty 0
la ecuacién anterior se escribe:
BJZB + NﬁL‘N =b
de donde z5 = B~ 'b. ®

Corolario 1.1.1 El numero de puntos extremos de un poliedro en la forma candnica es
finito.

Demostracion. Hay a lo sumo m formas de elegir las m columnas independientes de

A, y cada matriz B estd asociada a lo més a un punto extremo. H

18



Ejemplo 1.1.10 Consideremos un poliedro en la forma canonica dado por las matrices
21 0 -1 1

A‘{o 0 -1 2 }yb_L]

Calculemos sus puntos extremos. De acuerdo al corolario anterior, existen a lo sumo 6 puntos

extremos dado que hay 6 formas posibles de elegir la matriz B.

(1) B = { (2) (1J } no es invertible.

1
(2) B= { (2) _01 } es invertible, pero B~'b = ( _21 ) no es un vector positivo.

_ 3
3) B = 2 —1 es invertible y el vector B~'b = | 4 tiene todas sus coodenadas
( 0 2 Y !
2
positivas.
1 0 : ‘ 1 1 »
(4) B = 0 _1| ¢ invertible, pero B~'b = _1 ) moesun vector positivo.
(5) B = 0 2 es invertible y el vector B~°b = | 1 | tiene todas sus coodenadas
2
positivas.
0 -1 . . 1 -3 »
(6) B = 1 9 es invertible, pero B~ b = _1 ) noesun vector positivo.

Los casos (3) y (5) nos entregan puntos extremos para el poliedro en estudio, sdlo falta ubicar
los valores resultantes en las posiciones correctas:

» La matriz del caso (3) toma las columnas primera y cuarta de la matriz A, luego el

3

1

. .1 0

vector punto extremo correspondiente a este caso serd 0
1

2

» La matriz del caso (5) toma las columnas sequnda y cuarta de la matriz A, luego el

0

3

vector punto extremo correspondiente a este caso serd (2)
1

2
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Definicién 1.1.7 Se llama politopo a la envoltura convezxa de un conjunto finito de puntos.

De acuerdo con esta definicién, el conjunto S del Ejemplo (1.1.9) es un politopo y puede
concluirse facilmente que todo politopo es envoltura convexa de sus puntos extremos. Es
obvio, ademas, que todo politopo es un poliedro. Luego, parece natural preguntarse si todo
poliedro puede escribirse como combinacion convexa de sus puntos extremos. La respuesta
es negativa, cuando el poliedro es no acotado. En el Ejemplo (1.1.7) observamos que cual-
quier punto del poliedro que no esté en la superficie del triangulo definido por los puntos

3 4
puntos extremos.

1 2 4 L
, y{ g ) mo puede ser expresado como combinacion convexa de esos tres

Ejemplo 1.1.11 Sea S = {z € IR*/z9 > |x1|}. Dado que
Ty > || <= 12 > 71 > —19, T2 >0,
se tiene

S:{LUGRZ/I‘l—LL’QSO, —Il—l’ggo, IQZO}

o0, en forma matricial

1 -1
-1 -1 |x<0.
0 1

Como es posible ver en la Figura (1.8), ( 8 ) es el unico punto extremo y ningun punto del

poliedro S puede expresarse como combinacion convexa de sus puntos extremos. Luego, para
poliedros no acotados introduciremos un nuevo concepto, en la subseccion siguiente.
1.1.3. Direcciones y direcciones extremas

Definicién 1.1.8 Sea S C IR", un conjunto convexo. Un wvector d € IR", d # 0, se dice
direccién de S si y solo si Vo € S se tiene que x + Ad € .S, VA > 0.

Consideremos el poliedro P = {z € IR"/Ax = b,z > 0}. Una direccién de P debe satisfacer
que Vx € P:

Alx+Xd)=b VYA>0
T+Ad>0 VA>0
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Figura 1.8: El punto (0,0) es el tnico punto extremo del poliedro de la figura y dy, d3 son sus Unicas
direcciones extremas.

Luego, d es direccién de P si y solamente si satisface el sistema Ad =0, d > 0.

Definicién 1.1.9 Dos direcciones dy y do se dirdn iguales si y solo si dy = ady para algun
a > 0. Se escribird di = do, si no hay posible confusion.

Definicién 1.1.10 Sea S un convezo cerrado y d € IR" una direccion de S. Se dice que d es
direccién extrema si dadas d; y ds, direcciones de S, tales que d = ady + (Bds para algin
a, 3 > 0, entonces se tiene que d = di = ds.

Es decir, d no puede expresarse como combinacion lineal positiva de otras dos direcciones
distintas.

Ejemplo 1.1.12 En la Figura (1.8), dy y do son direcciones extremas y toda otra direccion
se escribe como combinacion lineal positiva de ellas.

Con lo que hemos hecho hasta aqui, una pregunta interesante es: jexistira alguna caracteri-
zacién de las direcciones extremas, equivalente a la obtenida para puntos extremos?
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Escribamos la matriz A que representa el poliedro escrito en la forma candnica tal como
€
B~'a; <0, donde a; es columna de N. Verifiquemos que d es direccién: en efecto, d >0 'y

_RB-1,.
Ad:[B,N]( B Qj ) :_BBflaj—i—Nej:—aj—f—aj:O.

€

. . —B7la;
en el caso de puntos extremos, es decir, A = [B, N] y consideremos d = ( i > con

Supongamos que no es extrema, es decir, que existen d; y dy direcciones de P distintas,
tales que d es combinacién lineal positiva de ellas: d = A1dy 4+ Aads, para Ay, Ay > 0. Entonces

dy y dy tendran la forma:
(i) +-(8)
me; 12€;

para algin 7,75 > 0. Como d; y ds son direcciones de P entonces Ad; = Ads = 0. Luego

di
ne;
da
2€;

[Ba N] < ) = Bdj + 7]1N€j = Bdy1 + ma; = 0=dy; = —mB_laj

5. (

) = Bdsy + 7]2N€j = Bdy + nea; = 0= dy = —ngB_laj

por lo tanto d; = dy = d (en el sentido de la igualdad de direcciones), lo que muestra que d
es direccion extrema.

Lo explicado anteriormente nos permite formular el teorema de caracterizacion de direc-
ciones extremas.

Teorema 1.1.2 Sea un poliedro P = {z € IR"/Ax =b, x > 0}, donde A € M,,xn(IR) es
de rangom y b € IR™. Una direccion d € IR" es direccion extrema de P si y sélo si la matriz
A se puede descomponer, eventualmente reordenando sus columnas, en la forma A = [B, N|,

€j
B™'a; <0, donde a; € N (es un vector columna de N) y e; es el j-ésimo vector de la base
canonica de IR"™™.

_ _RB1,.
donde B € Myxm(IR) es invertible y d es un maltiplo positivo de d = ( B~ a ) con

Corolario 1.1.2 FEl niumero de direcciones extremas de un poliedro en la forma candnica es
finito.
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Demostracion. Hay a lo mas ( :1 ) formas de elegir B~! y como hay n —m columnas en

N, entonces (n —m) ( m ) es el numero maximo de direcciones extremas. W

Ejemplo 1.1.13 Volvamos al Ejemplo (1.1.10). De acuerdo al corolario anterior, existen
12 posibles direcciones extremas, por lo tanto, no desarrrollaremos el calculo completo, solo
consideraremos el siguiente caso: tomemos la matriz B formada por la sequnda y cuarta

columnas de A, es decir B = [ (1) _21 }

12 0 i |2 =
LuegoN—[O _1}yB N—{O

de N no es negativo, por lo tanto, no nos permite calcular una direccion extrema. Sin em-
bargo, el producto con la sequnda columna de N es negativo. Tal como en el caso de puntos

1
7 } . El producto de B! con la primera columna
2

extremos, solo basta ordenar la informacion para decir que d = es direccion extrema

NI == O

del poliedro.

Para concluir esta seccion, enunciaremos, sin demostrar, un teorema de caracterizacién que
liga todo lo que hemos desarrollado hasta ahora.

Teorema 1.1.3 Sea P = {x € IR"/Ax = b, x > 0}, donde A € Myxn(IR) es de rango m
yb e IR". Sean x1,...,xy los puntos extremos y dy,...,d; las direcciones extremas de P.
Entonces, x € P si y solo si puede ser escrito como la suma de una combinacion convexa de
los puntos extremos y una combinacion lineal positiva de las direcciones extremas, es decir,

k l
xr = Z )\ZZEZ + Z,ujdj
=1 j=1

k
donde \; € [0,1], Vi=1,....,k y > N=1, p; >0, Vj=1,...,1L

i=1

Teorema 1.1.4 P = {x € R"/Ax =b, x > 0} # 0 tiene al menos una direccion extrema
sty solo st P es no acotado.
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Demostracion.
(=) Si P tiene una direccién extrema d, entonces es no acotado puesto que Vz € P se tiene
que z + Ad € P,VA > 0 y por lo tanto )\h’m |z + M| = oc.

—0o0

(«<=) Supongamos que P es no acotado y que no posee direcciones extremas. Luego, por el
k

teorema anterior, todo punto x € P puede escribirse de la forma x = Y \;x;, para algunos
i=1

k
)\iG[O,l],‘v’z'zl,...,k, Z)\ZZ]'
i=1

Por la desigualdad triangular

k k k
]| = D0 Nizaf] < Do Ni|lmil] <52 ||l < o0 Vax e P
=1 i=1 i=1

lo que contradice que P sea no acotado. W

Ejercicio 1.1.2 Sea S un convexo. Demuestre que x € S es punto extremo si y solo si S\{z}
es convezo.

Ejercicio 1.1.3 Probar que si S es un conjunto finito, co(S) es un poliedro.

1.1.4. Proyeccion sobre conjuntos convexos

Teorema 1.1.5 Sea S un conjunto convezo, cerrado, no vacio en IR", y € IR", y ¢ S.
Entonces, eziste un inico x € S que minimiza la funcion

oy, 8 — IR
zr— py(r) = [ly — x|

Demostracién.

Existencia: Sea v = inf{y,(7) / v € S}. Existe una sucesion minimizante {x;},_ v C S tal
que
oy(x)) — 7, k— o0.

Usando la propiedad conocida como Ley del Paralelégramo,
2 2 2 2
Ju+ol|” + [lu = vl = 2 [ul]” + 2 ]Jv]]7,
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para u = xp — Y, v = x; — Yy, tenemos

e = 2ll® = 2li = yll* + 2llwe = yll” — llan + 20 — 29 ,
2 2
= 2lok = yl” + 2z — ylI” = 4|2 + 52—y

Notar que, por convexidad de S, se tiene que %xk + %xl € S, luego ||%:vk + %[El — y||2 > 52,
por lo tanto,

e = 2ll® < 2l = ylI* + 2|20 — yl* — 49>
Si k,l — oo, se tiene que ||lzy —y|| — v v ||z — yl| — 7, luego ||log — a]|> — 0, es decir,
{7k}, v es una sucesion de Cauchy en IR" y, por lo tanto, converge a un cierto z €
(cerrado). Por continuidad de la norma, ¢,(z) = ~.
Unicidad: Sea z € S, T # 7, tal que ¢,(Z) = 7. De manera andloga a la parte anterior,
se llega a ||z — Z||* < 2|z — yl|* + 2||1Z — y||> — 492, que es igual a cero, luego Z = . W

Definicién 1.1.11 Sea S un convezo cerrado no vacio.

i) Paray € IR", se define la distancia de y a S, por d(y,S) = min{p,(z) / v € S}.
ii) Para y € IR", se define la proyeccién de y sobre S, mediante
Ps(y) = argmin{p,(z) /z € S} =7 € S,

siendo T el unico que satisface p,(T) < p,(x),Vr € S.

Observacion 1.1.4 La notacion arg min se lee como “el argumento que minimiza”. Clara-
mente, siy € S se tiene Ps(y) =y, d(y,S) = 0.

Teorema 1.1.6 Sea S un convexo cerrado no vacio, y ¢ S. Se tiene que
(y—z,0—2) <0, Vr el

si y solamente si T minimiza p,(x).
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Figura 1.9: Distancia y proyeccién del punto y al conjunto S

Demostracién.

Supongamos que para cierto & € IR" se tiene (y — z,z — ) <0, Vx € S. Calculemos:

I*

ly — | ly =7 —(z—7)
ly = 2* + [l — z)1* - T, 8 — T
ly — zII* + [l — z]*

ly — z|*

AV

Lo que implica que ||y — z|| < ||y — z||, Vo € S. Es decir ¢,(7) < ¢, (x), Vz € S.

Inversamente tenemos que, si  minimiza ¢, en .S, entonces Vx € S:

ly —zl* = lly—2—(z—2)|*
= |ly—2|° + |z - 2l - 2{y - 7,2 — 7)
< Ay —al* +llo -2l -2y — 7,2 — z)
Entonces (y — z,2 — z) < 5l — z|?, Vxes.

Como S es un conjunto convexo y € S, entonces Az + (1 — \)z € S, VA €]0,1] y por
lo tanto:

(y—z, e+ (1-=N7—7) < Ar+ (1 - Nz —Z|?

1
2
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de donde
(y— 7,0 — 1) < 3l —z|?
Tomando A — 07, se tiene el resultado. W

Geométricamente, el teorema anterior quiere decir que la proyeccién de y sobre S se alcanza
en un punto Z tal que el trazo y — & es ortogonal al conjunto.

x|

Figura 1.10: Proyeccién de y sobre S.

Teorema 1.1.7 Sea S un convezo cerrado no vacio, entonces |Ps(x) — Ps(y)|| < ||z — y||,
Vr,y € IR".

Observacion 1.1.5 Esto es equivalente a decir que st S un convero cerrado no vacio, la
funcion de proyeccion Ps(x) es Lipschitz (continua).

Ejercicio 1.1.4 Demuestre el Teorema (1.1.7).

1.1.5. Separacion de convexos: teoremas de Farkas y Gordan

Teorema 1.1.8 (Hahn-Banach) Sea S un convezo cerrado no vacio, y ¢ S. Existe p # 0,
a € IR tal que

Py > «a
ple < a, Yz eS.
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H={z/p'z=0}

Figura 1.11: H es el hiperplano separador entre S e y.

Demostracion. De acuerdo a lo desarrollado en la subseccién anterior, existe un tnico
zeStalque (y —z,x—x) <0,VreSs.

Seanp=y—2# 0y a=(p,z). Tenemos que
(p,x —2) <0,Vres

por lo tanto
(p,2) < (p,2),Vz €5 (%)

Por otro lado

pr—3)=pr—y+y—2) =P r—y)+{py—2)=pr—y) +|p|*<0, vz €S

lo que implica que
(p.2) +|lp]l* < (py), Ve € .

Como ||p||* # 0, se tiene que

(p, ) < (p,y),Va € S (**)

Por (%), (p,z) < a Vzr € Sy por (xx), a < (p,y) lo que concluye la demostracién. H

Este teorema induce lo que se conoce como hiperplano separador (ver Figura 1.11),

H={recR"/p"z=a}
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Definicién 1.1.12 Sea S un convezo cerrado no vacio. Un hiperplano soportante de S
es un hiperplano H tal que HNS #0 y{SC H" VS C H™} (ver Figura 1.12).

Figura 1.12: Para la figura a), H; y H2 son hiperplanos soportantes en el punto sefialado.

Cuando definimos los poliedros, los caracterizamos como una interseccién finita de semiespa-
cios. El siguiente teorema nos permitira deducir una caracterizaciéon similar para un conjunto
convexo no vacio cualquiera.

Teorema 1.1.9 Sea S C IR" un conjunto convero y sea T un punto en la frontera de S.
Entonces S tiene un hiperplano soportante en .

Corolario 1.1.3 Sea S un convezxo cerrado no vacio. Entonces
S = (W semiespacio/S C W'}
Observacién 1.1.6 Note que la interseccion anterior no es necesariamente finita.

Demostracion. Basta tomar los semiespacios generados por todos los hiperplanos sopor-
tantes del convexo, que contengan a S. B

Teorema 1.1.10 (Farkas) Sea A € M,,,x,,(IR), c € IR". Uno y sdlo uno de los siguientes
sistemas tiene solucion:

(1) Az <0, Tz >0
(2) Aty =c,y>0

Demostracién. Supongamos que (2) tiene solucién, es decir, que existe y > 0 tal que
ATy =c.
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Si (1) tuviese solucién, existirfa € IR" tal que Az < 0, ¢'x > 0. Premultiplicando la
primera desigualdad por y > 0, se tiene que y’ Az = (ATy)Tz = ¢’z < 0, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto (1) no tiene solucién.

Supongamos ahora que (2) no tiene solucién. Sea S = {w € R"/w = ATy, y > 0}, que
es un convexo, cerrado y no vacio.

Como (2) no tiene solucion, entonces ¢ ¢ S. Luego existen p # 0, « € IR tales que
(p,ey>a vy (pw)<a,VweSs.
Comow =0€ S5, a>0,loque implica
(p,c) >0 (x)
De (p,w) <a Vw € S, se tiene que (p, ATy) = (Ap,y) < a, Vy > 0.

Supongamos que Ap tiene una coordenada estrictamente positiva, digamos (Ap);, y con-
1

0
sideremos y = A | . |, A > 0. Entonces A\(Ap); < a VA > 0, lo que es una contradiccion,
0
pues se puede elegir A suficientemente grande de modo de violar la desigualdad, dado que
(Ap)l > 0.

Luego, Ap no tiene coordenadas positivas, es decir, Ap < 0 (xx).

Por (*) y (**), (1) tiene solucién para z =p. B

Ejercicio 1.1.5 Sea A € M,xn(IR), ¢ € IR". Uno y sélo uno de los siguientes sistemas
tiene solucion:

(1) Az <0,2>0,clx>0
(2) ATu>c,u>0

Basta considerar la matriz A = [ } y aplicar Farkas.

—1

30



Teorema 1.1.11 Sean S; y Ss, conjuntos convezros no vacios en IR", tales que S; NSy = (.
Existe un hiperplano que separa Sy y So, es decir, existe p € IR" no nulo tal que

plxy > pley Vo € 51,29 € 5.

H

Figura 1.13: En el caso de la figura, el hiperplano separador de los dos conjuntos convexos es soportante
para la clausura de ambos.

Demostracién. Consideremos el conjunto
S={x/x =29 —11, 11 €51, T2 € So} =S5y — 5.

Se deduce del Ejercicio (1.1.1) que S es un convexo. Ademas, es claro que 0 ¢ S (en efecto,
0 € S implicarfa que S; N Sy # ). Luego, usando el Teorema (1.1.8), existe p # 0 tal que

ple <0 Vzes
de donde se concluye que
pT(ZEQ — .Tl) <0 Vxl € Sl, \V/ZL’Q < SQ

lo que prueba el teorema. ®

Teorema 1.1.12 (Gordan) Sea A € M,,,x,,(IR). Entonces uno y sélo uno de los siguientes
sistemas tiene solucion:

(1) Az <0
(2) A'p=0,p>0,p#0
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Demostracién. Supongamos primero que (1) tiene solucién, es decir, que existe = € IR" tal
que Az < 0. Demostraremos que (2) no tiene solucién. Si no, existiria p € IR",p >0, p # 0
tal que ATp = 0.

Entonces, premultiplicando (1) por p? se obtiene que p’ Ax < 0, lo que contradice que
ATp =0.

Supongamos ahora que (1) no tiene solucién. Demostraremos que (2) posee solucién. Si
no, definamos

Si={z€R"/z=Ax,x € R"} y Sy={z€ R"/z<0}
Como (1) no tiene solucién, entonces tenemos

SlmSQZ(D
Sl#(DaSZ#@

St y Sy convexos

Entonces, por teorema anterior (separacién de dos convexos), existe un hiperplano separador,
es decir

Ip#£0tal que plzy >play Vo1 €8 % €S,

Luego,
plAzy > plzy Yo, € R" 25 € S, (%),

lo cual implica que
p" Az > sup{p” 2}
22<0
Probaremos que p > 0. Si p tiene alguna coordenada negativa, entonces el supremo del lado
derecho de esta desigualdad es igual a +o00. Se deduce entonces que p? Ar, = +o00, Vz; € IR",
lo que es una contradiccion. Asi, p > 0.

Luego, tomando limite cuando z; — 0~ en (x), se tiene que p’ Ar; > 0 Vz; € R". Eli-

giendo z; = —A”p, se tiene que ||ATp|| = 0lo que implica A”p = 0. Esto demuestra que (2)
tiene solucion. M
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1.2. Funciones convexas

Definicién 1.2.1 Sea S C IR" un conjunto convezo. Se dice que f : S — IR es una funcion
convexa si y solo si

fOz+ (1 =Ny <Af(x)+(1=N)f(y), Vr,ye S, 0<A<1.

Esta definicién se puede interpretar geométricamente, diciendo que la imagen por f del seg-
mento [z, y] queda por debajo de la recta que une (x, f(x)) e (y, f(y)) (ver Figura 1.14).

f(y)

)

X \

Figura 1.14: Funcidn convexa: imagen del segmento [z, y| queda por debajo de la recta que une los

puntos (z, f(z)) e (y, f(y))-

Es posible probar la siguiente definiciéon equivalente de convexidad de funciones.

Definicién 1.2.2 Sea S C IR" un conjunto convezo. Se dice que f : S — IR es una funcion

k
convexa si y solo siVk € IN, x1,...x5, €S y A\1,..., \p > 0 tales que > \; = 1, se tiene
s

(2

Definicién 1.2.3 Una funcion f, definida como antes, se dice estrictamente convexa si
y solo si para todo x # y, 0 < XA < 1, se tiene

fOz 4+ (1= Ny) < Af(x)+ (1 =) f(y)

Definicién 1.2.4 Sea S C IR". Se dice que f : S — IR con es concava si y solo si —f es
conveza o, equivalentemente, Si

33



FOa + (1= Ny) 2 Af(2) + (1= N f(y). Va,yeS, 0<A<L.
Del mismo modo, [ es estrictamente concava si y sélo si —f es estrictamente conveza.
Ejemplo 1.2.1 .

i) Una funcién f: IR" — IR tal que f(z) = o'z + B (lineal afin) es céncava y convera.

ii) La funcion f definida por

r sz €] —00,0]
flz)=40 si x €]0,1]
x

si x € [1,00]
(lineal por pedazos) no es convera ni concava.
i) La funcién f(x) = —2?% es estrictamente céncava.

i) La funcion

no es concava ni coOnvVexaq.

A continuacién enunciamos y demostramos (a modo de ejercicio, pues este es un tema del
Calculo en Varias Variables) el teorema que garantiza la continuidad de las funciones con-
vexas en el interior de su dominio.

Teorema 1.2.1 Sea f: S — IR convexa. Entonces, [ es continua en el interior de S.

Demostracidén. Sea = € int(S). Para probar la continuidad de f en Z necesitamos mostrar
que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||z — 7| <0 = |f () — f(Z)| < e.

Sea entonces € > 0. Dado que Z € int(S) existe n > 0 tal que la bola de centro Z y ra-
dio 7 estd incluida en S, es decir, B(z,n) C S.

Claramente T +ne; € S, con e; vector de la base candnica. Luego, es claro que
P (@) + 5 (7~ 1)
z =@+ ne) + 5@ —ne;

34



Figura 1.15: Gréfico de las funciones del ejemplo 1.2.1

y esto implica (por convexidad de f)

(@) < f(i;+nei)+%f(i'—nei) Vi=1,....n

N —

de donde ] ]
0< SUE e — @)+ L~ ne) — F(D))
De aqui se desprende que Vi, f(Z+ne;)— f(Z)y f(Z—ne;)— f(Z) no pueden ser simultdnea-

mente negativos.

Sea K = méax{f(ztne;)—f(z), Vi=1,...,n}, 0< K < o0,y definamosd = min{ﬁ, 8—;7( :
n’'n

n
Sean ; >0 i =1,...,n, tales que x — Z = > _ ;d;, con
i=1
g - ne; six;—2; >0
’ —ne; stz —7; <0

2

n n n n
Luego, ||z — 7| = = zl zlaiajdidj = 20@ |di||* = n? 2%2 < 52,
1=1J)= 1= 1=

n
> id;
=1
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n
52 1 g : : . 1oe :
Asi, Z a? < p = min{ﬁ, W}’ lo que implica en particular que a; < mm{g, ﬁ} Vi (x).
i=1

Entonces,
flz) = f(z— Zald +7) i%nald + 7))
=1
< Zn:if(nazd +7) Zf (1 —na;)Z + na, (T + d;)]
=1
< %ﬁémf4mJﬂ)+nmﬂx+dﬂ

Luego (de la definicién de K y por (x)),
F@) = @) € X alf@+d) ~ f@] S Ko< K=
Para terminar, falta probar que f (z) — f(z) < e.
Sea y = 27 — x. Notemos que ||y — Z|| = |7 — z| < 6, luego, f(y) — f(Z) <e.
Pero f(z) = f(5y + 52) < 5f(y) + 3£ (x)
= 3[f (&) = f(@)] < 3[f(y) - f(@)] <

E.

N[ —=

Luego, |f (z) — f(7)| < ey se tiene el resultado. W

Una funcién convexa podria no ser continua en todo su dominio, sin embargo, el teorema
anterior dice que los puntos de discontinuidad se encuentran en la frontera, como muestra el
siguiente ejemplo.

. . 2 lz| < 1
Ejemplo 1.2.2 Sea S ={z/|z| <1} y f : S — IR, definida por f (x) = 5 o) =1

€T =

La funcién f es convexa, continua en int (S) y los puntos de discontinuidad {—1,1} estén
en la frontera de S.
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1.2.1. Conjuntos relevantes asociados a funciones convexas

Definicién 1.2.5 Sea f : S C IR" — IR, con S # () un conjunto cualquiera. Para o € IR
se definen los siguientes conguntos (ver Figura 1.16)

» No(f)={x € R" / f(z) < a}, el conjunto de nivel a.
» Co(f)={z € R" / f(x)=a}, curva de nivel a.
w epi(f) ={(z,a) € Sx IR | f(x) < a}, el epigrafo de f.

N FX)=[x, .x,] :
Xl\ /Xz
C f(x)={x ;.x,}

Figura 1.16: Conjunto de nivel, curva de nivel y epigrafo de una funcién real f.

Teorema 1.2.2 Sea una funcion f: S C IR" — IR, con S convexo. Se tiene que

(i) [ es convexa siy solo si epi(f) es un conjunto convexo

(i1) Si f es convezxa, entonces N, (f) es convezo.

Demostracidn.
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(i) Sea f convexa. Sean (x, ), (y, 3) € epi(f), A € [0,1]. Entonces, por convexidad

AMz,a)+ (1 =Ny, B) =M+ (1 =Ny, da+ (1 =N)p) €S xIR

Como f es convexa, f(Ax + (1 — N)y) < Af(x)+ (1 = Ny < da+ (1 — \)B, puesto que
f(z) < a, f(y) < . Entonces,

Az, a) + (1= A)(y, B) € epi(f),

por lo tanto epi(f) es convexo.

Sea ahora epi(f) convexo. Entonces, V(x, a), (y, ) € epi(f), X € [0, 1], se tiene que

Az, a) + (1= A)(y, B) € epi(f),

es decir,
fAz+ (1= Ny) < da+(1—)N)g.

Claramente, (z, f(x)), (y, f(y)) € epi(f). Reemplazando « por f(x) y § por f(y) en la ex-
presion anterior, se concluye que f es convexa.

(ii) Sean x,y € N,(f). Se tiene que f(z) < ay f(y) < «, por lo tanto

FO+ (1= N)y) < M (@) + (- Nf() < a
de donde Az + (1 — ANy € No(f). m

Veamos que la implicancia inversa en (ii) no es cierta. Para la funcién (iv) del Ejemplo
(1.2.1), No(f) es convexo Ya € IR, sin embargo la funcién no es convexa.

1.2.2. Funciones convexas diferenciables
Definicién 1.2.6 Sea S C IR", no vacio, f: S — IR, x €S, y d# 0 tal que
T+ A e S VYXe0,n], algin n > 0.

Se define la derivada direccional de f en el punto z, en la direccion d, por (cuando el
limite existe)

fE+M) ~ @) _ g

(z,d) = If
f@d) A0 A
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donde IR = IR U {—o00, +o0} ¥ las operaciones se extienden como sigue:

a+00=00=004a para —o0 < a < 00
a—00=—00=—00-+a para —o00 < a < 00

a-00o=00=00-0a, a-(—00)=— 00) -a para 0 < a < o0

g
I

(_
a-00=—-00=00-0a, a-(—00)=00=(—00)-a para—oo<a<0
0-c0o=00-0=0=0-(—00) =(—00)-0
—(—o0) =0

y la suma de oo con —oo no estd definida.

Definicién 1.2.7 Sea S C IR", no vacio. Una funcion f : S — IR se dice diferenciable
en T € int (S) siy sdlo si existe Vf(z) € IR" tal que

flx)=f@)+Vf@)(x—2Z)+o(x—7) Vel

o(x—1T)

donde o(x — ) es tal que lim 0.

o=z o -z
Teorema 1.2.3 Si f es diferenciable en el interior de S, entonces f'(z,d) = V f(z)"d.

Demostracién. Sea = € int (S), como f es diferenciable se tiene que
f@)=f@) +Vf@)(x—2)+o(x—7) Voes.
Sea z =T 4+ Ad € S (para A > 0 suficientemente pequeno), luego
f(z+Ad) = f(2) + V(@) (Ad) + o(\d)
implica

f(z+ M) - [ ()
A

o(Ad)

=Vf(@)d+ x|

]

Tomando limite cuando A — 07, se obtiene f'(7,d) = Vf(z)Td. =
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Proposicién 1.2.1 Sea f : S — IR, conveza. Sean T € S, y d # 0 tal que existe n > 0
que cumple T+ Ad € S, para todo \ € [0,n[. Entonces f'(z,d) eziste.

Demostracion. Sean 0 < A\; < Ay < 7. Entonces

A A A A
FE+Md) = FCEHT 4 Mad) + (1= 2F) < 2 £(Z + hod) + (1 — 22 f(2)
)\2 /\2 )\2 >\2
implica
[(@ 4+ M\d) — f(Z) < [(Z 4 Xod) — f(Z)
)\1 o )\2
Asi, p(N) = f(@+2d) — f(z) es una funcion no decreciente de \ y por lo tanto se tiene que

A
hm+ ©(\) existe y es igual a /{nggo()\). Entonces f'(z,d) existe. B
A—0 >

Teorema 1.2.4 Sea f: S — IR una funcion diferenciable en S C IR", convexo. Entonces
f es convexa si y sdlo si f(x) > f(z)+ V(@) (x —z), Vo,z € S.

Demostracién.

(=) Sea f convexa. Dados x,Z € S se tiene que
fAz+ (1 =Xz) < Af(2) + (1= A)f(Z), VA €[0,1]

Reordenando, tenemos que

FE+Ma 7)) (@) _

y tomando limite A — 0 :

['(@.d) =V (@) (z - 1) < f(2) - f(2)

que implica

f(x) > f(@) + V(@) (x—7), VT,7 € S.

(<) Sean z,z € S. Entonces,

f@) = fOr+ (1 =X5) +(V Az + (1= A7), (1 = Nz - 7)) YA€[0,1]
f(@) = fOr+ (1 =27) +(V Az + (1 = A7), A7 —2)) YA€0,1]
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Multilplicando la primera desigualdad por A, la segunda por (1 — \) y sumando, se tiene
(@) + (L= Nf(@) = fOa+(1- A7) YA€ [0,1]

Es decir, f es convexa. B

Observacion 1.2.1 Es directo probar que f, satisfaciendo las hipotesis del teorema anterior,

es estrictamente conveza si y solo si f(x) > f(z)+ V(@) (x —z), Vr,z€S, zv+#I.

Corolario 1.2.1 Sea f: S — IR una funcion diferenciable en S C IR", convexo. Entonces
[ es convezxa si y sdlo si (V f(xy) — Vf(x1), 29 —x1) >0, Vay,z9 € S.

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior,

S

x1) > f(x2) + (Vf(xg), 1 —x9) Vi, 290 €S
fz2) > f(21

(1) + (Vf(x1),22 — 1) V20 €S
Sumando las desigualdades anteriores, se tiene que
0= (Vf(22), 21 — 22) + (Vf(21), 22 — 21) = (=V [(22) + Vf(21), 22 — 21)
es decir, (Vf(xg) — Vf(x1),29 —21) >0 Va;,20 € S. H
Definicién 1.2.8 Sea S C IR", no wvacio. Una funcion f : S — IR se dice dos veces
diferenciable en = si y sdlo si existe Vf(z) € IR" y H(Z) € Muxn(IR) tal que
f@)=f@+Vf@)T (z-2)+i(@—2)" H@)(x—3)+o(x—7) YreS

donde ofr —7) —0six—2T

|z — ]2

La matriz H (Z) se llama matriz Hessiana de f en z:

2f(@)  8f(@ . 9’ f(z)
Oz Ox10z2 Ox10xn
T) = . S 62f(j)
H (.Z') : : Oz;0x; :
*f(®) *f(z)
BB R - 7
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Teorema 1.2.5 Sea S C IR" un abierto, convero, no vacio, y sea f : S — IR dos veces
diferenciable en S. Entonces f es convexa si y solo si H (x) es semi-definida positiva Vx € S.

Demostracién.

(=) Sea 7 € S. Queremos probar que Vo € IR, zTH (z)x > 0.

Como S es abierto, Ve € IR", &+ Axr € S, para A suficientemente pequeno. Del Teore-
ma (1.2.4) se tiene que

f(Z+Xx) > f(Z)+ A\V[f(z)'2, Vre R

Ademas,

2

A
f(@+Xz) = f(2) + A\Vf(@) 'z + ?xTH (Z)x+o(A\x), VzelR"
Restando las dos ecuaciones, se tiene que
)\2

0> —?xTH (Z)z —o(Ax) Vz e R"

de donde,
2
o H () + po()\:v) >0 Vre lR"

Para z # 0 (el caso = = 0 es directo), dividamos por ||z||* y tomemos limite cuando A — 0F
para obtener que 2T H (Z)x > 0 Va € IR", es decir, que H (T) es semi-definida positiva.

(<) Sean z, z € S. Por teorema del valor medio
f(z) = f(@) + V(@) (z—7) +§ (¢ —2) HE)(z - 7)
con T = AT+ (1 — N)x € S, para algin A €0, 1].
Como H(Z) es semi-definida positiva, (z — z)" H(Z) (x — &) > 0, luego
flx)> f(@)+Vf@@)' (z—z) Va,ze€S

Por el Teorema (1.2.4), f es convexa.
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Ejemplo 1.2.3 Sea f ( il ) = —a? — 523 + 22129 + 1021, — 1025. Deseamos verificar si f
2

es convexa, concava o ninguna de ellas.

Podemos escribir f de una manera mas conveniente como sigue:
FO™) = (10, =10) (™ )4 (o m)| T (™
i) ’ To b 2 1 -5 i)
— _ € 1 —2 2 T
= (10, 1O)<x2)—|—§(m1, 332){ 2—10}(:1:2)

—2

Luego, H(z) = [ 5 10

} (no depende explicitamente de x).

Calculemos sus valores propios:

—2-=A 2

det{ 2 10—\

}:(2+)\)(10+/\)—4:>\2+12>\+16:0

de donde A\; = —1,5279 y Ay = —10,4721.

Como ambos valores son negativos, H(x) es definida negativa. Luego, por el teorema ante-
rior, f es céncava. Mas aun, como lo demuestra el siguiente resultado, f es estrictamente
céncava.

Corolario 1.2.2 Sea S C IR" un abierto, convexo, no vacio, y sea f : S — IR dos veces
diferenciable en S. Se tiene que,

(i) si H(x) es definida positiva en cada punto de S, entonces f es estrictamente conveza.

(i1) si [ es estrictamente convexa, entonces H(x) es semi-definida positiva en todo punto
de S.

Demostracién.

(i) Directo de la segunda implicancia del teorema anterior. Basta ver H(x) definida positiva
implica que f(z) > f(z) + Vf(z)' (x — %) Vz,z € S,z # 7, lo que por la Observacién
(1.2.1) es equivalente a decir que f es estrictamente convexa.

lim(xTH(f) T 000 ) >0

=0\ ||z 2l A2 ||

(ii) Notar que
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implica 27 H () x > 0 Va € IR", es decir, H (7) es semi-definida positiva. ®

Ejemplo 1.2.4 .

(i) Consideremos la funcion f(x) = —In(z) .
La matriz hessiana, H (z) = f®(z) = 5 >0 Vz € S={z € R": x> 0}, es definida
positiva y por el corolario anterior, [ es estrictamente conveza.

(ii) La funcién f(x) = z* es estrictamente conveza en todo IR". Sin embargo,
H(z) = f®(z) =122 > 0 V2 € IR"

es semi-definida positiva (notar que H(0) =0).

1.2.3. Funciones no diferenciables: concepto de subgradiente

Hasta aqui hemos desarrollado caracterizaciones de convexidad que nos seran de mucha
utilidad, pero solo para funciones diferenciables. Existe una forma sencilla de extender estas
caracterizaciones a funciones no diferenciables, mediante el concepto de subgradiente, que se
define a continuacion.

Definicién 1.2.9 Sea f: S — IR, convexa. Un vector £ € IR" se llama subgradiente de
f enz siy solo si

flx)> f(@)+ & (x—2) VoresS

El congunto de subgradientes de f en T se denota por Of(z) y se llama subdiferencial de
fenz.

Proposicién 1.2.2 El subdiferencial es un conjunto convezo.

Demostracién. Sean ¢;, & dos subgradientes de f en Z, y sea A € [0, 1]. Entonces, Va € S,
fl@) > f(Z) +& (v - 7)
fl@) > f(7) + & (v — 7)

Multiplicando las dos expresiones por A\ y por 1 — A, respectivamente, y sumando, se tiene
fl@) = f(@) + P+ (1= N&] (e -7), Voes
lo que prueba que A& + (1 — N\)&, € Of(T).
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Proposicién 1.2.3 Si f es convezra y diferenciable en T € int (S), entonces

of(x) ={V[f(z)}
Demostracién. Notemos primero que V f(z) € 0f(z), pues f es convexa (Teorema 1.2.4).
Sea £ € Of (7). Por definicién f(z) > f(z) + &7 (v —z) V€ S.

Sea x = T + Ad € S (para A > 0 suficientemente pequeno). Se tiene que
f(@+Xd) > f(z)+ 1",
de donde - -
f@+Xd) — f(z)
A
Tomando A — 07, tenemos V f(z)7d > ¢7d y por lo tanto (£ — Vf(z))d < 0.

> ¢

Escogiendo d = £ — V f(Z), obtenemos || — Vf(i)]|2 <0, lo que implica que £ = Vf(z). &

Proposicién 1.2.4 Sea S C IR" un convezro no vacio y f : S — IR. Si para todo T € int (S)
se tiene que Of (Z) # 0, entonces f es convexa en int (S).

Demostracién. Como S es un convexo, entonces int(.S) también lo es. Sean x1, x5 € int (5),
para A € [0, 1].

Entonces, si T = Az1 + (1 — X)) zo € int (5) se tiene que Jf () es no vacio, luego existe
¢ tal que
f@)>f@) +&(x—2) Vres.

En particular,

fla1) > f(@) + € (21— 2)
fwg) > f(x) + &7 (22— T)
Pero 2y —Z = (1 = \) (1 — 22) ¥y 9 — T = —A (21 — 23). Luego, multiplicando la primera

desigualdad por A, la segunda por (1 — A) y sumando, se tiene que
Af(zr) + (1= A)f(z2) = f(Az1 + (1 = N)zz) VA€ [0,1],

es decir, f es convexa en int(S). W
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Capitulo 2

Caracterizacion de optimalidad

2.1. Definicion del problema de Optimizacién

En este capitulo trataremos el problema:

(P)min  f(z)
r€eS

Con S C IR", generalmente definido por ecuaciones no necesariamente lineales, que llamare-
mos region factible y f una funcién cualquiera. Ciertamente, si S es un poliedro y f es lineal
entonces se trata del caso de la Programacion Lineal.

Definicién 2.1.1 Un punto x* € S se dird minimo local de f si existe € > 0 que cumpla
f(z*) < f(x), Y € S tal que ||z* — z|| < €. Es decir, existe una vecindad de x* donde dicho
punto es minimo.

Definicién 2.1.2 Un punto x* € S se dird minimo global de f en S si f(z*) < f(x),
Vz € S. Es decir, x* es solucion de (P).

En términos del lenguaje utilizado, un elemento z € S se llama solucién factible de (P) y
si Z resuelve (P) se puede decir que es solucién, solucién éptima, minimo, o solucién
global del problema.

Teorema 2.1.1 Sea f : S — IR, con S convexo no vacio, y sea T una solucion local del
problema (P). Entonces,
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(i) Si f es convexa, T es minimo global.

(ii) Si f es estrictamente convera, T es el inico minimo global.

Demostracién.
(i) Sea e >0, f(z) > f(z) VeeV.(x)={xeS /||z—=z| <e}. Supongamos que T no es
6ptimo global, es decir, Iy € S tal que f(y) < f (Z). Luego, para A € [0, 1],

FOy+ 1 =01) <Af(y) + 1 =A) f(Z) <Af(2)+ (1= A) f(z) = f(2)

Pero para \ suficientemente pequefio, Ay + (1 — A\)Z € V. (Z), lo cual es una contradiccién
pues  es minimo local.

(il) Como f estrictamente convexa entonces f es convexa. Luego, por (i), Z es minimo global.

Supongamos que no es unico, esto es, que existe y € S, con y # z, tal que f(y) = f(Z).

Entonces 1

fGu+ 57 < 57) + 513 = f@)

lo que implica que existe z = %y + %i # T tal que f(z) < f(z), lo que contradice el hecho
que T es minimo global. W

2.2. Condiciones de optimalidad

2.2.1. Optimizacién sin restricciones

En esta parte, obtendremos condiciones necesarias y suficientes para resolver problemas no
lineales irrestrictos (caso en que S = IR"), es decir problemas del tipo:

(P) min f(z)
x € IR"

En general supondremos que f es una funcién dos veces continuamente diferenciable.

Teorema 2.2.1 (Condiciones necesarias de optimalidad) Sea z* solucidn local de (P)
y supongamos [ € C*(S), donde S es un conjunto abierto que contiene a x*. Entonces,
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= Vf(@") =0y
» V2f(x*) = H(z*) (matriz Hessiana) es semidefinida positiva.
Demostracion.

a) Sea d € IR" fijo y consideremos la funcién g(a) = f(z* + ad). Como z* es un mini-
mo local de f se tiene que:

f(z*) < f(z* 4+ ad) Va > 0 suficientemente pequetio.
Es decir,

f(a* + ad) — f(a*)

(67

0<L

Tomando limite,

a—0t «

Ahora, por la regla de la cadena se tiene ¢'(0) = V f(z*)7d, por lo tanto
0< Vf(z*)Td

De la arbitrariedad de d, tomando —d se deduce que V f(2*)"d =0 Vd € IR". En particular
tomando d = V f(x*) se obtiene que V f(z*) = 0.

b) Consideremos el desarrollo de Taylor de segundo orden,
gla) = g(0) + ¢'(0)a + 39"(0)a® + o(a?)

o(t)

Recordemos que o(t) cumple yr% —~ = 0. Reescribiendo el desarrollo,

f(@* +ad) — f(z*) = aVf(a*)'d + %QdTV2f(9c*)d + o(a?)

por lo tanto, como Vf(z*) =0y f(z* 4+ ad) — f(z*) > 0 se tiene que

0 S dTVQf(.fE*)d+ 0(0&2)

a2
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Tomando a — 0 se obtiene que V2 f(z*) es semidefinida positiva. B

En relaciéon a las condiciones suficientes, se puede facilmente probar los siguientes teoremas,
para el caso de funciones convexas, una y dos veces diferenciables.

Teorema 2.2.2 Sea f una funcion convexa y diferenciable sobre un conjunto convexo S. Si

el conjunto S es abierto, V f(x*) = 0 entonces es una condicion necesaria y suficiente para
que ¥ € S sea un minimo global de f sobre S.

Teorema 2.2.3 (Condicién suficiente de optimalidad, caso general) Sea f € C?(9),
con S abierto. Supongamos que x* € S satisface:

» Vf(z*)=0.

» La matriz V2 f(z*) es definida positiva.

Entonces, z* es un minimo local estricto de f en S.

2.2.2. Optimizacion con restricciones

Para el caso con restricciones, las condiciones de optimalidad son algo més complicadas que
para el caso irrestricto. Comencemos con algunas definiciones previas.

Definicién 2.2.1 Sea f : IR" — IR. Se dice que d € IR" es direccion de descenso de f
en T si y solamente si V f(z)Td < 0.

Denotaremos por D(z) = {d / V f(z)Td < 0} al conjunto de direcciones de descenso.

Definicién 2.2.2 Sea S un conjunto no vacio en IR" y T € S. Se llama cono de direc-
ciones admisibles de S en T al conjunto:

AZ)={d/d#0, z+ X d €S Ve [0,n[} para algin n >0

Observacion 2.2.1 Por simplicidad notacional, escribiremos A = A(z) y D = D(Z), cuan-
do no haya posible confusion. Ambos conjuntos pueden ser vacios.

Teorema 2.2.4 Sea f : IR" — IR diferenciable en T € S. Si T es minimo local del problema
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() min f(x)
reSs

entonces, AND = ().

Demostraciéon. Razonando por contradiccién, supongamos que existe d € AN D, entonces
de A= existen >0talque z+Xd€ S, N€[0,n] vy
d € D = existe ¢ > 0 tal que f(T + \d) < f(T), A € [0,¢].

Luego f(z + Ad) < f(Z), para todo A €]0, min{e,n}[, lo que contradice la minimalidad
local de z. W

Sean ahora g1, ..., g, funciones de IR" en IR, diferenciables. Consideremos también el con-

junto
S={relR"/g(xr)<0,i=1,....,m}

y el problema (P) ya definido, que se escribe

(P) min f(x)
g@)<0i=1,....m

Teorema 2.2.5 Sea T un punto factible de (P), es decir, ¢;(z) < 0 i = 1,...,m. Sea
ademds I = {i/g;(x) = 0} el conjunto de restricciones activas. Entonces, si T es minimo

local de f, se cumple que GN'D =0, donde G ={d / Vg;(z)Td <0, Viel}
Demostracién. Basta probar que G C A y luego concluir usando el teorema anterior.

Sea d € G y consideremos el caso i € I. Entonces Vg;(Z)"d < 0, luego existe n; > 0 tal
que

Notar que el lado derecho de esta tultima desigualdad es nulo, entonces se tiene que

gi(Z+ M) <0 A€ [0,min{n}[.

Tomemos ahora ¢ ¢ I. Como T es factible, entonces cumple g;(Z) < 0. De alli, por continui-
dad, se deduce que existe g; > 0 tal que ¢;(z + Ad) <0 X € [0, .
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Sean n = min{n;, i € I}, ¢ = min{e;, i ¢ I} y A = min{n,e}. Entonces podemos decir
que
G+ M) <0 i=1,....,m, VAX€[0,A]

Entonces d € A, lo que completa la demostracién. ®

Teorema 2.2.6 (Karush-Kuhn-Tucker, desigualdades) Sea Z solucién de (P) y su-
pongamos que {Vg;(Z), i € I} es un conjunto linealmente independiente. Entonces existen
iy b € IR tales que:

Vf(z)+ ;MN%@) =0
nigi(z) =0 i=1,....m
w >0 1=1,....m

Demostracién. Sabemos, del teorema anterior, que D NG = (). Entonces, no existe una
direccién d € IR" tal que

V(z)7d <0
Vgl(:E)Td <0 iel

Definiendo
V)"
A= :
i€l
podemos interpretar lo anterior como: no existe d € IR" tal que Ad < 0. Entonces, por el
teorema de Gordan, existe p # 0 tal que

Alp =0
p =20
Notemos
Ho
p=1
i
iel
entonces,



oV f(Z) + 3 1 Vgi(z) =0

iel
donde lso coeficientes g, p;, para i € I, no son todos nulos.

Afirmamos que po > 0. En efecto, si pg = 0, entonces se tiene que Y 1;Vg;(Z) = 0, donde los
iel
coeficientes p;, ¢ € I no son todos nulos. Eso contradice la hipdtesis de independencia lineal.

Asi, podemos redefinir los coeficientes p; «— ﬂ, Vi € I, con lo cual
Ho

1€

donde los coeficientes p;, ¢ € I, no son todos nulos.

También sabemos que ¢;(Z) = 0 para i € [ y que ¢;(z) < 0 para i ¢ I, entonces defi-
niendo p; =0 Vi ¢ I, se concluye que

V@) + 2 miVei(@) =0
,uzZO izl,...,m,

lo que completa la demostracion. B

Ejemplo 2.2.1 Veamos cudn importantes son las hipotesis del teorema anterior. El siguien-

: . 1
te problema tiene como solucion optima el punto x* = ( ) :

0
(P) min -1
—(1 — ZL’1)3 + X9 S 0
—XT2 S 0

52



701

Figura 2.1: El teorema de KKT no es aplicable en el éptimo.

Como puede verse en la Figura (2.1), el teorema de Karusch-Kuhn-Tucker no es aplicable
en este caso, pues los gradientes de g; v ¢g» no son linealmente independientes en z*.

i = (57)- )
Vga(z*) = (_01>
Vi) = (jf)

No existen py, uo > 0 satisfagan (_01) + 11 ((1)) + pio (_01) = (8)

Interpretacion geométrica del teorema de Karush-Kuhn-Tucker
El teorema de Kunh-Tucker puede ser interpretado geométricamente como sigue. Consideremos

un problema en dos dimensiones como el que se muestra en la Figura (2.2). El cono de di-
recciones admisibles esta dado por:

A@) =1{d /| Vg(@)Td<0, Viel=1{1,2}}

Bajo la hipotesis de independencia lineal de los gradientes de las restricciones activas, para
que Z sea un minimo local, se necesita que el vector —V f(Z) forme un dngulo obtuso con
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V8 (X)

“Vi(®)

,
cono dedirecciones
admisibles =

9, \\vgl (x)

Figura 2.2: llustracién de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para dimensién dos.

toda direccién admisible d, lo que equivale a decir que —V f(Z) debe ser combinacién lineal
positiva de los vectores del conjunto {Vg;(z), Vi€ I}.

A continuaciéon entregamos sin demostraciéon el enunciado del teorema de Karush-Kuhn-
Tucker, extendido al caso de restricciones de igualdad y desigualdad.

Teorema 2.2.7 (Karush-Kuhn-Tucker, igualdades y desigualdades) Sean las funcio-
nes f:IR" — IR, ¢;:IR"— IR i=1,....m y h;:IR" — IR j=1,...,1 diferenciables.
Consideremos el problema

(P) min  f(z)

Sean T un punto factible e I el conjunto de restricciones activas en T. Supongamos que el
conjunto {Vg;(z), Vh;(z), i€l, j=1,...,1} es linealmente independiente.

Entonces, si T es solucion de (P), exvisten p; € IR, i =1,...,m, v; € R, j=1,...,1
tales que

V() + i 1V () + z v;Vhy(T) =

Jj=

1igi (T )

Tal como en el caso de desigualdades, la hipotesis de independencia lineal de los gradientes
de las restricciones activas es demasiado fuerte, y el teorema sigue siendo vélido atn cuando

o4



esta hipotesis no se cumpla. Una aplicacion interesante de esta versién del teorema de KKT
es el caso de la Programacion Lineal, que es el tema del préximo capitulo. Consideremos el
problema

donde la matriz A € M« (IR) y los vectores ¢ € IR", b € IR™ son los datos del problema.
Se puede escribir equivalentemente,

(P) min Tz
-z <0
Ar—b =0

de manera que las funciones f, ¢g; y h; del problema general estan dadas por

f(z) = Tz
gi(x) = —ux
h;(z) Z ajkTr — b;
k=1
Los gradientes respectivos son
Vi) = ¢
Vygi(x) = —e

Vh]<l’) = ((Ijl, ceey CLjn)T

donde ¢; es el i-ésimo vector de la base candnica de IR". Las ecuaciones de KKT en este caso
se pueden escribir

c+ Dy ui(—ei) + > vilaj, ... 7ajn)T =0
i=1

Introduciendo el cambio de variable y = —v se obtiene
ATy+u=c
ufaz =0

u>0
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Entonces la caracterizacién completa de la solucion del problema de Programacién Lineal es
la siguiente: z es solucién del problema (P) si y sélo si existen vectores u € IR", y € IR™,
tales que

Ar =b
ATy +u=c
ulz =0
z,u >0

Este es un sistema dificil de resolver, dado que algunas variables deben ser positivas (z y u)
y ademds deben satisfacer una ecuacién no lineal (ortogonalidad de x y u). En los capitulos
siguientes daremos una interpretacion de este sistema.
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Capitulo 3

Programacion Lineal

3.1. Introduccién y ejemplos

Un problema de programacién lineal se escribe de manera explicita como:

(PL) min c1T1+ CoTo+ ... + Cn—1Tp—_1+ CnTn,
AT+ ATt ...+ Aip1Tpo1t A1pT, = by
a2 1T1+  Q22To+ ... +  Qep_1Tpo1t+ GpTn, = by
am,1x1+ am,2x2+ .+ am,n—lxn—l—i_ AmnTn = bm
ry > 0 Vi=1,...,n

o en forma compacta como:

(PL) min 'z
Axr =b
x >0

conz,c€ IR", be R", A€ Mpxn(IR), con m < n.

En la funcién objetivo o criterio ¢z, la variable = se conoce como variable de de-
cision o nivel de actividad y ¢ como vector de costos.

El conjunto de restricciones P = {x/ Az = b, x > 0} es un poliedro cerrado y se llama
conjunto factible. La matriz A se conoce como la matriz de coeficientes técnicos y b
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como vector de recursos o, simplemente, lado derecho.
Otras definiciones preliminares:

» SiP es acotado, entonces existe solucién, pues se minimiza una funcién (lineal) continua
sobre un conjunto compacto (el poliedro P es cerrado).

= Si P es no acotado, puede ocurrir que c'z — —oo, con x € P.
= Se dird que el problema (PL) es acotado si y solamente si 37 € P : ¢'z < Tz, Vo € P.

» Se dird que el problema (PL) es no acotado si y solamente si 3d € IR", z, € P tales
que ¢'(z,+ Ad) — —o0 si A — 00, con z, +Ad € P, VA > 0. Es evidente que si (PL)
es no acotado, entonces P es no acotado. La otra implicancia no siempre es cierta,
como veremos cuando estudiemos cémo resolver un programa lineal.

» Se dird que el problema (PL) es infactible si y sélo si P = ).

Formas canodnicas de un programa lineal
Dos formas habituales de escribir (PL) para su estudio son:

1) Forma de desigualdad:

max clx
Az <D
2) Forma estandar o canénica:
min ¢’z
Az =D
r >0

Estas dos formas son equivalentes pues los poliedros {z/Az = b,x > 0} y {x/Az < b} son
equivalentes, en el sentido que se puede pasar de una forma a otra mediante cambios simples
en las variables y restricciones, como por ejemplo:

s Pasar de > a < multiplicando la restriccién por —1.

= Pasar de < a = wusando una variable de holgura, es decir:

n
> iy + Tpy1 = by,

n
a;jx; < b; puede escribirse en la forma
=1 7j=1

<
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con x,+1 > 0. Notar que en este caso el problema aumenta en una variable por cada
restriccion de desigualdad convertida en igualdad.

= Una variable irrestricta = puede ser reemplazada por dos variables no negativas z; > 0
y x9 > 0, escribiendo x = x1 — @

» Maximizar ¢!z es equivalente a minimizar —c’z
Ejemplo 3.1.1 El problema
max C1T1+ Coxo

T1— 333‘2
I

(AVAIAY]
o

es equivalente al problema (haciendo xo = u — v, con u,v > 0).

—min —c¢iz1— cout CoU
—r1+  3u— v < =8
T, U,V > 0

que a su vez, es equivalente al problema:

—min —cjz1— cyu + cyv
-1+ 3u—3v +y =
T, u, v,y >0

Plantear un problema de optimizacién requiere comprender la estructura del mismo y ser
ordenado y creativo a la hora de darle forma.

3.2. Resolucion de problemas de Programacion Lineal:
algoritmo Simplex

Teorema 3.2.1 Sea P un poliedro no vacio en la forma candnica y sea el problema

(P) min 'z
r€eP

Entonces una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

99



(i) (P) es no acotado.

(ii) (P) tiene un vértice (punto extremo) como solucion.

Demostracién. Supongamos que existe una direccién extrema d tal que ¢’'d < 0. Entonces,
dado que el poliedro es no vacio, elijamos xg € P. Es evidente que zo + ad € P y que
cT'(xg + ad) — —o0, si a — oo. Entonces (P) es no acotado, lo que prueba (7).

Contrariamente, si no existe una direccién extrema d (en particular, si el poliedro es acotado,
es decir, no existen direcciones extremas) tal que ¢’'d < 0, entonces aplicando el Teorema
1.1.3 al punto zqg se tiene que

k !
o E Nel @, + E ,uchdj
i=1 j=1

k
donde \; € [0,1), Vi=1,....ky > N=1, pu; >0, Vji=1,...,L

i=1

l
Dado que Z ,uchdj > 0 entonces

Jj=1
k
g > E Nl
=1
y si elegimos ¢ tal que ¢’ x, = min{c’z1,...,c" 2} entonces

k
Loy > g )\,»chq = chq
i=1
lo que muestra que z, es solucién de (P), puesto que x( es arbitrario en P. Es decir, la
solucion se encuentra en un punto extremo. Esto termina la prueba. B

Motivacién: solucién grafica en R?

Consideremos el siguiente problema lineal

(P) min —2z; +3z,

21’1 —XT9 S 3
—x1 +2ry < 2
T Z 1

T1,T9 2 0
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Gréaficamente, en un problema de minimizacion, lo que se hace es desplazar la recta que
representa los costos en la direccién —c, que es la direccion de maximo descenso. Con esto
tenemos que el valor 6ptimo sera aquel ultimo punto factible que alcance la funcion objetivo
en su descenso.

Desgraciadamente, para dimensién mayor o igual a 3, ya no es posible resolver estos proble-
mas de manera grafica.

Vimos que para poder resolver un problema de programacién lineal necesitamos sélo con-
siderar los vértices del poliedro P = {z € IR"/Ax = b,z > 0} como candidatos a solucién
6ptima del problema. Para un ntimero grande de variables (n) y restricciones (m) vimos

., ’ s n ,
también que el nimero de vértices puede ser enorme, m s PO lo que una metodologia

mas sistematica se hace necesaria.

3.2.1. Fase II del algoritmo Simplex: mejorar soluciéon en curso

El método simplex, desarrollado por G. Dantzig en los aos cuarenta, tiene una idea geométri-
ca muy simple: primero se encuentra una base factible (un vértice de P) y luego se pasa de
vértice a otro, a través de las aristas de P que sean direcciones de descenso para la funcién
objetivo, generando una sucesién de vértices cuyos valores por f(z) = c¢’x son decrecientes,
con lo que se asegura que un mismo vértice no es visitado dos veces. Asi, como el nimero
de vértices es finito, el algoritmo converge en tiempo finito; esto significa que encuentra una
solucion optima, o una arista a lo largo de la cual la funcién objetivo es no acotada.

A la bisqueda de una base factible se la llama Fase I del algoritmo Simplex (esto se verd més

adelante). El resto del procedimiento (que describiremos a continuacién) se conoce como Fa-
se II.

Consideremos el problema
(P)min 'z
reP
con P ={x € R"/Ax = b,z > 0}.

Supondremos que A € M,,,, es de rango m, entonces puede escribirse de la forma A = [B, N|,
con B € M,,,, invertible.

Notemos x = ( iB ), c = ( EB ) Entonces, Az = Bxg + Nxy = b con lo que fi-
N N
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nalmente x5 = B~'b — B~ 'Nzy.

El problema (P) es equivalente a

min LB+ (c§, — cEB7IN)xy
ZEB—l-B_lN.CEN =B
TN 2 0
rB Z 0

~1
Si se cumple que B~'b > 0, consideramos el punto extremo de P: x = ( ;B ) = ( BO b )
N

Entonces

T T T T -1
¢ r=cgrp+cyrn =cgB b

Si se tiene esta solucién en curso y si ¢k —cEB7IN > 0, no es aconsejable dar valor positivo

a las variables en xy (la funcién objetivo no podria decrecer al hacer eso) .
Definicién 3.2.1 La cantidad 77 = ¢c5 B~ se conoce como vector de multiplicadores
del Simplex. Esta terminologia proviene de la interpretacion de las componentes de 7

como multiplicadores de Lagrange y como precio de equilibrio en el optimo, como veremos
mas adelante.

A continuacién examinaremos por separado, con la ayuda de un ejemplo, los tres casos

que pueden aparecer cuando estamos en presencia de un punto extremo y a partir de esto
generaremos la formulacién general del Algoritmo Simplex.

CASO 1: criterio de optimalidad

Ejemplo 3.2.1 Consideremos el siguiente problema:

min  3x3 +x4

—31’3 +3Q34 < 6
—81’3 +4l‘4 S 4
T3, Ty Z 0

escrito en la forma candnica:
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min Ox; +0zs +3x3 x4

1 —33?3 +3I4 = 6
i) —81E3 +4l’4 = 4
z, > 0 1=1,23,4
T 0
. {10 =3 3 ) _ | z2 ceg\ |0
Elijamos B = [0 1] , N = {—8 4} , (@v) N (CN) =13l
Ty 1

donde:

xp : variables bésicas o en la base (z1, x5 en este caso)
xy : variables no-bésicas o fuera de la base (z3, x4 en este caso)
x1, T9 @ variables de holgura

x3, T4 : variables estructurales

Se puede despejar x1, 2 en funcién de z3, x4 y reemplazar en la funcion objetivo. Notar que
todo queda igual, pues B=1y cg =0.
(Blb) .
= 0 es optima.

Como c§, — TN = (3,1) > 0, la solucién (£B> =
N

O O =D

Criterio de optimalidad:

En un problema de minimizacion escrito en la forma candnica, si las variables no basi-

cas tienen asociado un vector de coeficientes ¢§ = ¢k — 77 N > 0, entonces la solucién

B _ B es Optima
oy ) = 0 s Op )

Habitualmente, los datos se ordenan en un cuadro:

0 ek ‘—ﬂ'Tb
I B7'N| B

El vector ¢k = ¢k, — 7T N se llama vector de costos reducidos.
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CASO 2: criterio de no acotamiento

Ejemplo 3.2.2 Consideremos el siguiente ejemplo:

min —3x3 +axy

—31’3 +3$4 < 6
—8rs H4dxy, < 4
X3, T4 2 0

Siguiendo el procedimiento anterior, escribamos la siguiente tabla:

l
1 T2 T3 T4 —Z
0 0 -3 1|0=-7"b
1 0 -3 3 6
0o 1 -8 4 4

Tal como en el ejemplo anterior, x = (6 4 0 O)T es una solucion factible; pero no es
optima, pues ¢z < 0.

. Conviene hacer crecer una variable no bésica a un valor positivo? Es claro que si, con-
viene que la variable x3 tome un valor positivo.

T = —3$4+6+3$3
ro = —4xy + 4+ 83

Tomando x4 = 0 (fuera de la base), x3 puede crecer indefinidamente, disminuyendo el valor
de la funcidj objetivo, sin violar las restricciones, dado que las variables x; y x5 se mantienen
positivas. Este problema es no acotado.

Criterio de no acotamiento:

Si un costo reducido es negativo y los elementos en la columna correspondiente son negativos
o nulos, en al menos una de las filas, entonces el problema es no acotado.

Observacion 3.2.1 Si la columna es enteramente nula, la variable es irrelevante.
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CASO 3: criterio de mejoramiento de la soluciéon en curso

Ejemplo 3.2.3 Veamos ahora el ejemplo:

min  3x3 —x4
—31'3 +3£E4 < 6
—81’3 +4l‘4 < 4
r3,x4 > 0
Escribamos la tabla:
!
r1 T T3 X4 | —Z
O 0 3 -1]10
1 0 -3 3| 6
0O 1 -8 4] 4

La variable x4 es no bésica y su costo reducido es negativo', luego conviene hacerla entrar a
la base.

..Cuanto puede crecer? Los datos en la columna asociada son todos positivos, luego el creci-
miento es acotado.

xr, = —3$4 + 6
Ty = —4dxs+4
xg =0 (fuera de la base)

Se necesita que 7 > 0y x5 > 0, lo que implica que x4 < 1. Mas aun,

Ty = min{g, j—t} = min{j—;/&ij > 0}.
ls
ry To9 X3 Ty —Z
0o 0 3 -1]0
1 0 -3 3|6
0o 1 -8 4 —r

1Si bien no hay resultados respecto a la eleccién entre las variables con costos negativos, conviene hacer
ciertas convenciones. En este caso eligiremos siempre la variable de costo reducido mds negativo
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Criterio de pivoteo (mejorar solucién en curso):

Se hace entrar a la base alguna (cualquiera) variable no bésica cuyo costo reducido sea nega-

tivo. Sea z; la elegida. Para decidir cudl es la variable que entra en su reemplazo, se busca la

fila 7 tal que — = min{— /a;, > 0} y se pivotea sobre el coeficiente en la posicién (s, r).
TS 1S

Escribamos ahora el algoritmo completo para la Fase II, es decir suponiendo que se par-
te de una solucién basica factible conocida.

R
aiy a1, | by
dml e Zlmn bm

Donde suponemos que b; > 0, que en la matriz A hay una identidad correspondiente a las
columnas no basicas y que los costos reducidos de las variables basicas son nulos.

Algoritmo Simplex

(1) Si¢; >0 Vj=1,...,n, entonces la solucién en curso en éptima. Las variables bésicas
son iguales a b; y las no bésicas son nulas.

(2) Si¢; < 0 para algin j, la elegimos para entrar a la base. Usaremos el criterio descrito
anteriormente de elegir la variable cuyo costo reducido es menor. Supongamos que
dicha variable es la s.

(3) Sia;s <0 Vi=1,...,m, el problema es no acotado.

b .
(4) Si @ > 0 para algin 4, se determina r tal que — = min{— /a;, > 0} y se pivotea en
a ;s

TS
a,s, para después volver a (1). Los coeficientes son modificados segun:

ais arj

" Gy G — para i £ r
TS
_ dr‘j
aT’S
T T azsbr
m b — b — — para i #r
a/’f‘S
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n bT‘ < -_—
G/TS
CsQrj
] C] «— C‘7 —
a"f‘S
— — Esb""
B —Z— —Z— —
CLTS

Observacién 3.2.2 Notar que esto corresponde precisamente al pivoteo de Gauss para la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Ejemplo 3.2.4 Consideremos

min  —x; —3x9
T twy <3
—31‘1 —|—$2 S 2
T, 2 0
El problema, escrito en la forma candnica, queda:
min  —x; —3z9 +0x3 +0x4
Ty +xo  +x3 = 3
—3$1 +x9 +r4 = 2
r > 0 1=1,2,3,4
Escribamos la tabla:
ls ls
T i) T3 T4 | —Z T To T3 X4 | —Z
-1 -3 0 00 ~ (pivoteando) -10 0 0 3 | 6
1 1 1 0]3 4] 0 1 1|1 —r
B3 1] 0o 1] 2 —r 31 0 1|2
1 X9 T3 Ty —Z
0 0 b5/2 1/2 |17/2
~
1 0 1/4 -1/4| 1/4
0 1 3/4 1/4|11/4

—_
—

De este cuadro final identificamos z* = (

0 O)T como la soluciéon 6ptima, luego el
valor éptimo es z* = —17/2

N
|
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Definicién 3.2.2 Si una o mds variables bdsicas son nulas, entonces la solucion se dice
degenerada. En caso contrario, la llamaremos no-degenerada.

Observaciéon 3.2.3 Cuando la solucion x de un PL es degenerada, existe mas de una base
asociada a ese vértice. En efecto, si x € IR" tiene p < m componentes positivas, donde m es
n—p

el numero de restricciones del problema, entonces podrian haber soluciones bdsicas

factibles diferentes correspondientes a x.

El punto x es el mismo, pero los conjuntos de variables etiquetadas bdsicas y no bdsicas
son diferentes.

3.2.2. Fase I del algoritmo Simplex: obtener una solucion inicial
basica factible

Hasta ahora, sabemos resolver un PL dada una solucion bésica inicial. Cuando se trata de
un problema de inecuaciones de tipo < y el lado derecho es positivo o nulo, entonces la base
de partida es trivial: estd dada por las variables de holgura. La Fase I del Simplex consiste
en encontrar una base factible cuando identificarla no es trivial.

Sabemos que el problema
(P) min ¢’z
Ax =0
z >0

se puede resolver mediante el algoritmo Simplex, recorriendo puntos extremos de la forma

-1
xz(BOb)ZO

que se llaman soluciones basicas factibles.

El problema es conocer una solucién basica factible para comenzar el algoritmo. Este pro-
blema (que corresponde a investigar la factibilidad de (PL)) puede plantearse mediante el
siguiente problema auxiliar:

(P,) min > X

Ar+z, =0
r,x, >0
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Notemos que z € IR" y x, € IR™. Bajo el supuesto razonable b > 0, una solucién basica
factible evidente para este problema es z = 0y x, = b, luego podemos usar la Fase II del
algoritmo simplex para resolverlo.

El problema (P,) se resuelve considerando B = I (z, en la base), N = A,cg = 17y
cy = 0T. Asi, para este problema el cuadro inicial es:

¢ 0| —=chb i —chA 0] —chp —1"A 0| -1"b
AT b A T b T A I b

donde I es el vector que tiene todas sus coordenadas iguales a 1, de manera que 17b =
bi+...+b,,. Las variables x,; son llamadas variables artificiales y el proposito del problema
(P,) es llevarlas a tomar valores nulos. Esto es posible, siempre que el problema original ten-
ga una solucién factible. En tal caso, el método Simplex terminara con una solucién béasica
factible, donde z,, =0 Vi=1,...,m.

Si en el éptimo de (F,) se tiene algin z,; = 0 Vi = 1,...,m, entonces la solucién en
curso es solucién factible de (P). La solucién de (P,) satisface

[Aﬂ(i)za

con <x> >0, luego (;) es solucién de (P,) siy sélo si x es solucién de (P).

Lq

Si en el éptimo de (P,) se tiene algin z, > 0, entonces el poliedro es vacio, es decir,
(P) es infactible.

Ejemplo 3.2.5 Consideremos

max —x; +2x9

Ty twe > 1
T —Xy = 0
T < 4
z; > 0 1=1,2

Escribamos el problema en su forma canénica:
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(P) —min z; —2z9

r1 4T —x3 =1
T +r4 = 4
Ty —T9 = 0
r, > 0 1=1,2,3,4

Luego, agregando las variables artificiales x5, g, x7 (son tres, dado el niimero de restricciones
del problema (P), tenemos:

min T +Tg 47
r1 +x9 —x3 +Ts =1
T +x4 +Tg = 4
Ty —X2 +x7 = 0
x;, > 0 =1,...,7

Ya tenemos planteado el problema que necesitamos resolver. Escribamos la tabla y aplique-
mos el método Simplex?:

!
-3 0 1 -1 00 0[5
1 1 -1 0 1001 = (00001 40)"
1 0 0 1 010]4
1 =1 0 0 00 1|0 «
Primera iteracion:
1
0 -3 1 -1 00 3|5
0 -1 0 10 —-1|1 < 22= (00001 40)"
01 0 1 01 —1| 4
1 -1 0 0 00 1[0
Segunda iteracion:
l
00 —1/2 -1 3/2 0 3/2 |-7/2
01 —-1/2 0 1/2 0 —1/2] 1/2 = (32000 3 0)
00 1/2 1 —1/2 1 —1/2| 7/2 +
10 -1/2 0 1/2 0 1/2 | 1/2

2las negrillas sefialan las variables en la base para cada iteracién.
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Tercera iteracidn:

00 0 0 1 1 1 |0
01 —1/2 0 1/2 0 —1/2]1/2 A
00 1/2 1 —1/2 1 —1/2|7/2
10 —-1/20 1/2 0 1/2 |1/2

En la udltima iteracion todas las variables artificiales salen de la base, los costos reduci-
dos asociados toman todos el valor 1y z = 0.

202 000)

S
I
—~
N =

Ya tenemos una solucién basica factible. Ahora eliminamos las variables artificiales y re-
calculamos los costos reducidos y el valor objetivo para esta solucion:

0 1 —1/2 0|1/2
00 1/2 1|7/2
10 —1/2 0]1/2

El vector de costos estd dado por ¢ = (1 -2 0 O)T, por lo tanto:

c% = (02 Cy cl)T = (—2 0 1)T, c% = (03) = (O)

El orden en que se escribe el costo para las variables bésicas depende del vector en la base
canonica que las mismas tienen asociado.

Reconozcamos las matrices B y N en el problema original (P):
1 01 —1
-1 0 1 0

Los costos reducidos seran:

ct=(0 0 0),
1 011" /-1
h=ck-(-201) |0 11 0]=-1
-1 0 1 0
(-3 3 —3%) columna no bésica del cuadro
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En tanto que:

1/2
—rTh=(-2 0 1)|7/2] ==
1/2
Con esto el cuadro queda:
!

00 —1/2 0]1/2

0 1 —1/2 0]1/2

00 1/2 1|72 —

10 —1/2 0]1/2

Iterando una vez segun la Fase II algoritmo Simplex, obtenemos:

— o olo
o~ olo
NP N N

1
1
2
1

Nel =)

con lo cual 27 = (4 4 7 0) es solucion éptima para el problema, y el valor de la funcion
objetivo es —(—nTb) = 4 (recordemos que hicimos el cambio méax z = — min —z).

3.3. Programacién Lineal Entera (ramificacién y aco-
tamiento)

En esta seccién presentamos una forma de resolver el problema de Programacién Lineal con
la restriccion adicional de integridad de algunas de las variables. Un caso particular muy
importante de esto es aquel en que algunas variables pueden tomar solamente los valores
0 6 1 (variables binarias o de decisién). Suponiendo que los costos son nimeros enteros,
introduciremos el método a través de un ejemplo simple; consideremos

(P) min 5lx; 490z,

T +xo > 6
51’1 +9£L’2 Z 45
T1,T9 < EV

El método funciona de la siguiente manera: se resuelve primero el problema relajado siguiente:
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(Fy) min 51z 490z

T +Z9 Z 6
5I1 +9l’2 Z 45
x,ry > 0

(en el caso de variables 0 — 1, la relajacion corresponde a imponer restricciones del tipo
x; € [O, 1])

La solucién de (Py) es (z1, 2) = (2, 1), con valor z; = 452,25. Si denotamos z* al desco-
nocido valor éptimo de (P), entonces es claro que z5 < z*, pues la regién factible de (Fp)
contiene a la regién factible de (P).

Dado que los costos son enteros, se puede deducir una cota de (P): z* > 453.
Acotamos una de las variables (1), que toma valor no entero, en la forma z; < 2 o bien

x1 > 3. Eso divide la region factible en dos subregiones que conforman una particion de la
region factible de (P). Se resuelve por separado los dos subproblemas asi generados:

(PH) min 51%’1 +901’2 (Plg) min 511‘1 +90[II2
T +x9 > 6 T +x9 > 6
b1 +9xy > 45 5r1 49z > 45
T < 2 1 > 3
T1,T9 Z 0 T1,T9 Z 0

sabiendo que la solucién de (P) se encuentra en una de las dos subregiones factibles de
estos problemas (Pi1) y (P12). Veamos entonces las soluciones de estos problemas:

» para (Ppq): (21, z2) = (2, 4), 27, = 462;
» para (Ppo): (21, 22) = (3, 1—??), 27y = 453.

Dado que (Py;) tiene solucién entera, representa una solucién factible para el problema ori-
ginal (P). Entonces ese problema ya no dard origen a subproblemas, pues no hay variables

para subdividir, y establece una cota para la funcién objetivo: z* < 462.

Anélogamente, el problema (P;2) tiene una solucién no entera, de modo que su valor éptimo
es una cota inferior del valor éptimo del problema (P) original, es decir, z* > 453.

En esta etapa corresponde entonces subdividir segin el subproblema (Pj2), en la forma:
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To < 3 0 bien x5 > 4. La variable x5, en este caso, es la inica que permite ramificar, pero
en general puede haber muchas y en ese caso se elige cualquiera. Tenemos entonces dos sub-
problemas a partir de (Ps):

(P121) min 511’1 —|—90$2 (Plzg) min 511,’1 +90£L‘2
T +Z9 > 6 T +T2 > 6
or1 499 > 45 o1 49y > 45
x1 > 3 T > 3
T2 S 3 i) Z 4
r1, T2 > 0 T, > 0

Las soluciones respectivas son:

® Dara (P121)Z (5(]1, ZEQ) = (%, 3), Z>1k21 = 453, 6,

= Dpara (P122)I (1’1, 332) = (3, 4), ZTQQ = 513.
Esto entrega el nuevo intervalo: 454 < z* < 462.

Si denotamos (FPy) a un subproblema cualquiera de la ramificacién, entonces se detiene el
proceso de busqueda en la rama correspondiente cada vez que ocurre una de las 3 situaciones
siguientes:

» El subproblema (P) es infactible. Cualquier ramificaciéon (que corresponde a agregar
restricciones) que se haga de ahi en adelante generard subproblemas infactibles.

» El subproblema (Py) entrega una solucién entera. Dado que la regién factible de (Py)
estd contenida en la regién factible del problema (P), entonces la solucién del subpro-
blema es factible para (P) y por lo tanto provee una cota superior del valor éptimo z*
buscado.

» El subproblema (Py) tiene solucién no entera y su valor éptimo es mayor que la menor
cota superior de z* establecida por los subproblemas precedentes que han entregado
soluciones enteras.

Para la aplicacién de estas reglas hay que tener en cuenta que:

= Cada vez que se encuentra un subproblema con solucion entera, se genera una cota
superior de z*.
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= Cada vez que se encuentra un subproblema con solucién no entera, se puede ramificar
y se dispone de una nueva cota inferior de z*.

Estos dos hechos permiten establecer una sucesion decreciente de intervalos que contienen
el valor z* y que pueden ser usados como criterio de detencion, cuando no se busca necesa-
riamente la solucién 6ptima de (P), sino que solamente una buena aproximacion de ella.

En nuestro ejemplo, la rama a partir de (Pj22) debe detenerse por dos razones: tiene so-
lucion entera y también el valor z199 = 513 es mayor que la mejor cota z* < 462.

Contrariamente, se puede ramificar de nuevo a partir del problema (Pj9;), segun la variable
x1, que toma el valor 3,6 en dicho problema. Siguiendo este proceso se llega finalmente a la
solucion del problema original:

" (IL’T, x;) = (97 0)7 z* = 459,

que proviene de la resolucién del subproblema:

min 5lx; +90z,

T +x2 > 6
o1 +912 > 45
T Z 3
) S 3

I Z 4
i) S 2

T 2 6
To S 1

T Z 8
) S 0

T, Ty > 0

Este método, si bien es convergente, puede ser muy ineficiente del punto de vista del in-
menso numero de subproblemas que puede ser necesario resolver para llegar a la solucion.
En el ejemplo aqui presentado, de sélo dos variables, ha sido necesario "bajar” hasta el
noveno nivel del arbol y resolver 17 subproblemas para encontrar la soluciéon. Mucha inves-
tigacién se ha llevado a cabo con el fin de mejorar la eficiencia de este método basico y
actualmente se dispone de muy buenas estrategias de solucién para problemas muy grandes
(varios miles de variables) de Programacion Lineal Mixta (con variables enteras y continuas).
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Como ultimo comentario, se puede observar que si se hubiese aproximado la solucién del
primer problema relajado (F) al entero més cercano, se habria propuesto la solucién apro-
ximada

" (ZL”{, IS) - (2’ 4)7 2" =462,
que esta bastante lejos de la solucién exacta encontrada mediante el método. Ese es un
peligro que se corre cuando se resuelve el problema relajado y luego se aproximan los valores

de las variables al entero mas cercano. Eventualmente este tipo de soluciones aproximadas
puede ser infactible.
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Capitulo 4

Dualidad en Programacion Lineal

Comenzaremos el estudio de la dualidad en programacién lineal con un ejemplo.

Ejemplo 4.0.1 Una fabrica produce tres articulos en cantidades x1, xo, T3, los cuales utilizan
dos materias primas en su elaboracion, digamos a y b.

El proceso de produccion debe satisfacer lo siguiente:

1) Para producir una unidad del articulo 1 se necesitan 2 unidades del recurso a y 5 del
recurso b.

Para producir una unidad del articulo 2 se necesitan 3 unidades del recurso a y 2 del
recurso b.

Para producir una unidad del articulo 3 se necesita 1 unidad del recurso a y 1 del
recurso b.

2) El recurso a estd disponible hasta 10 unidades y el recurso b hasta 20 unidades.

El precio unitario de venta del producto 1 es $4, el del producto 2 es $1 y el del producto 3
es $5.

El problema del fabricante serd el de mazimizar sus utilidades (sus ingresos por venta, en
este ejemplo) sujeto a sus restricciones en la produccion.

El problema se plantea entonces en la forma:
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(P) max 4.1'1 +X2 +5$3

21’1 +3$2 +3 < 10
5ZE1 +21’2 —|—(L’3 S 20
z > 0 i=1,2,3

Tomemos una combinacion lineal positiva de las restricciones, con multiplicadores 1, yo:
y1(2x1 + 329 + 3) + yo (b1 + 229 + x3) < 10y; + 20y2
Esto que puede reescribirse de la forma:
21(2y1 + 5y2) + x2(3y1 + 2y2) + x3(v1 + y2) < 10y + 20y,

Si imponemos las condiciones (1):

2y1 +oy2 =
3y1 +2y2 = 1
oty = 5

entonces,
z=A4x1 4+ x5 + 53 < 10y; + 20y = w,

es decir, w acota superiormente a la funcién objetivo de (P) cuando se satisface (1). Luego,
es razonable preguntarse si el minimo de la funcion w es igual méaximo de la funcién z. Es
decir, planteamos el siguiente problema asociado a los multiplicadores ;:

(D) min 10y1 +20y2

20 5y, > 4
3y1 2y = 1
Y1 +y2 > 5
y,y2 = 0

y quisiéramos averiguar si el valor maximo de z (éptimo de (P)) coincide con el valor
minimo de w (6ptimo de (D)).

Notemos que partimos de un problema de la forma
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T1
(P) max(4 1 5) [
T3

9 3 1] (™ _ (10
5 2 11 |72 = \20
€3
>0 i=1,2,3

y llegamos a otro de la forma

(D) m (10 20) (yl>

Y2
)=
yi,y2 = 0

4.1. Definicién de dualidad y principales propiedades
Lo anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.1.1 Sea:

un problema que llamaremos problema primal. El problema:

(D) min by
ATy >

c
Y 0

V1

se llamard problema dual de (P).

Teorema 4.1.1 La dualidad es simétrica, es decir, el dual de (D) es (P).
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Demostracién. Para demostrar este teorema tomaremos el problema:

(D) min by
ATy
Y

AV
oo

y lo transformaremos para escribirlo en forma ”primal”, es decir, como un problema de
maximizacién, con restricciones de tipo <, y positividad en las variables. Esto es, (D) es
equivalente a:

El problema dual asociado a (D), segin la definicién anterior, es:

—min (—c)Tx
T

(—A)z > b
z >0
que a su vez es equivalente a:
(P) max clx
Axr <b
r >0

que es entonces el dual de (D). ®

Observacién 4.1.1 El teorema precedente muestra que la nociones de primal y dual son
arbitrarias, en el sentido que ambos problemas son duales mutuos. Asi, como se verd mas
adelante, cualquier problema puede ser denominado primal y su dual, que siempre existe, no
es unico, en el sentido que un mismo problema puede escribirse en mds de una forma.

Una nocion limpia de dualidad requiere que las variables de un problema pertenezcan a
un espacio cuya dimension sea igual al nimero de restricciones del dual (por restricciones
entendemos las ecuaciones o inecuaciones lineales, sin incluir las condiciones de signo de
las variables).
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Teorema 4.1.2 (Teorema de Dualidad Débil) Sea

(P) méx c'x
Az <b

T

AV
o

un problema primal y
(D) min by
Ay >c¢
Y 0

(VAN

su dual. Consideremos también x ey, puntos factibles de (P) y (D), respectivamente. En-
tonces se cumple

e < bTy
es decir, la funcion objetivo del problema dual acota (en este caso, superiormente) a la del
primal.

Demostracién. Si multiplicamos por 7 (> 0) la inecuacién ATy > ¢, se obtiene que

2T ATy > 2%¢, de donde 'z < (Az)Ty < by, pues y > 0. W

Corolario 4.1.1 Sean T e y puntos factibles para (P) y (D). Si ¢'Z = b1y, entonces T e §
son optimos respectivos.

Demostracién. Es consecuencia directa del teorema de Dualidad Débil:
by = "7 < by Vy punto factible de (D), es decir, ¥ es éptimo de (D).
7 =0Ty > c'x Vr punto factible de (P), es decir, T es 6ptimo de (P). B

Ejercicio 4.1.1 El dual del problema de Programacion Lineal estandar

(P) min 'z

Ar = b
z > 0
es el problema
(D) méax by
Ay < ¢



Hint. Para resolver este ejercicio, se sugiere desdoblar la restriccion de igualdad en el pro-
blema (P), escribirla en forma > y luego aplicar la definicién de dualidad.

Teorema 4.1.3 (Teorema de Dualidad Fuerte) Consideremos la pareja primal-dual

(P) min 'z

Ax = b
r > 0
Y
(D) max bly
ATy < ¢

Entonces, para z, valor minimo de (P) y &, valor mdximo de (D), se tiene:

a) Siz es finito, entonces w también lo es y se cumple Z = W
b) Siw es finito, entonces z también lo es y se cumple Z = w
c¢) Si (P) es no acotado, entonces (D) es infactible

d) Si (D) es no acotado, entonces (P) es infactible

Demostracién.

a) Dado que Z es finito, existe un z solucién éptima basica factible de (P). Entonces existe
. . ~ B~1b x
también B, submatriz de A = [B, N], tal que = = < 0 > = (;B)
N
Ademas, en el 6ptimo los costos reducidos de las variables no béasicas son positivos, es
decir para m = B~ Tcp se tiene
ch—7mIN >0
lo que implica

NTWSCN

Probaremos que 7 es solucién bdsica factible 6ptima de (D), con lo cual, @ = bI'7
serd finito.

En efecto, 7 es factible para (D), pues
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BT c c
AT r = |:NT] B TCB = (N?ﬂ') < (Ci) =c

y 7 es 6ptimo para (D), pues

~_ T T R-T v 1y (B T~ _ >
w=br=0b0'B cB:<cB CN) 0 =c'r=z

y por el teorema de Dualidad Débil, 7 es éptimo.
b) Anélogo.

c¢) Sabemos que (P) es no acotado. Supongamos entonces que existe 7 tal que ATy < ¢
(esto es la factibilidad del dual). Por el teorema de Dualidad Débil, b7y < 'z, Va
punto primal-factible. Esto dice que (P) es acotado. Contradiccién.

d) Anélogo. ®

Resumamos los resultados anteriores en el siguiente cuadro:

Primal
Z finito | (P) no acotado | (P) infactible
Dual w finito S1 No No
(D) no acotado No No St
(D) infactible No St Si/No

Ejercicio 4.1.2 Indique un ejemplo de un par primal-dual, en que ambos problemas sean
infactibles.

Teorema 4.1.4 (Holgura Complementaria) Consideremos la pareja primal-dual

(P)min 'z (D)méx by
Az = b ATy < ¢
r > 0

Si z* e y* son dptimos respectivos de (P) y (D), y s* =c— Aly*, entonces *7s* = 0.

Demostracién: Por el teorema de dualidad fuerte ¢’ z* = b'y*, luego

ot =0Ty =0T ATy* = 2T (c — s*) = 2*Tc — 2*Ts*, lo que implica 2*Ts* = 0. =

Observacién 4.1.2 La condicion de holgura complementaria x**

en forma equivalente, por xis; =0 1=1,.. n.

s* = 0 se puede cambiar
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4.2. Interpretacién econémica de la dualidad

El dual de un problema lineal surge naturalmente de las condiciones de optimalidad del
problema primal (P) (condiciones como de Karush-Kuhn-Tucker).

Probaremos que si el problema primal tiene una interpretaciéon econdémica, entonces tam-
bién el dual y los valores éptimos de las variables duales pueden ser interpretados como
precios.

B

. B~ e .
Como ya vimos = = = es una solucion bésica factible para un pro-

0 0
grama lineal en la forma estandar. Dado que xg > 0, una pequena perturbacion del lado
derecho Ab no provoca un cambio en la base éptima. Luego, cuando b es reemplazado por

' -1
b+ Ab, la nueva solucién éptima se transforma en z° = ( xég ) = ( B <b0+ Ab) )

y el valor éptimo de la funcién objetivo se perturba en
Az =cEB7'Ab = 7T Ab

donde 7 = B Tcp es el multiplicador del problema primal en el 6ptimo. Como probamos
en el teorema de dualidad fuerte, 7* es la soluciéon 6ptima del problema dual. Claramente,
7} puede verse como el precio marginal del #-ésimo recurso (es decir, el lado derecho b;), ya
que da el cambio en el valor objetivo éptimo por unidad de incremento en ese recurso. Esta
interpretacion puede ser muy ttil, pues indica la cantidad maxima que uno esta dispuesto
a pagar por aumentar la cantidad del #ésimo recurso. Note que las condiciones de holgura
complementaria implican que el precio marginal para un recurso es cero si tal recurso no fue
completamente utilizado en el éptimo. Otros nombres dados a este precio en el éptimo son
precio sombra 'y precio de equilibrio.

Estos precios sombras son utiles también para determinar cuando es conveniente agregar
una nueva actividad.

Veamos ahora otra interpretacion econémica posible. Supongamos que estamos bajo compe-
tencia perfecta y un productor resuelve:

max clz
Ax < b
z > 0
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es decir, desea maximizar las utilidades dadas por el vector de precios ¢, sujeto a las restric-
ciones de capacidad de su firma. En el 6ptimo las restricciones no necesariamente se cumplen
con igualdad, es decir podrian sobrar ciertas materias primas que se pueden vender en el
mercado en un cierto precio, dado por el vector A > 0. Entonces, lo que este productor
resuelve es:

max 'z + \'(b— Ax)
x>0

Asi, las utilidades de la firma estan dadas por:
o) = max{\Tb+ (¢ — ATXN) Tz, 2 >0} = \Tb+ méx{(c — AT\ Tz, z >0}
Las posibles soluciones de este problema son dos:

= Si el vector (¢ — AT)) tiene todas sus componentes negativas, dado que el vector z es
positivo, se tiene que el méaximo es cero, y p(\) = AT0.

= Si el vector (¢ — AT)) tiene alguna coordenada positiva, entonces, por el mismo argu-
mento, el subproblema de maximizacién es no acotado, luego ¢(\) = oo.

Entonces se tiene

bI'A si (c—ATN) <0, A >0

o) = { e A
00 si no

que es la utilidad del productor, en funcién de \. Pero, el mercado, "que es cruel”, asigna

al productor el minimo de utilidades, a través de la fijacion de precios. Como conoce la
situacion de costos e infraestructura (suponiendo informaciéon completa), entonces resuelve:

min b\
AT > ¢
A >0

que es el problema dual asociado al inicial.

4.3. Dual de cualquier problema lineal

La tabla siguiente permite deducir facilmente el dual de cualquier problema de Programacién
Lineal.
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Prob. de minimizacién

Prob. de maximizacion
tipo de restriccion

variable asociada

< <0
> >0
= irrestricta
tipo de variable restriccién asociada
>0 <
<0 >
irrestricta =

4.4. Algoritmo Simplex-dual

Supongamos que tenemos el siguiente cuadro dual factible, es decir, los costos reducidos son
positivos, pero el lado derecho b no es necesariamente positivo (la solucién bésica en curso
no es positiva, luego no es factible). Entonces, consideramos:

w ¢ =ch —cEB7IN > 0 (condicién de dual-factibilidad)

« N=B"'N, b=B"% A=]I, N]

Los siguientes pasos resumen el Algoritmo Simplex-dual:
(1) Sib>0 i=1,..,m, entonces la solucién en curso es 6ptima. Si no, ir a (2).
(2) Elegir cualquier r tal que b, < 0.

e S5ia; > 0Vj = 1,..,n entonces el problema dual es no acotado, es decir, el
problema primal es infactible.

e Sialgin a,; < 0, pasar a (3).

(3) Elegir la columna s tal que:
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C Cj
= = méx{% / ELT]‘ < O}
a .

TS Tj
eir a (4).
(4) Pivotear en la posicion (r, s) y volver a (1).

4.5. Introduccion al analisis post-optimal

Muchas veces, una vez resuelto el problema lineal:

min ¢’z
Az =b
r >0

se desea examinar el comportamiento de la solucion si se modifica alguno de sus parametros.
Algunos de estos cambios pueden ser:

= Variacion en los coeficientes de la funcién objetivo.
» Variacion en el vector de recursos.
» Introduccion de una nueva variable.

» Introduccion de una nueva restricciéon.

Puede suceder que nuestro problema sea muy complejo y no se desee resolver completamente
de nuevo parta analizar estos cambios, por ejemplo por problemas de tiempo. Las siguientes
subsecciones examinan estos casos, sobre la base de ejemplos simples. El estudio del com-
portamiento de la soluciéon de un problema lineal, como funcién de ciertos parametros del
problema, también se conoce como andlisis de sensibilidad.

4.5.1. Variacion en los coeficientes de la funcién objetivo

Consideremos el siguiente problema:

min —20x; —16x9 —12x4
Ty <400
23[71 “+29 +x3 S 1000
21’1 —|-2£L'2 +x3 S 1600

T1,22,T3 2 0
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Una solucién inicial es 7o = (0,0, 0)7 (notar que es un punto extremo del poliedro). El cuadro
Simplex inicial es:

-20 —16 —12 0 0 0| 0
1 0 0 1 0 0] 400
2 1 1 0 1 011000
2 2 1 0 0 1]1600
Luego de pivotear, se llega al siguiente cuadro final:
4000 8 4 |14400
201 0 2 —=1| 400
0100 -1 1 600
1 001 O 400
Por lo tanto, la solucién es:
0 400
= 600 Lholg = 0
400 0

La base estd compuesta por [r3, xs, 4] y el valor 6ptimo es -14400. Qué sucede si nos infor-
man que el coeficiente c¢; vale -30 en lugar de -207

Examinemos los costos reducidos (los demds elementos del cuadro, es decir, B~'N, B~!b,
y cEB~'b no sufren alteraciones, dado que ¢; no participa en ellos). Tenemos que ¢5 = 8 y
2
s = 4 no se modifican, y ¢ = ¢; — cfB1A; = =30 — (=12 —16 0) | 0 | = —6.
1

Por esto, el cuadro final cambia a uno que no satisface optimalidad:

-6 0 0 0 8 4 |14400
2 010 2 —1| 400
0 100 -1 1| 600
1 001 0 0] 400

Por lo tanto se puede pivotear para mejorar la solucion en curso, haciendo entrar z; a la
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base:

00 3 0 14 1 |15600
10 3 0 1 —3[ 200
01 0 0 —1 1| 600
00— 1 0 5| 200
y la nueva solucién es:
200 200
z* = | 600 Tholg = 0
0 0

La base cambi6 a [z, xo, z4] y el valor minimo cayé a -15600.

Qué sucede si ¢; = —20 se modifica a ¢; = —20 + 07 Retomemos el asunto:
2

¢1=c —ckBtay = (=20 +0) — (—12 —16 O) 0] =4+4,
1

que es positivo cuando 6 > —4. Es decir, el rango para el coeficiente ¢; con el que la base
éptima [x3, X2, 4] no cambie es ¢; > —24.

Veamos otro caso. Supongamos ahora que el coeficiente perturbado es ¢ = —16 y pasa

a ser —16 + . El vector de costos queda:

—16+~

Recordemos que las tres primeras componentes de este vector corresponden a los costos
estructurales y las ultimas tres corresponden a las variables de holgura, y por lo tanto son
cero. Examinemos los costos reducidos:

cn = cy—ciB'N
2 2 1
= (=20 0 0)—(-12 —16+~ 0) |0 —1 1
1 0 0

= (4 84+ 4-7)
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Estos costos reducidos de las variables no bésicas son positivos, es decir preservan la opti-
malidad, cuando:
—8<y<4

o sea, la base [z, 3, x4] no cambia si:

—24 <y <12

. . ~ =T _ 2 1-
En general, si el vector ¢ cambia a ¢ se debe evaluar ¢y = ¢k — ¢5B7IN y decidir:

. =T o . , _
» sicy > 0, la base éptima no cambia y sélo hay que reevaluar ¢c5B~1b = 2*.

" si éﬁ # 0, se itera con algoritmo Simplex.

4.5.2. Variacién en el vector de recursos (o lado derecho)

Tomemos el mismo ejemplo y supongamos que el vector b cambia a b. La base 6ptima para
b es [x3, T2, x4] entonces se tiene que:

0
B=|1
1

N = O

1 0
Ol yBt=1]0 -1 1
0 1

Notemos que la matriz B~! es parte del cuadro final. Se tiene que:

» Si B7'b > 0, la solucién en curso ain es éptima.

= Si B~ # 0, la solucién no es factible (primal), pero los costos reducidos no han sufrido
cambios, luego el cuadro final presenta una solucién primal-infactible y dual-factible.
Entonces se debe iterar con el algoritmo Simplex-dual.

100
Veamoslo con un ejemplo: supongamos que b = | 1000 | , por lo tanto:
1600
B 400
B b= 1600] >0
100

Asi, la base 6ptima no cambia, pero:
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s 600
o |75 2 | 400
T 100
T 0
T 0
B 400
Ademds, z* = cEB™'b = (=12 —16 0) [ 600 | = —14400.
100

Una pregunta interesante es: cudl es el rango para g, de modo que la base 6ptima no se
modifique? Para ello, basta calcular:

0 2 1] (b 2b; — bs
B =0 -1 1| |b|=|-b+bs|=0
1 0 O bs by

De aqui se deduce que para que se cumpla la condicién de optimalidad se debe tener:
by >0 by < by < 2by

Notemos que que los datos originales satisfacen estas condiciones.

4.5.3. Introducciéon de una nueva actividad (o variable)

Supongamos que, en el ejemplo, se introduce la variable x4 con costo ¢y = —10 y coeficientes
1
As = | 0| en la matriz, es decir, el problema se transforma en:
1
min —20x; —16x; —12z3 —10x4
1 +x, <400
2%1 +29 +ZE3 S 1000
2I1 +2$2 +I3 +I4 S 1600

T1,22,T3 20
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y el cuadro inicial es (incluyendo las variables de holgura):

-20 —16 —12 —=10 0 0 0] 0

1 0 0 1 1 0 0} 400
2 1 1 0 0 1 0]1000
2 2 1 1 0 0 1)1600

Si se realiza la misma secuencia de iteraciones para alcanzar la base éptima del problema
original, el cuadro final es:

4 00 —6 0 8 4 |14400
201 -10 2 -—1]| 400
010 1 0 -1 1/ 600
100 1 1 0 0] 400

Aqui, conviene observar que: ¢, = ¢4 — c5B71 Ay, es decir,

0 2 -1] /1
ca=-10—(-12 =16 0) |0 =1 1| [0]=-6
1 0 0]\l
Ademas:
0 2 -1] /1 -1
B1'A, =10 -1 1 0]l=1{1
1 0 0]\l 1

Por lo tanto, basta agregar la columna correspondiente a la nueva variable en el cuadro final
original. Esta columna es:

cy — cEBTTA
B7'A,

en que ¢4 es el costo de la variable nueva y Ay es el vector columna de dicha variable, en la
matriz de restricciones.

En este caso, la nueva variable tiene costo reducido —6 < 0, y por lo tanto puede entrar a la
base. Asi el cuadro queda:

10 000 6 8 4 |16800
3010 1 2 —1] 800
1100 -1 -1 1| 200
1 001 1 0 0| 400
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La nueva variable permite disminuir el costo total desde -14400 a -16800 siendo la solucién

final:
0

e | 200
— | 800
400

Observaciéon 4.5.1 Podria la nueva variable producir no acotamiento? La respuesta es si.
La condicion para ello es que B~1A4 < 0.

En el ejemplo, nos interesa calcular para qué valores del nuevo costo ¢4 la variable introducida
es irrelevante en el 6ptimo (es decir, no pertenece a la base 6ptima). La condicién para ello

es que :

¢y =c4—c5B7tA;, >0 lo que implica cy > cEBT1A = —4

4.5.4. Introduccién de una nueva restriccion

Estamos tratando el problema:

min 'z
Axr =1b
z >0

Cuyo cuadro éptimo, salvo reordenamiento, estd dado por:

0 ck—cEBTIN | —I'B~'b

I B™IN Bt

Supongamos que se agrega la restriccion:
d¥x < dy
En que d € IR" y dy € IR. Es decir, agregamos:
ATz 4+ 2,41 = dy
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Con x,1 una variable de holgura. Asi, el problema original se puede plantear como:

min  cLap + oy + 02,11

B$B+N$N+6>In+1 =b
dng + d%xN + Tnt1 — do
TR, TN, Tpt1 =0

en que d = <dB). O bien, el nuevo problema es:

dn
min (CT O) ($x )
n+1

) (al) = ()

T, Tpy1 20

Agreguemos x, 1 a la base, es decir propongamos:

~ B 0
B:L@ 1}

cuya inversa es:

~ B! 0
-1 _
b= [—dTBB‘l 1}

Cémo se modifica el cuadro final? Veamos término a término:
~ N

T _ T T 1
N

. E_l b . B! 0 b . B~'b
dy N —ng_l 1 dp N —ng_lb—Fdo

. (cg 0) B! (;) = cELB™ 0.
0

} =ck —cEB7IN (los costos reducidos no cambian)
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0 ch —cEBTIN 0| —c'B7'b

I BN 0 B~

0 df —dEBIN 1| dy—d5B7

Luego,

» Sidy—d5B71b > 0, la solucién propuesta en los datos originales sigue siendo 6ptima,
s6lo que la holgura w,,,, entra a la base con valor dy — d5B~1b.

» Sidy—d5B71b < 0, la solucién propuesta no es factible, pues la holgura z,,,; toma un
valor negativo. Iterar con algoritmo Simplex-dual, pivoteando sobre la fila agregada.
En este caso, si di —d5B~1N > 0, el problema (primal) es infactible, dado que el dual
es no acotado.

Retomemos el problema del inicio:

min —20x; —16x, —12z4
1 < 400
2.171 +29 +x3 S 1000
21‘1 +2ZL‘2 +x3 S 1600

T1,22,T3 2 0
Si se agrega la restriccion: x1 + xo + x5 < 800, es decir,

= dy =800
=d"=(1 110 0 0)

Entonces,
= di=(11 0) (3, 22, 24]
= di=(1 0 0) (21, x5, Tg)
2 2 -1
ndy—dEBT'N=(100)—-(1 10)|0 =1 1]|=(-1 -1 0)
1 0 0
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400
n dy—dEB b =800— (1 1 0)[600| =-200
400

El cuadro 6ptimo del problema original,

4000 8 4 |14400
2 010 2 —1] 400
0100 -1 1] 600
1001 0 0] 400

se transforma en (agregando una fila y una columna):

4 0 0 0 8 4 0]14400
2 01 0 2 -1 0] 400
0O 1.0 0 -1 1 0] 600
1 001 0 0 0] 400
-1 000 -1 0 1|-200

Al pivotear con Simplex-dual, la tltima variable sale de la base (entra la primera) generando
un nuevo cuadro éptimo y una nueva solucién:

4 4 4 ]14000
0 -1 2 0
600
-1 0 1 200
1 0 -1/ 200

-_o O OO
O O = OO
OO ~O
o= O OO

|

—_

—_

e}

de modo que z* = (200 600 0 200 0 0 0)" y z* = —14000.
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Capitulo 5

Modelos y algoritmos para flujos en
redes

Esta area de la Optimizacién es muy importante ya que existen muchos problemas de es-
tructura particular que se pueden expresar mediante la nocién de grafo o red. Muchos de
estos problemas ya estaban planteados y concitaban el interés de los mamaéticos e ingenieros
antes de la aparicion formal de la Programacion Lineal.

5.1. Motivacion y descripcion de problemas clasicos

En este capitulo introduciremos el problema de flujo de costo minimo (FCM), a través de
cuatro problemas especificos que son casos particulares de él:

a

b

Problema de asignacion
Problema de transporte

C

d

Problema de flujo maximo

)
)
)
) Problema del camino més corto

Definicién 5.1.1 Un grafo es un par (N, A), donde N es un conjunto finito y A C N xN.
A los elementos en N se les llama nodos y a los pares ordenados en A se les llama arcos.

Notemos que los arcos son dirigidos, es decir, el par (i,j) € A es distinguible del par
(7,7) € A, que representa un arco en el sentido contrario. En el grafo de la figura la cantidad
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nodo destino

4.2
(42 @ 5

20) (15,4)

nodo origen

(84)

(-15)

nodo destino

| (xy)=(capacidad,costc) |

Figura 5.1: Ejemplo de un grafo

entre paréntesis (b) representa la oferta en cada nodo (si b > 0 el nodo ofrece la cantidad
b, si b < 0 el nodo demanda la cantidad b). La notacién (u, c¢) indica la capacidad del arco
(u) y el costo unitario del arco (c).

El problema general corresponde a encontrar un flujo factible, de costo minimo: si xz;; es
la cantidad enviada de ¢ a 7, entonces el problema es:

(FCM) min Z Cij g4

(3,7)€A
Yoo mp— Y, T = b Vie N
ji/(i,5)EA k/(k,i)eA

La primera restriccién dice que la oferta en el nodo ¢ es igual a lo que entrega, menos lo que
recibe. La segunda, que el flujo sobre un arco debe respetar entre las cotas del mismo.

Los datos de un grafo se pueden resumir en una matriz A = (a,,), cuyas filas son los
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nodos del grafo y cuyas columnas son los arcos, de manera que Vp € N, q € A.

1 siel arco ¢ sale del nodo p
apg = § —1 sielarco g llega al nodo p
0 sino

Notemos que cada arco aparece sélo en dos restricciones ya que un arco participa solamente
en dos nodos, en uno como arco entrante y en otro como arco saliente. Cabe destacar que
la matriz A resultante es de rango incompleto (igual a n — 1, en que n es la cardinalidad
de N). En efecto, la suma de las filas es cero, es decir son linealmente dependientes. Como
haremos en lo que sigue el supuesto (esencial en todo este capitulo) que

zn: bz — 0,
1=1

es decir que la oferta iguala a la demanda, entonces el sistema de ecuaciones del problema
(FCM) tiene una ecuacién redundante. En todo caso, ese supuesto no hace perder genera-
lidad al tratamiento de los problemas que veremos mas adelante.

Asi | el problema general de flujo de costo minimo puede escribirse de la forma:
(FCM) min Z Cij 44
(i,5)eA
Ax=1b
lij <ay <y Y(i,j) € A

Los datos del problema del ejemplo de la figura pueden entonces resumirse en la siguiente
tabla:

Ti12 T13 T23 T4 T25 T34 T35 T45 Ts53

nodo/costo| 4 4 2 2 6 1 3 2 1]oferta

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 20

2 —1 0 1 1 1 0 0 0 0 0

3 0 -1 -1 0 0 1 1 0 -1 0

4 0 0 0 —1 0 —1 0 1 0] —5

5) 0 0 0 0 -1 0 -1 -1 1| —15
capacidad | 15 8 oo 4 10 15 15 oo 4

En lo que sigue del capitulo describiremos los 4 problemas antes mencionados, para luego
entregar un método de resolucién del problema de transporte y su generalizacién al problema
mas general (FCM).
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5.1.1. Problema de asignacién

Supongamos que el gerente de algiin gran supermercado, que consta de 50 cajas, desean sa-
ber como asignar 50 cajeras a estas cajas, de manera que el rendimiento sea el mejor posible
(medido segin algin criterio). Si hiciéramos esta asignacién probando cada configuracién de
cajeras y cajas, entonces el tiempo para encontrar la mejor seria simplemente prohibitivo,
aun para los computadores méas rapidos disponibles. Un buen ejercicio para mejor compren-
der esta complejidad es estimar el tiempo de ejecucion si el computador pudiese realizar
un millén de estas evaluaciones por segundo, sabiendo que son 50! configuraciones a eva-
luar. Es aqui donde entra a jugar un papel importante la Programacion Lineal, como una
forma cienifica de eliminar muchos millones de configuaciones mediante simples criterios de
comparacion y una sucesion de calculos relativamente méas sencillos.

CAJERAS CAJAS

®

©0O @ @

©
©
©,
3
&
(™

Figura 5.2: Problema de Asignacién

Las variables en este caso son:

I 1 si al nodo (cajera) i le corresponde el nodo (caja) j
Y1 0 sino
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Este problema se escribe:

n o mn
max Z Zcij:mj

i=1j=1

> xy; =1 Vi (acada cajera, una sola caja)
j=1

Yoxy; =1 Vj (acada caja, una sola cajera)
i=1

zi; € 10,1}

Los coeficientes c;; representan los rendimientos de las cajeras en cada caja y la funcién
objetivo persigue maximizar el rendimiento total.

Este problema de asignacién es claramente un caso particular del problema (F'CM) plan-
teado al inicio del capitulo. En este caso, los nodos-cajera tienen oferta igual a 1 (pueden
realizar un servicio) y los nodos-caja tienen demanda igual a 1 (solicitan ser servidos por
una cajera). Lo nodos-cajera no tienen arcos entrantes pues no demandan y, similarmente,
los nodos-caja no tienen arcos salientes, pues no ofrecen. Las variables son enteras, con cotas
0yl

5.1.2. Problema de transporte

Consideremos un grafo con un conjunto de m nodos de partida, con ofertas a; > 0 i =
1,...,my n nodos de llegada con demandas b; > 0 j =1,...,n. Cada arco tiene asociado
un costo unitario de transporte c;;.

Supongamos, por ahora, que Y .-, a; = Z?Zl b;, aunque si esta hipétesis no se cumple,
el problema tiene sentido de todas maneras, pero debemos interpretarlo de manera ligera-
mente diferente.

Se conoce el problema de transporte como el de minimizacién de los costos de transporte de
los flujos, de manera de satisfacer la demanda en cada nodo de llegada, sujeto a restricciones

en la oferta de cada nodo de partida.

Podemos notar que el problema de asignacion es un caso particular del problema de trans-
porte, donde cada oferta y cada demanda consta de una sola unidad.

101



El problema de transporte se escribe:

m n
min Y Y ¢z

i=1j=1
Yowj=a; i=1,...,m (oferta)
j=1

Yxy=b j=1,...,n (demanda)
i=1

Zi; >0 1=1,...n, j=1,...m

Im

D%
=

-

Figura 5.3: Ejemplo de un problema de transporte

-@~°®

ORGVRCIEIENONOROR=

Las restricciones quedan definidas de esa forma ya que, para los nodos-origen, las ecuaciones
son del tipo (flujo saliente menos flujo entrante, igual a la demanda):

E Tij — E Lhi = Qi

J/(g)eA k/(i,j)eA

k/(i,j)eA

y en este caso
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Anélogamente, en el caso de la demanda se tiene que

Z wij — Z Ly — —bj

J/(@3)eA k/(i,j)eA

Z Tij = 0.

i/(,5)eA

5.1.3. Problema de flujo maximo

Este problema es el de determinar el flujo maximal posible de un nodo origen o fuente (s)
dado a un nodo destino o sumidero (¢) con restricciones de capacidad en los arcos.

Si denotamos v al flujo correspondiente a transportar la cantidad final en ¢, desde ¢ a s,
notaremos que max v es equivalente a maximizar el flujo total transportado por el resto del
grafo ya que dado que todo lo que sale de s llega ¢, entonces en el sistema se mantiene un
equilibrio que permite que los problemas sean analogos.

Figura 5.4: Problema de flujo méximo
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Luego, el problema se escribe de la siguiente manera

max v
sa. Y Zg— > Tgs—v =0 saledes
j k

Yoxy— > o +v =0 llegaas
7 k

Yowij— >, xk; =0 i#s,t (balance entre nodos intermedios)
jEN kEN
0 < i < uy v(i,j) € AUL(EL )}

notemos que el problema original es de la forma min(—v) donde el problema es de flujo de
costo minimo, en el cual el vector ¢ es de la forma ¢!’ = (—1,0, ..,0).

5.1.4. Problema de camino mas corto

Este problema tiene como objetivo encontrar el camino mas corto entre el nodo s y el nodo
t en un grafo dado, es decir, una secuencia de arcos dirigidos y adyacentes entre s y t.
La longitud del arco puede ser expresada en términos de costo, tiempo, distancia, etc. El
problema del camino mas corto se caracteriza por el siguiente grafico:

Figura 5.5: Ejemplo problema camino maés corto

El problema se escribe
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min chijmij
t ]

s.a. Yo Ty = 1 (ofrece una unidad)
J/(.g)eA
— > = —1 (demanda una unidad)
kEN
dYoxiyy — >, x = 0 i# s, t(balance entre nodos intermedios)
JEN kEN

Tij € {O, 1} V(Z,j) S A

5.2. Solucién del problema de transporte

5.2.1. Solucidén basica factible inicial (Fase I)

El proceso de saturacién es, en realidad, la busqueda de una solucion basica factible del
sistema, es decir, la determinacion de una base factible.

Definicién 5.2.1 Un drbol es un grafo conexo, es decir, existe una cadena entre dos nodos
cualesquiera (todos los nodos estdn conectados por una secuencia de arcos, sin considerar la
orientacion), que no contiene ciclos, es decir, partiendo de un nodo no se puede volver a él
por una secuencia de arcos adyacentes (sin importar la direccion de los arcos).

Procedimiento de saturacidon: Sea m + n el numero de arcos del grafo. En la solucién
factible deberan haber m + n — 1 arcos con flujos positivos en la solucién (los demds estéan
en cero, es decir, mn — (m +n — 1) arcos nulos)

El método de saturacién empieza cuando se satura el primer arco (elejido arbitrariamen-
te), esto es, se elige un arco al cual se le asigna el maximo flujo posible, satisfaciendo asi la
demanda de los nodos demandantes, luego se prosigue de la misma manera con el resto de
los arcos, hasta satisfacer la demanda de todos los nodos.

El sistema de ecuaciones del problema de transporte tiene m+n ecuaciones, pero recordemos
que una es redundante. Luego, cuando saturo en orden arbitario, la solucion propuesta es

bésica.

Las bases del problema de transporte son arboles.
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ORIGENES DESTINOS

Figura 5.6: Procedimiento de saturacién

Procedimiento de saturacién a Costo Minimo Ahora saturemos guiados por el costo
minimo, es decir, comenzamos saturando desde el arco que posee el menor costo al de mayor
costo. Este procedimiento también produce un arbol (solucién bésica factible).

Observacién 5.2.1 Si los datos a;,b; son enteros, entonces los flujos x;; son enteros (de
acuerdo a los procedimientos que hemos descrito), pues se trata de diferencias de nimeros
enteros (dados por la oferta y demanda en cuestion). Esto muestra que todos los puntos
extremos del problema de transporte con datos enteros, tienen coordenadas enteras.

5.2.2. Mejoramiento de una solucién en curso (Fase II)

En esta etapa se supone ya conocida una solucion basica factible, a partir de la cual se
construye el problema dual del original y se procede segun se explica a continuacion.

Recordemos que este problema de transporte (P) y su dual (D) son de la forma

(P) min 'z (D) max by
Sz =b STy < ¢
xij Z 0

El dual del problema de transporte est dado por:
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ORIGENES DESTINOS

(c): Costo de transporte

Figura 5.7: Procedimiento de saturacién a costo minimo

ORIGENES DESTINOS

Figura 5.8: Base factible
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ORIGENES DESTINOS

Figura 5.9: Nueva base factible

(D) max Z a;u; + Z ijj
i J
U; +Uj < Cij V’l,j
u;,vj € IR"

Supongamos que tenemos una solucion basica factible. Los costos reducidos para las variables
bésicas son
(Oé) Eij :cij—ui—vj:()

Los costos reducidos para las variables no bésicas son
(B) ¢ij = cij —ui — v;
Los u; corresponden a los nodos de oferta y los v; a los de demanda.
El conjunto de ecuaciones («) representa un sistema de m + n — 1 ecuaciones y m + n

incognitas, de rango m + n — 1. Entonces podemos fijar una variable dual en un valor arbi-
trario y usar («) para encontrar todas las restantes variables duales.

Usemos las ecuaciones () para determinar los costos reducidos de los demds arcos (no
bésicos)

Se ingresa a la base un arco de costo reducido negativo. Si todos los costos reducidos son
positivos, llegamos al 6ptimo.
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Figura 5.10:

COSTOS COSTOS REDUCIDOS

Figura 5.11:

En el caso del ejemplo, elegimos el arco (1,3)
Si se agrega un arco (i, j) al conjunto de arcos bésicos, se genera un ciclo en el grafo.

Se asigna un flujo A > 0 a ese arco. Los flujos son positivos.
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10

30

Figura 5.12:

15—A > 0
A > 0
- <
04N > 0 (0sASD
-\ > 0

Se elije el méaximo A posible y el arco que se anula sale de la base.

En este caso, A = 15 y el arco (1,1) sale de la base. Notar que las modificaciones sélo
afectan al ciclo.

Reiterar hasta que todos los costos reducidos sean positivos.

Ejercicio 5.2.1 Resolver el problema de transporte para los datos

10 S 3 6 8 4
a= | 17 |, b= g | €= 2 7 3 11
3 12 12 3 4 6
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30

Figura 5.13:

Xij

10

30

Figura 5.14:

5.3. Flujo de costo minimo: mejoramiento de una so-
lucién en curso (Fase II)

Si n es el nimero de nodos de la red y m el nimero de arcos, la matriz de incidencia del
grafo es de n X m y las bases estan compuestas por n — 1 arcos.
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No hay un método fécil para encontrar soluciones basicas factibles, por lo tanto, es necesario
usar Fase I de simplex.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Si tenemos la siguiente base {(1, 2), (2,4), (2,3), (3,4)}. Los arcos (1, 3) y (3, 5) no son bésicas,
pero tampoco son nulas (se debe extender el concepto de base).

Extensiéon del concepto de base Una variable no béasica es fijada en alguna de sus
cotas. Las variables bésicas se determinan resolviendo el sistema de ecuaciones (respetando
sus cotas)

Consideremos el problema escrito en la forma canénica:

min ¢’z
sa. Az =0b
[ <z<u

donde [,u € IR" y A de rango completo (si es necesario, eliminando filas)

B

Tomemos la particién A = [B, N] y supongamos que = = [ -
N

} donde [xn]; =1; V u;

Se dice que xp es la base si y solamente si xp = B™1(b— Nxy) (# 0 en este caso).
[zp]; debe satisfacer [; < [xp]; < u;

En el caso del ejemplo, (2,3) y (00, 2) son no bésicas y estédn en su cota inferior, cero en este
caso.

Para el problema de transporte, la degenerancia se traduce en que un arco bésico esté en
alguna de sus cotas.

Veamos el cuadro resumen del problema planteado:

Restricciones: sale-entra=oferta

Ti2 T13 T23 T4 X5 T34 T35 T45 Ts53 | var.duales
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 20 T
2 —1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 Ty
3 0 -1 -1 0 0 1 1 0 —1 0 3
4 0 0 0 —1 0 —1 0 1 0 -5 Ty
5) 0 0 0 0 —1 0 -1 -1 1 —-15 s

La férmula general de un costo reducido es ¢ = ¢!’ — 7' N
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Ez‘j = Cij — T +7Tj

Condicién de optimalidad:
é’ij Z 0 si lij = Tij (COta inferior)
Ez’j =0 si lij < Ty < Uy
¢i; <0 siwx; = u,; (cota superior)

Las ecuaciones ¢;; = ¢;; — m; + m; = 0 para las variables basicas, permiten determinar los
valores de las variables duales. Dado que hay n nodos y n — 1 arcos basicos, basta fijar
arbitrariamente el valor de una variable dual.

Para el caso del ejemplo, fijemos 75 = 0

012:7T1—7T2:>7T1:4

Asi se obtiene que 7 = | —1

Luego, se calculan los costos reducidos de los arcos no basicos: ¢;; = ¢;; — m; + 7;

Para el ejemplo:

Ci3= c3—(m—m3)=4—-4—-1= -1
Co3 = 023—(71'2—71'3):2—0—1: 1
535: 035—(7T3—7T5):3+1—6: —2
545: C45-(7T4—7T5):2+2—6: —2
Cs3 = C53—(7T5—7T3):]_+6—1: 6

Regla de entrada a la base Son candidatos para ingresar a la base los siguientes arcos:

a) Un arco de costo reducido negativo que estd en su cota inferior.

b) Un arco de costo reducido positivo que estd en su cota superior.

Con cada nuevo grafo se tiene una nueva base. Se recalculan las variables duales y los
costos reducidos, para llegar al 6ptimo.
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Figura 5.16: segundo

Observacion 5.3.1 Se asume que los arcos que no se dibujan estan en cero.
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