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1. Condiciones necesarias para restricciones de igualdad

Sean f : Rn → R, hi : Rn → R, i = 1, . . . ,m funciones continuamente diferenciables. Considere el
problema

(P)
{

mı́n f(x)
s.a. hi(x) = 0 i = 1, . . . ,m.

Teorema 1. Sea x∗ un mı́nimo local de (P) y supongamos que ∇h1(x∗), . . . ,∇hm(x∗) son linealmente
independientes. Entonces existe un único vector λ∗ = (λ∗1, . . . , λ

∗
m), llamado vector multiplicador de

Lagrange, tal que

∇f(x∗) +
m∑
i=1

λ∗i∇hi(x∗) = 0 (1)

Si además f y h1, . . . , hm son dos veces continuamente diferenciables, se tiene

yt

(
∇2f(x∗) +

m∑
i=1

λ∗i∇2hi(x∗)

)
y ≥ 0, ∀y ∈ V (x∗) (2)

donde V (x∗) es el subespacio

V (x∗) = {y : ∇hi(x∗)y = 0, i = 1, . . . ,m}.

2. Problemas

Problema 1.
Considere una matriz simétrica Q de n× n. Definamos

λ1 = mı́n
‖x‖2=1

xtQx, e1 = arg mı́n
‖x‖2=1

xtQx,

y para k = 0, . . . , n− 1

λk+1 = mı́n
‖x‖2=1

et
ix=0, i=1,...,k

xtQx, ek+1 = arg mı́n
‖x‖2=1

et
ix=0, i=1,...,k

xtQx,

1. Mostrar que
λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

2. Mostrar que los vectores e1, . . . , en son linealmente independientes.

3. Mostrar que λ1, . . . , λn son los valores propios de Q y que e1, . . . , en son los correspondientes vectores
propios.

Problema 2 (Desigualdad de la media aritmética-geométrica).
Sean α1, . . . , αn numeros positivos tal que

∑n
i=1 αi = 1. Resolver el problema

mı́n
n∑
i=1

αixi

s.a.
n∏
i=1

xαi
i = 1 xi > 0 i = 1, . . . , n.
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Demuestre la Desigualdad de la media aritmética-geométrica

n∏
i=1

xαi
i ≤

n∑
i=1

αixi

para un conjunto de numero positivos xi, i = 1, . . . , n.
Indicación: Use el cambio de variables yi = ln(xi).

Problema 3.
Mostrar que los ángulos x, y, y z de un triángulo maximizan sinx sin y sin z si y sólo si el triángulo es
equilátero.

3. Ejercicios

Ejercicio 1.
Sean a1, . . . , am vectores en Rn. Considere el problema

mı́n
m∑
i=1

‖x− ai‖2

s.a. ‖x‖2 = 1.

Considere el centro de gravedad â = 1
m

∑m
i=1 aj de los vectores a1, . . . , am. Mostrar que si â 6= 0, el

problema tiene un único máximo y un único mı́nimo.

Ejercicio 2.
Mostrar que entre todos los triángulos circunscritos a un ćırculo, el único que posee área mı́nima es el
equilátero.
Indicación: Sean x, y, y z los largos de las ĺıneas tangentes desde los vértices de el triángulo al el ćırculo,
y sea ρ el radio del ćırculo. El área de el triángulo es A = ρ(x+ y + z), y ésta puede ser expresada como
A =

√
xyz(x+ y + z)(Un teorema debido a Heron de Alejandŕıa). Considere el problema

mı́nx+ y + z
s.a. xyz = ρ2(x+ y + z).

Ejercicio 3.
Considere el ćırculo unitario y dos puntos a y b en el plano. Encontrar un punto x sobre el ćırculo tal
que el triángulo con vertices a, b, y x tenga área máxima. Considere el problema

máx ‖x− x̂‖2
s.a. ‖x‖2 = 1.

donde x̂ es la proyección de x sobre la recta que pasa por a y b. Mostrar que la ĺınea que conecta x y x̂
pasa a través del centro del ćırculo.

Ejercicio 4.
Mostrar que entre todos los triángulos inscritos en un ćırculo dado, el único que posee área máxima es el
equilátero. Indicación: Use el ejercicio anterior.
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