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1. Condiciones necesarias para restricciones de igualdad

Sean f: R®™ — R, h;: R® — R, ¢ = 1,...,m funciones continuamente diferenciables. Considere el

problema
min f(z)
(P){ sa. hi(z)=0 i=1,...,m.

Teorema 1. Sea z* un minimo local de (P) y supongamos que Vhy(z*),..., Vi, (x*) son linealmente
independientes. Entonces existe un tnico vector \* = (A},...,A%), llamado vector multiplicador de
Lagrange, tal que
V@) + Y A Vhi(z*) =0 (1)
i=1
Si ademas f y hi,...,h, son dos veces continuamente diferenciables, se tiene
y* <V2f(a?*) + ZAZ‘VQ’%(JJ*)> y=0, VyeV(z") (2)
i=1

donde V(x*) es el subespacio

V(z*) ={y: Vhi(z")y=0,i=1,...,m}.

2. Problemas

Problema 1.
Considere una matriz simétrica Q de n X n. Definamos

A= min z'Qx, e1 = arg min z'Qu,
llzlI?=1 llzl>=1
yparak=0,...,n—1
Ak+1 = m%'n ' Qux, €k+1 = arg mgn ' Qzx,
llzlI*=1 lzl*=1
elx=0,i=1,....k elz=0,i=1,...k

1. Mostrar que
A <A <<

2. Mostrar que los vectores eq, ..., e, son linealmente independientes.
3. Mostrar que A1, ..., A, son los valores propios de Q) y que eq, . . ., e, son los correspondientes vectores
propios.

Problema 2 (Desigualdad de la media aritmética-geométrica).
Sean aq, ..., a, numeros positivos tal que Z;L:l a; = 1. Resolver el problema

n
min Z (673157
i=1

n
sa. [[z" =1 >0 i=1,...,n.
i=1



Demuestre la Desigualdad de la media aritmética-geométrica

n n

o
Hfﬂﬂ < E ;X
i=1

=1

para un conjunto de numero positivos z;, i =1,...,n.
Indicacion: Use el cambio de variables y; = In(z;).

Problema 3.
Mostrar que los angulos x,y, y z de un tridngulo maximizan sin zsinysin z si y sélo si el tridangulo es
equilatero.

3. Ejercicios

Ejercicio 1.
Sean aq,...,a,, vectores en R”. Considere el problema

m

min Y ||z — a;]|?
i=1

sa. ||z]|* = 1.

Considere el centro de gravedad a = % ZZ’; a; de los vectores ai,...,an. Mostrar que si a # 0, el
problema tiene un 1inico maximo y un tnico minimo.

Ejercicio 2.

Mostrar que entre todos los tridngulos circunscritos a un circulo, el inico que posee area minima es el
equilatero.

Indicacion: Sean x,y, y z los largos de las lineas tangentes desde los vértices de el tridngulo al el circulo,
y sea p el radio del circulo. El drea de el tridngulo es A = p(z + y + 2), y ésta puede ser expresada como
A = y/zyz(z + y + z)(Un teorema debido a Heron de Alejandria). Considere el problema

minz +y + 2
sa. zyz = pi(z +y + 2).

Ejercicio 3.
Considere el circulo unitario y dos puntos a y b en el plano. Encontrar un punto x sobre el circulo tal
que el tridangulo con vertices a, b, y x tenga area maxima. Considere el problema

max ||z — 2%
sa. |z = 1.

donde Z es la proyeccién de x sobre la recta que pasa por a y b. Mostrar que la linea que conecta x y &
pasa a través del centro del circulo.

Ejercicio 4.
Mostrar que entre todos los tridngulos inscritos en un circulo dado, el tinico que posee area maxima es el
equilatero. Indicacion: Use el ejercicio anterior.



