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Capitulo 1

Calculo Diferencial

1.1 Base Algebraica y Geométrica de R"

Este primer capitulo tiene como objetivo el estudio de las funciones de varias
variables. Estas variables son elementos de IR, por lo que lo natural es
trabajar en IR", donde n € IN.

Definicién 1.1 Dotamos al conjunto IR"™ de una estructura de espacio vec-
torial mediante las siguientes operaciones: para © = (x1,Ta,--- ,x,) € IR",
y= (Y192, ,yn) € R", y A € IR definimos

Suma: r+y=(r1 4y, -, Tn+Yn),

Producto por escalar: Ar = (Azy, -+, Axy).

El espacio vectorial IR" tiene dimensién n. Entre las muchas posibles
bases de IR™ nos interesard considerar, por su simplicidad, la llamada base
canonica {e;}I,, donde e; = (0,...,1,...,0) con el uno en la posicién 7. Asi
todo x = (x1,---,x,) € IR™ se puede representar en términos de la base

canonica como

n
xr = E €Ti€;.
i=1

Habiéndo ya definido la estructura algebraica de IR" vamos a introducir
la estructura geométrica de IR" a través del producto interno (o producto
punto)
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Definicién 1.2 Dados x,y € IR", se define el producto interno o punto de
T ey como

n
i=1
La siguiente proposicion resume las propiedades basicas del producto interno.

Su demostracién es muy simple.

Proposicién 1.1 (Propiedades del producto interno)

P1) Para todo x € IR™ se tiene (z,z) > 0 y (x,z) = 0 si'y sdlo si x =
0.(Positividad)

P2) Para todo x,y,z € R" y A\ € IR (A\x+vy, z) = XNz, 2)+(y, z). (Linealidad)
P3) Para todo x,y € R™ (z,y) = (y,x). (Simetria).

La nocion de producto interno induce de manera natural la nociéon de norma
o longitud de un vector.

Definicién 1.3 Se define la norma de un vector x € IR™ como
|z]] := V-

La siguiente proposicion establece una desigualdad entre producto interno y
norma de vectores de IR". Ella nos permite definir la nocién de angulo entre
vectores de IR", dejando en evidencia que el producto interno determina la
geometria de R".

Proposicién 1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
2yl < lzflllyll,  Va,y € R

Se tiene la igualdad si y solo si x es multiplo escalar de y o uno de ellos es

0.

Demostracion: Sean x,y € IR" y sea t € IR. Entonces por las propiedades
del producto interno tenemos que

0 < (x+ty,x+ty) = (x,2) +2t(x,y) + t*(y,y).

Si y = 0 entonces la desigualdad naturalmente vale. Si y # 0 entonces
notamos que la expresion de arriba determina una funcién cuadratica que se
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anula a lo mas una vez en t € IR. Esto implica que el discriminante debe ser
negativo o nulo, es decir,

Az, y)* — 4z, z)(y,y) <0,

de donde se obtiene la desigualdad deseada. Cuando x es multiplo de y en-
tonces claramente se tiene la igualdad. Queda de ejercicio probar la reciproca.
([l

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite definir la nocién de dngulo
entre vectores.

Definicién 1.4 Dados x,y € IR™ llamaremos dngulo entre x e y a:

-y
0 = arccos—-—,
/Iyl

entendemos que 6 € [0, 7].

Con esta definicién podemos hablar de vectores ortogonales cuando el angulo
entre ellos es de 90°, es decir, cuando (z,y) = 0.
También vemos la validéz del Teorema del Coseno:

lz = ylI* = [l2]1* + [yl = 2z, y) = 2]* + [ly[|* — 2[l=[[[lyllcos.
Cuando los vectores son ortogonales tenemos el Teorema de Pitadgoras.

Como ya dijimos, el producto interno induce la nocién de norma, la que
le da a IR" su caracter topoldégico, como ya veremos. Por el momento veamos
las propiedades béasicas de la norma.

Proposicién 1.3 (Propiedades de la norma)

N1) Para todo x € IR™ ||z|| > 0 y ||z]| =0 si'y sdlo si x = 0. (Positividad)
N2) Para todo x € IR", X € R ||Az|| = |Al||z||. (Homogeneidad)

N3) Para todo x,y € R" ||z + y|| < ||z|| + |ly|| (Desigualdad Triangular)

Demostracién: N1) y N2) son directas del las propiedades del producto
interno y la definiciéon de norma.

La Desigualdad Triangular es una consecuencia de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz. Para z,y € IR" tenemos

2
@ty z+y) = lz+yl” =zl +2(z,y) +lylI* < |1 + 2ll= [yl + vl

de donde se obtiene
lz+ylI* < ()l + lyl)>.0

Notacién De ahora en adelante preferimos denotar el producto punto entre
vectores x e y como T - y.
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1.2 Funciones con Valores en IR™

Definicién 1.5 Llamaremos a f funcion a valores en IR™ si f : D C IR" —
R™.

Observamos que el argumento de f es un vector x = (zy, ...,z,) € R" y que
la imagen de z es un vector de IR™. Asi f(z) = (fi(z),-- -, fm(z)), donde las
funciones f; : D C IR — IR para cada ¢. Las funciones f; se conocen como
funciones coordenadas.

Para el estudio de las funciones de IR" a valores en IR™ vamos a desarrollar
las herramientas del Calculo Diferencial. Sin embargo, la posibilidad de
dibujar en el caso de dimensiones pequenas, es siempre algo muy util. Mas
atin ahora que tenemos programas computacionales muy eficientes para esta
tarea. A continuacién damos alguna terminologia.

Definicién 1.6 Llamaremos grafo de una funcion f : D C IR" — IR™ al
conjunto:

G(f) = {(z, f(x))/= € D}.

Notemos que G(f) C IR"*™. Este se podrd dibujar chando m =1y n =10
n = 2. En el primer caso el grafo es una curva y en el segundo una superficie.

Ejercicio 1.1 Dibuje el grafo de la funcion de dos variables definida por
floy) =a® =y

Definicién 1.7 Cuando m =1 y dado ¢ € IR se define el Conjunto de Nivel
¢ de la funcion f como

N.(f) = {x € D/f(x) = c}.

En el caso en que n = 2 y n = 3 el conjunto de nivel N.(f) se puede dibujar.
Se le conoce como curva de nivel cuando n = 2 y superficie de nivel si n = 3.

Ejercicio 1.2 Dibuje las superficies de nivel para la funcion de tres variables
definida por f(z,y,z) = 2% +y* — 2°.

Ejercicio 1.3 1) Dibuje las curvas de nivel de la funcion f(x,y) = > — y>.
Esta funcion se conoce como silla (silla de montar).

2) Dibuge las curvas de nivel de la funcion f(r,y) = x° — 3zy?. Esta
funcion se conoce como Silla del Mono. ;Podria decir porqué?
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1.3 Limites y Continuidad

La nocién de limite y continuidad de funciones de IR™ en IR™ involucra el
caracter topoldgico de estos espacios, inducido por la norma.

En el estudio de la topologia de IR", un rol fundamental es jugado por
las bolas abiertas.

Definicién 1.8 Dados xy € IR", r € IRy, llamaremos bola abierta de centro
en xo y radio v al conjunto

B(xg,r) ={z € R"/ ||z — x| <r}.
Llamaremos bola cerrada de centro en xy y radio v al conjunto
B(zg,7) ={z € R") ||z — x| <7}
Definicién 1.9 Diremos que A C IR™ es un conjunto abierto si
(Vzo € A)(Ir > 0) : B(xo, ) C A.

Ejemplo 1.1 IR" y el conjunto vacio (), son conjuntos abiertos. Ain cuando
IR" es obviamente abierto, el caso del conjunto vacio requiere una reflexion.
Si 0 no es abierto entonces existe xo € O para el cual B(xg,r)NIR" # 0, para
cada v > 0. Esto es absurdo pues no hay elementos en ().

Ejemplo 1.2 El conjunto A = {(z,y) /x > 1} es un conjunto abierto. En
efecto, si (z,y) € A entonces B((z,y),%5+) C A.

Ejemplo 1.3 Sizy € IR y r > 0 entonces B(xg,r) es un conjunto abierto.
En efecto, six € B(xg, 1) entonces B(zx, (r—||z—xo||)/2) C B(xg,r). Usando
la desigualdad triangular muestre la veracidad de esta ultima afirmacion y
haga un dibujo.

Definicién 1.10 Diremos que A C IR"™ es un conjunto cerrado si A¢ es
abierto.

Observacién 1.1 Notar que los conjuntos IR™ y ) son abiertos y cerrados.
También notamos que hay conjuntos que no son abiertos ni cerrados. Ver
ejemplo abajo.
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Ejemplo 1.4 Sean A={~ /ne N} y B= AU{0}. Entonces:
i)A no es cerrado. En efecto A° no es abierto, pues 0 € A° y: (Vr >
0) B(0,7) £ A°. Lo anterior pues cualquiera sea r > 0 se tiene que

1
(3In € IN)tal que — <,
n

es decir, = € B(0,r).
ii)A no es abierto pues 1 € A, pero (Vr > 0) B(xzg,7) L A.
iii)B es cerrado y no es abierto.

Como en el caso de IR uno puede definir sucesiones de vectores en IR"™.
Se trata de una funciones de IN — IR™ tales que k — z,. Usualmente se
considera la notacién {zy }remn-

Definicién 1.11 Una sucesion {zy}ren en IR™ se dice convergente a x €
R si:
(Ve >0)(Fko e IN):  |zp —x|| <e (Vk > ko)

En el caso que x € IR™ converge a x anotamos z; — x o limy_,, T = .
Notamos que la condicién ||z, — z|| < ¢ es equivalente a z3, € B(z,¢).

Es interesante que uno puede caracterizar los conjuntos cerrado mediante
el uso de sucesiones. En realidad uno podria describir completamente la
topologia de IR™ usando sucesiones, pero no lo haremos.

Proposicion 1.4 A C IR" es cerrado si y solo st :
Para toda sucesion {xy}trew C A: ((xp, — x) = x € A).

Demostracién:(=) Supongamos que A es cerrado. Sea {z;}reny C A
una sucesion cualquiera tal que lim,, ,, z; = . Queremos demostrar que
x € A. Supongamos que no, es decir, que z € A°. Como A es cerrado, existe
e > 0 tal que B(x,e) C A°. Por otra parte, de la definicién de limite, existe
ko € IN tal que z;, € B(z,¢) para todo k > ko, lo que es imposible pues
x, € A.

(<) Para demostrar la reciproca probemos la contrarreciproca. Es decir,
si A no es cerrado entonces existe una sucesion {z;}rewy C A que converge a
ryxéA.

Como A no es cerrado, A° no es abierto, entonces existe un punto z € A€
tal que

Para todo € > 0 se tiene B(z,e) N A # 0.
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Esta proposicién nos permite construir una sucesién {z} C A de la siguiente
manera: para cada k& € IN tomamos ¢ = % entonces, como B(x,1/k)NA # 0,
podemos elegir z;, € B(z, 1) y # € A. Por definicién esta sucesién converge
a x, concluyendo la demostracion pues x ¢ A. [J

Continuando con nuestra discusion sobre la topologia de IR™ hacemos
algunas nuevas definiciones.

Definicién 1.12 Sea A C IR". Entonces:

z € A se dice punto interior de A si (3 >0): B(x,e) C A.
z € IR"™ se dice punto adherente de A si (Ve >0): B(x,e)NA#0D.
z € IR" se dice punto de acumulacion de A si (Ve >0): (B(z,e)\{z})N
A#0D.
r € IR" se dice punto frontera de A si (Ve > 0): B(zr,e)NA#£D A
B(xz,e) N A® £ (.

Observamos que un punto adherente de A no necesita estar en A, asi mismo
un punto de acumulacién y un punto frontera no necesitan estar en A.

Definicién 1.13 Dado A C IR" se definen los siguientes conjuntos:
Interior de A: int(A) = {z € A/z es punto interior de A},
Adherencia de A: adh(A) = {z € IR"/z es punto adherente de A},
Derivado de A: der(A) = {z € IR"/z es punto de acumulacion deA},
Frontera de A: 0A = Fr(A) ={x € IR"/x es punto frontera de A}.

Observacién 1.2 int(A) C A y A C adh(A).

Ejemplo 1.5 En R sea A = [1,2) U {3}. Entonces: der(A) = [1,2],
int(A) = (1,2), adh(A) = [1,2) U {3} y 0A = {1,2,3}.

Ejercicio 1.4 Demuestre que IR" \ int(A) = adh(IR" \ A).
Ejercicio 1.5 Analice el interior, la adherencia, el derivado y la frontera de

3 1 —. .3 1
Se obtiene de las definiciones la siguiente proposicién:

Proposicién 1.5 A es abierto si y solo si A = int(A) y A es cerrado si y
solo si A = adh(A).
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Ejercicio 1.6 Demuestre que x € adh(A) si y sdlo si existe una sucesion
{zr}r C A tal que limy o T, = .

Con este ejercicio terminamos esta breve introducion a la topologia de IR™ y
estamos en condiciones de presentar la nocion de limite de una funcion.

Definicién 1.14 Sea f: A C IR" — IR™ y xy € der(A). Entonces decimos
que 1 es el limite de f cuando x va a xq y escribimos lim, ., f(x) =1 si

(Ve>0)(36>0): (0<|jz—m0| <O)A(z€A)=||f(z) -] <e.

Observacién 1.3 En la anterior definicion pedimos que xy € der(A) para
que stempre haya puntos cerca de xy.

A continuacién desarrollaremos dos ejemplos en los cuales debemos efectiva-
mente demostrar el valor de un cierto limite. Para ello es necesario dar una
receta o formula que permita determinar 0 dado e.

Ejemplo 1.6 Demuestre usando la definicion que

lim (22 —1)=0.
(z,y)—=(1,1)

En primer lugar vemos que a partir de
se puede deducir directamente que
lt—1] <0 y |y—1] <o yentonces |t —1|<d y |z|]<d+1. (%)
Por otro lado
f(2) =1 = |2* = 1| = |z = 1|z + 1]. ()
Asi, dado € > 0 podemos elegir ¢ > 0 de modo que
do+1) <e.

Entonces, si ||(z,y) — (1,1)|| < 4, tenemos (*), y entonces obtenemos de (**)
que
|f(z) =1 <d(6+1) <eO
El ejemplo anterior es bastante simple. La dificultad puede aumentar
cuando la funcién f es mas complicada, por ejemplo si es un cuociente.
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Ejemplo 1.7 Demuestre usando la definicion que
2
Ty

lim
(zy)—»21 T —yY

Partimos como en el ejemplo anterior viendo que si
Iz, y) = (L] <0
entonces se tiene directamente que
lr—2|<d vy |ly—1| <. (%)
Por otro lado, un desarrollo algebraico simple nos lleva a lo siguiente

2 2 2
T —y |z =y |z —y|

Observamos aqui dos hechos relevantes. Primero, en el numerador tenemos
una expresién que depende esencialmente de |z — 2| y |y — 1|, cantidades
controladas por d, segin(*). Segundo, en el denominador tenemos |z — y|,
que es una cantidad que podria anularse si uno no es cuidadoso.

Para tratar este dltimo término procedemos en una primera etapa en-
contrando un valor 0; intermedio, que si bien no nos permitira acotar por
£ nos permitird controlar |z — y|. El denominador no se anula en (2, 1), de
aqui vemos que si elegimos d; = 1/4, por ejemplo, entonces de (*) podemos
concluir que

1
|:(:—y|>§. (% % %)
Suponiendo entonces que (***) se tiene, obtenemos de (*) y (**) que
|(z —2)* —4(y — 1)
|[f(x) =] =

De aqui, usando nuevamente (*) podemos acotar mejor
1
[f(2) =1 < Slz = 2[+ 8]y = 1] < 8(|z — 2[ + [y — 1).

Entonces, dado € > 0, podemos elegir d; = 7. Pero debemos asegurarnos que

los argumentos anteriores sean siempre validos y eso lo logramos si elegimos
— Afinfl = .

6 = Min{s3, 5} y se tendrd que

1’2

T
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Ejemplo 1.8 Demostrar que

. sen(2? + y?) _q
(@y)=(00) &%+ Y

Del curso de Célculo sabemos que

sena

lim = 1.
a—0 0%
Entonces, dado € > 0 existe 9; > 0 tal que
senq
la| < 1 = | —1| <e,
Q

Elijamos ahora § = 1/0;. Entonces ||(z,y)—(0,0)|] < & implica que |2?+?| <

01 y entonces

sen(2? + y?)
r? + 92

— 1| <ed

Observacién 1.4 Notamos que una manera equivalente de escribir la no-
cion de limite es la siguiente: para toda bola abierta B(l,e) existe una bola
abierta B(xg,0) tal que

z € (B(xo,0) \{zo}) N A= f(x) € B(l,¢)
o equivalentemente
F((B(x0,0) \ {zo}) N A) C B(l,¢).

Ahora vamos a desarrollar el concepto de limite estudiando sus principales
propiedades. En toda esta seccion hacemos notar la analogia que se tiene
con el curso de Calculo, donde se estudio el concepto de limite y continuidad
para funciones de una variable real. Es sorprendente que la mayoria de las
proposiciones que veremos a continuacién tienen una demostracion que se
obtiene de la anédloga de Célculo reemplazando |- | por || - ||.

Proposicién 1.6 (Unicidad del Limite) Sea f : A C R* — IR™ y xzy €
der(A). Si
lim f(z)=10 vy lim f(z) =1

T—T0 T—T0

Entonces 1 = 5.
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Demostracion: Por hipétesis, dado € > 0 existen ntimeros 0; > 0y o > 0
tales que

0<|lz—m| <o AN zeA=|f(x)-UL]| <e,

0<|lz—m] <d2 AN ze€A=|flr)-1L|<e.

Entonces, si ||z — xo|| < Min{d;,d2} se tendrd que

1 = Ll < [I(f(2) =) = (f(z) = L) < |If(2) =Ll + [1f(2) = L] < 2e.

Como ¢ puede ser arbitrariamente pequeno, debemos tener que l; = I5. 0]

La siguiente proposiciéon es muy util para estudiar la existencia de un de-
terminado limite. Se usa principalmente para mostrar que una cierta funcién
no tiene limite

Proposicién 1.7 Sea f: AC R" — R y xy € der(A) tal que

lim f(x)=1.

T—T0

Entonces para todo B C A tal que xo € der(B) se tiene que

lim f|g(x) =1.

T—T0

Demostracion: Ejercicio. [
La contrarreciproca nos da el siguiente corolario

Corolario 1.1 Sea f : A C R* — IR™, xy € der(A) y B;,Bs C A, de
manera que xo € der(By) Nder(Bs). Si uno de los limites

lim f|Bl(x) 0 lim f|B2(x)
r—xo T—To

no existe o si

lim f|B1 (SL‘) 7£ $1L120f|B2(x)

T—T0

entonces el limite

s, o) =1

no existe.
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Ejemplo 1.9 Se trata de estudiar el siguiente limite

lim .
(z,y)—=(0,0) T + Y

Notemos en primer lugar que f(0,0) no estd definida, sin embargo esto no
tiene importancia alguna. Lo que s importa es que (0,0) € der(IR*\{(0,0)}).
Si consideramos los conjuntos A = {(0,y)/y # 0} y B = {(x,0)/z # 0}
entonces tenemos que

lim x,y) =10 lim r,y) = 1.
(w,y)—>(070)f|A( 2 Y (:vvy)—>(0,0)f|B( 2

Concluimos entonces que el limite bajo estudio no existe, en virtud del
corolario.[]

Ejercicio 1.7 FEstudiar la existencia del siguiente limite:
2

. ry
lim ———.
(2.y)—(0,0) T2 + y?
Ejercicio 1.8 Estudiar la existencia del siguiente limite de f cuando (z,y)
tiende a (0,0) y donde f estd definida por
||

o oyl g
2 €XP 2 siy#0
flay) =41 o

0 sty =0.

Observacién 1.5 En los ejemplos anteriores hemos considerado solamente
funciones a wvalores reales, es decir, con espacio de llegada IR. FEsto queda
justificado en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.8 Seq f: A C IR" — IR™. Entonces:

lim f(z) =1 si y solo si (Vi=1,---,m) lim f;(z) =1,

Tr—T0o T—T0

Aqui f; es la i-ésima funcion coordenada 1y l; is la i-ésima coordenada de .

Demostracién:(<) Dado ¢ > 0, por hipétesis existe 9; > 0 tal que 0 <
|z — xo|| < &; y ¢ € A implica que |f;(x) — [;| < e//m, para cualquier
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i = 1,2,...,m. Entonces, si elegimos 6 = min{dy,...,0,,}. tenemos que si
0 < ||z —m] <dyxe Aimplica

m 2

Z(fz(x) — L) <m- - g2,

- m
=1

de donde ||f(z) — || < e.O
El siguiente teorema resume varias propiedades importantes de los limites.

Teorema 1.1 Sean f,g: A C IR" — IR™, xy € der(A), b,d € R™ y c € RR.
Entonces:
1) lim,_,, f(x) = b implica lim,_,,, cf(x) = cb.
2) imy ., f(2) = b y lim, ., g(x) = d implica
i) lim, o (f(2) + g(2)) = b+ d,
ii) limg . f(2) - g(z) =b-d.
3)m =1 ylim, ., f(x) =bF#0, implica

1 1
lim —— = —.

5 ) b

Demostracién: Haremos la demostracién de 2) ii). La propiedad 3) queda
de ejercicio.

Usando la desigualdad triangular y la de Cauchy-Schwarz obtenemos di-
rectamente

|f(x) - g(z) —b-d| () - (9(x) —d) +d - (f(x) —b)]

< 1£@)] lgte) — dll + 1dl [£() = b].

Usando la hipétesis, dado € > 0 tenemos que existe 6 > 0 tal que x € Ay
0 < ||z — x| < ¢ implica que

If(z) —bll <e vy [lglz) —d|| <e.
Notamos que de aquif se deduce que ||f(z)]| < e+ ||b||.- Por lo tanto
|[f () - g(z) = b-d| < (e + [l + [|d])e,

completando la demostracion. [
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Observacién 1.6 En rigor, en la demostracion anterior falta un paso, el
cual se puede siempre omitir cuando hay experiencia:

Dado ¢ > 0 elegimos o > 0 tal que (o + ||b]| + ||d||)o < €. Con este valor
de o > 0 invocamos la hipdtesis para elegir 6 > 0 de modo que x € A y
0 < ||z — x|l <9 implica que

If(x)=bl <o y |glz)—d| <o

Continuidad de funciones de IR" en IR™
Ahora que hemos estudiado el concepto de limite estamos preparados
para introducir el concepto de continuidad de una funcién.

Definicién 1.15 Sea f: A C IR" — IR™ y sea xyg € A. Decimos que f es
continua en Ty Si:

(Ve>0)(F0>0):[xr €A AN |lz—mx <d] = | flzx)—flzy)| <e
o equivalentemente
(Ve > 0)(36 > 0) : f(B(zo,0) N A) C B(f(zo),e).

Observaciéon 1.7 Si zy € A es un punto aislado de A, es decir, o € A\
der(A) entonces f es obviamente continua en zy.
Si xy € der(A) entonces f es continua en xy sty solo si
lim f(z) = f (o).
T—T0
Como consecuencia de la observacion anterior y de la Proposicion 1.8 se
tiene que f : A C IR" — IR™ es continua en zy € A si y sélo si f; es continua
en xo, para todoi=1,---,m.

Como consecuencia del Teorema 1.1 tenemos también el siguiente resul-
tado sobre funciones continuas.

Teorema 1.2 Sean f,g: ACIR" — IR", vo € A y ¢ € IR. Entonces:
1) f es continua en xqo implica cf es continua en xq.
2) [ y g son continuas en xy implica
i) f+ g es continua en xy,
ii) f - g es continua en xg,
3)m =1, f es continua en xq y f(xo) # 0 implica ﬁ es continua en
Zo-.
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Ejemplo 1.10 La funcion f(z,y) = (
punto de IR2.

En efecto, sus tres componentes son continuas en todo IR*:

filz,y) = % lo es pues f(x) = z? lo es, al igual que g(y) = 145 la cual

2 .
1$7’ r+y,ysent) es continua en todo

ademas no se anula. Entonces, por el teorema anterior @ = 1+17 también
es continua, y nuevamente por el teorema anterior z> I Jrlyz es continua.

fa(z,y) =z + y es evidentemente continua pues f(z) =z e g(y) = y son
continuas y la suma de continuas es continua por el teorema anterior.

fs(z) = senx es continua, g(y) = y también lo es, luego por el teorema
anterior ysenx es continua.

La idea es que con la ayuda del Teorema anterior podamos determinar
por inspecciéon cuando una funcién es continua, por ser una combinacion de
funciones continuas conocidas.[]

En la linea del Teorema 1.2, tenemos el teorema de la composicién de
funciones continuas.

Teorema 1.3 Sean f : A C IR* — IR™ y g : B C IR™ — IR? tales que
f(A) € B. Si f es continua en xy € A y g es continua en f(z,) € B
entonces g o f es continua en xg.

Demostracién: Sea ¢ > 0. Como g es continua en f(zy) existe 6 > 0 tal
que:
yeB, lly=fl@)l<ds = gy —g(f(zo))ll <e.

Por otro lado, de la continuidad de f en z, sabemos que existe ¢’ > 0 tal
que:
re€A |r—ml < = |f(x)— flxo)] <.

Juntando estas dos proposiciones y tomando y = f(z) se tiene que existe
o' > 0 tal que

re€A |r—uz<d = fle)yeB, |f(x)—f(x)] <9
= lg(f(z)) — g(f(=0))| <e.

Es decir:
lo -zl <8 = lgof)—gofl<e O

Ejemplo 1.11 f(z,y,2,t) = sen(t(x® +y> + 2%)) es continua en todo punto
de IR*.
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Definicién 1.16 Diremos que A C IR"™ es una vecindad de xq € IR"™ si
xg € Ay A es abierto.

La siguiente proposicion da una caracterizacion de la continuidad en términos
de vecindades. Notar que la bola abierta B(x,r) es una vecindad de z.

Proposicion 1.9 f: A C IR" — IR™ es continua en xq € IR" si y solo si
para toda vecindad U C IR"™ de f(x) ezxiste una vecindad V C IR") de xy tal
que f(VNA) CU.

Demostracién: (=) Sea U una vecindad de f(zp). Entonces existe ¢ > 0
tal que B(f(xy),e) C U. Usando ahora la continuidad de f en z(, para este
e > 0 existe 0 > 0 tal que

le =zl <0y weA=|f(z) - flw)l <e
Es decir
z € B(zg,0) v v€A= f(x) € B(f(x),¢).

Si definimos V' = B(xp,d), que es una vecindad de xg, obtenemos de aqui
que
f(B(zg,0)NA)=f(VNA)CU.

(«) Esta implicacién queda de ejercicio. OJ

Definicién 1.17 Decimos que una funcion f: A C IR" — IR™ es continua
en A si f es continua en todo punto de A.

Ejercicio 1.9 Demuestre la siguiente caracterizacion de funciones continuas
en A:

f es continua en A si y solo si la preimagen de todo abierto de IR™ es la
interseccion de A con un abierto de IR".

1.4 Diferenciabilidad de funciones de IR" a
R™.

Consideremos f: ACR" — Ry x = (zy, -+ ,xj,-+-,x,) € A, donde el
conjunto A se supone abierto. Para 1 < 7 < n fijo, definimos la funcién de
R en IR

h — f(.%' + hej),
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donde e; es el elemento j-ésimo de la base candénica. Notamos que x + he; =
(1, ,xj_1,h + xj, x40, -+ ,z,) A esta funcién, siendo de IR en IR, le
podemos aplicar la teoria de diferenciabilidad desarrollada en el curso de
Calculo.

Definicién 1.18 Llamaremos derivada parcial de f con respecto a x; en

et of f(e+ hey) — f(2)
. €T €e;) — €T
o, (©) = Jim 2

si dicho limite existe. Cuando la derivada parcial de f con respecto a x;
existe en todo punto de A, entonces ella define una funcion

0

—f cACR'— R.

al'j
Observacion 1.8 Notemos que, como una derivada parcial es una derivada
de una funcion de IR en IR, uno puede usar todas las reglas de derivacion
estudiadas en Cdlculo.

Ejemplo 1.12 Calcular la derivada parcial de la funcion f con respecto a
x para f(z,y) = z*y + sen(xy). Haciendo uso de la observacion anterior
tendremos que

of

e (z) = 42y + cos(zy)y

Ejemplo 1.13 Calcular la derivada parcial de la funcion f con respecto a x
para f(z,y) = \/:fny? Para esto notamos que si (x,y) # (0,0) entonces

ﬁ( )_?/73
oz Y = (22 + y?)3/2

Si definimos f(0,0) = 0 entonces podemos calcular también la derivada par-
cial de f con respecto a = en (0,0). Aqui usamos la definicion

%(0’ 0)= llzl—rf(l) h h—0 h

En la nociéon de diferenciabilidad hay dos aspectos a considerar: el aspec-
to analitico y el aspecto geométrico. Parece tentador definir una funcion
diferenciable en un punto como una funciéon que posee todas sus derivadas
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parciales en dicho punto. Sin embargo esta condicién no es suficiente para
producir una buena definicién, pues nos gustaria que al menos se cumplan
las siguientes propiedades:
1) Si f es diferenciable en un punto entonces es posible definir un plano
tangente al grafo de la funcién en dicho punto. Este es el criterio geométrico.
2) La composicién de funciones diferenciables es diferenciable. Este seria
un criterio analitico.

Ejemplo 1.14 FEl siguiente ejempo ilustra las ideas anteriores. Considere-
mos la funcion definida por f(x,y) = x%y%. Calculando las derivadas par-
ciales por definicion obtenemos que estas existen y son

of of

9 (0,0) = ay (0,0) = 0.
Uno esperaria que el plano tangente a la funcién f en el punto (0,0,0) es-
tuviera dado por la ecuacion z = 0, para ser consecuentes con el valor de las
derivadas parciales de f en el (0,0). Sin embargo, este plano no puede ser
tangente al grafo de la funcion en (0,0), pues sobre la recta y = x el grafo
de f tiene pendiente infinita en el origen.

Por otro lado, g : IR — IR? definida por g(x) = (x,x) es diferenciable en

cero con ¢, (0) = g4(0) = 1, pero f o g(x) = x3 no es difernciable en 0.

Concluimos de este ejemplo que la nocion de diferenciabilidad debe involucrar
algo mas que la sola existencia de las derivadas parciales en el punto.

Veamos ahora el aspecto geométrico en IR? para motivar la definicién
en general. Supongamos que queremos ajustar un plano tangente al grafo
de f: IR* — IR en el punto (xg,yo, (7o, %)) € G(f). Es decir queremos
encontrar un plano en IR® que pase por el punto y que tenga la misma
inclinacion que el grafo de f en el punto. Para esto consideremos un plano
genérico z = a + bx + cy y deduzcamos de las condiciones que mencionamos
antes el valor de las constantes a,b y c¢. En primer lugar queremos que
(%o, Yo, 20) pertenezca al plano tangente, entonces

(o, y0) = 20 = a + by + cyo.

Fijando la variable xzy se deberia tener que las recta z = a + bxy + cy debe
ser tangente al grafo de z = f(xy,y) en el punto y. Esto implica que
of

%(xov?/o) =b.
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De manera anéloga
— T C.
y 0> Yo

Es decir, el plano buscado es

0 0
z = f(wo,y0) + a_i(%,yo)(x — ) + 8_£(x0’y0)(y — %)-

Definicién 1.19 Sea f: A C IR> — IR, A abierto y (zo, o) € A. Decimos
que [ es diferenciable en (¢, yo) si:
1) Existen las derivadas parciales %(mo, Yo) Y g—g(xo, Yo), Y

=0.

2) ! |f(z,y) — f(z0,90) — %(%ﬂo)(w —To) — g—i(xo,yo)(y — %)
im
()~ (x0,0) (=, y) = (0, o)l

Intuitivamente estamos pidiendo a f, para que sea diferenciable, que su grafo

y el plano tangente al grafo en el punto estén muy cerca, tan cerca que incluso

al dividir su distancia por ||(x,y) — (x9, yo)|| la fraccién todavia es pequena.
Vamos ahora al caso general:

Definicién 1.20 Sea f: A C IR" — IR™, A abierto y xo € A. Entonces,
si todas las derivadas parciales de todas las funciones coordenadas existen en
xy, podemos definir una matriz D f(xy) € My, (IR) como

(D (wo))s = 52 ro)

Esta matriz se conoce como matriz Jacobiana o Diferencial de f en xy.

Ejercicio 1.10 FEncuentre la matriz Jacobiana de la funcion definida por
f(x,y) = (ze¥, 2% + y cos(x + y), tanh(xy)).

Definicién 1.21 Sea f: A C IR" — IR™, A abierto y xog € A. Decimos que
f es diferenciable en xy si
1) Para todo i =1,--- ,m y para todo j =1,--- ,n:

Of;

T (mo) existe y

=0.

) i 1£(2) = £ @) = D (@)@ = a0)]

#0 [ = ol



292 CAPITULO 1. CALCULO DIFERENCIAL

Observacién 1.9 Usualmente la condicion 2) se escribe de manera equiva-

lente como
i W0 ) = F (@) = DS o)l _
h—0 I

Observacién 1.10 En vista de la Proposicion 1.8 tenemos que una funcion
f:ACIR"— IR™ es diferenciable en xy € A si y solo si cada una de las
funciones componentes f; : A C IR™ — IR es diferenciable en xy € A.

0.

Observacién 1.11 Notamos que la diferenciabilidad tiene que ver con la
posibilidad de aproximar la funcion f(x) por una funcion lineal afin L(z) =
f(zo) + Df(zo)(x — o) cerca de xy. En ocasiones L se llama aproximacion
de primer orden de f en xy. Como ya vimos en el caso den =2 ym =1,
lo anterior se interpreta geométricamente como la posibilidad de ajustar el
plano tangente al grafo de f en xy.

Ejemplo 1.15 Encuentre el plano tangente al grafo de f(z,y) = 2> +y* en
el punto (1,1). Calculamos las derivadas parciales en (1,1)

of of
a3 b =2lany =2y a_y(lv 1) =2ylay =2

Entonces el plano tangente tiene por ecuacion
z=24+2(zx—1)+2(y—1),

es decir
z=—-242x+ 2y.

Aproximacién de primer orden
Sif:ACIR"— IR™ es una funcién diferenciable en xy € A. Entonces
la funcién lineal afin
L(h) = f(zo) + Df(xo)h
es una aproximacion de la funcién f(zo+h) cerca de h = 0. No sélo f(zo+h)
y L(h) = f(zo) + Df(zo)h son muy parecidas, sino que ademés

f(xo+h) — L(h)
171l

es también muy pequeno para h pequeno, En el caso m =1 y n = 2 tenemos
que

L(h) = L(h1, hy) = f(z0,90) + %(%7 Yo)h1 + g—?;(xo, Yo)ha,

aproxima a f al primer orden cerca de (zo, yo).
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Ejemplo 1.16 Encuentre una aprorimacion de primer orden para la funcion
[ IR* = IR definida por f(x,y) = xcos(y) + €™, cerca del punto (xg,yo) =

(1,7).
Tenemos f(1,7) = —1+¢€"y
af _ ™ g — o
0x(1’7r)_ 14 me y ay(1,7r)—e.

Asi la aproximacion de primer order es
fA+a,m+b)~—-1+¢€"+(-1+me")a+e"b.0

Observacién 1.12 En general, los vectores de IR™ deberian considerarse
como vectores columna. De esta manera la matriz Jacobiana y el producto
Df(xzg)h, h € IR tiene sentido. Sin embargo, cuando esto no lleve a con-
fusion, muchas veces escribiremos los vectores de IR™como vectores filas, por
economia notacional.

Gradiente de una funcidn.
La matriz Jacobiana de una funcién de IR" en IR es una matrizde 1 X n

of of

Es costumbre identificar esta matriz con un vector de IR" llamado gradiente
de f en xy. Asi
of

Vf(l'g) = (81171 (xU)v SR a—xn(xﬂ))t

Con esta notacién la aproximacién lineal tiene la siguiente forma
L(x) = f(zo) + Vf(x0) - (x = mo).

Relacién entre continuidad y diferenciabilidad

A continuacion abordamos la relacion entre continuidad y diferenciabili-
dad. Al igual que en el caso de las funciones de una variable, la diferencia-
bilidad es un concepto mas fuerte que el de continuidad, en el sentido que,
toda funcion diferenciable en un punto es también continua en dicho punto.
Pero la relaciéon no termina alli. Si bien la mera existencia de las derivadas
parciales de una funcién en un punto no garantiza su diferenciabilidad, en el
caso que esas derivadas parciales existen y son continuas en una vecindad de
dicho punto entonces si hay diferenciabilidad de la funcion.
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Comencemos extendiendo la desigualdad de Cauchy-Schwarz al producto
de una matriz por un vector. Sea A una matriz en M,,.,(R) y x € IR".
Entonces, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

m

lAal* =) (D ayx;)* <Y (D aj Z:E?) =) aplelP

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Esta desigualdad sugiere definir la norma de una matriz A € M,,«,(IR) como

m n
2
ZZ%'

i=1 j=1

1]l =

Podemos resumir esto en la siguiente proposicién
Proposicién 1.10 Si A € M,,«,(IR) y © € IR™ entonces
[Az[| < [[A]l [l

Ejercicio 1.11 Sea f : R" — IR™ definida por f(x) = a + Az, donde
a€R" yAe€ Myy,(IR). Demuestre que

1) f es continua en IR™.
2) f es diferenciable en todo x y Df(x) = A.

Teorema 1.4 Sea f: AC IR" — IR™ yxy € A. Entonces
f es diferenciable en xy implica f es continua en xy.

Demostracién: Si f es diferenciable en xj entonces existe la matriz Jaco-
biana de f en xg y

o 1) = F(20) = D o) (& = o) |

=0.
e o=zl

Asi dado € > 0, existe d > 0 tal que si ||z — x¢|| < 0 entonces:
1 () = f(xo) = Df(w0) (@ — wo)|| < el — o]
Entonces, usando la desigualdad triangular y la Proposicién 1.10, obtenemos
1f () = fzo)l| < ellz = woll + [ Df (xo)(z — zo)l| < (¢ + [[Df (o) [l — ol
De esta manera, si elegimos 0, = min{d,e/(c + ||Df(z0)||)} obtenemos
[l =zl <01 = [|f(2) = flzo)]| <e,

es decir, f es continua en xg 0]
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Corolario 1.2 Si f es diferenciable en xy entonces existen 6 y K tales que
|z — ol <0 implica ||f(z) — f(zo)|| < Kl|z — o]|.

Demostracién: Basta tomare =1y K = 1+ ||Df(x)|| en la demostracion
del teorema.[]

Retomaremos esta propiedad cuando veamos mas adelante el Teorema
del Valor Medio.

Continuando con la relacion entre diferenciabilidad y continuidad consid-
eremos una funciéon f : A C R" — IR™ y zy € A. Supongamos que las
derivadas parciales de f existen no sélo en z, sino que en una vecindad de
V C A de zy. Entonces estas definen funciones

Ofi Ofi

V= IR talque x+—

6‘xj al'j (l')

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que una funcion f
sea diferenciable en .

Teorema 1.5 Sea f: A C IR" — IR™ tal que sus derivadas parciales existen
en una vecindad de xy y son continuas en xy. Entonces f es diferenciable en
Xo-

Demostracion: En vista de la Observacién 1.10, basta demostrar el teorema
para m = 1. La demostracion en el caso general para n es analoga al caso
n = 2. Nosotros haremos sélo el caso n = 2 y dejamos el caso general al
lector. Nuestra demostracion se basa en el Teorema del Valor Medio para
funciones de una variable, el que recordamos a continuacion:

Teorema 1.6 (Teorema de Valor Medio en IR) Sea g : [a,b] — IR una
funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal
que

g9(b) — g(a) = ¢'(c) (b — a).

Consideremos

flzo+h) — f(zo) =
f(@or + ha, To2 + ha) — f(wo1 + ha, To2) + f(To1 + ha, To2) — f (w01, To2)-

Fijemos g1 +h; y supongamos que hy > 0. Definamos la funcién g : [0, he] —
IR como g(s) = f(xe1 + h1,2e2 + ). Como la derivada parcial con respecto
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ya y existe en una vecindad de xg, si h es pequeno, la funcién g es derivable
en [0, hy]. Entonces, aplicando el teorema del valor medio a ¢ existe ¢y €
(02, To2 + ho] tal que

0
f(zor + hi, w2 + ha) — f(zo1 + hi, w02) = %(1‘01 + Ry, To2 + €2).
2
Si hy < 0 entonces se define g en [hy, 0] y se procede de manera andloga.
Notemos que en cualquier caso |cy| < |ha| < [|A]].
Por el mismo argumento, fijando ahora xgs se tendra que existe ¢; talque
e < lha| < [B]l'y

f(@or + ha, xo2) — f(2o1, Tp2) = a—(l‘m + ¢1, T2).
I
Y asi, si anotamos Z1 = (zo1 + h1, o2 + ¢1) ¥ T2 = (zo1 + €1, To2) tenemos
0 0
o +1) = Fm0) = gtem + 5L @)n,

y de aqui

fgvg—l—h) —é‘(xg) —Df(xoa)h 5

@) = ol + 5 (a3) = 2 ol ()

Usemos ahora la continuidad de las derivadas parciales en zy. Dado ¢ > 0
existe 0; > 0 tal que

of 3
_ 5 ) = 2L <
o=zl < 1 = |-(a) = (o) < =

y existe d > 0 tal que

of

- <0y = |7
|z — o] 2 |81:2

(#) = 2= (20)| < —5-

Eligiendo 0 = min{dy, s}, si ||h|| < d entonces para j = 1,2,
175 = woll = le;| < |hyl <[] <0

y asi
9f of

52 (T) ~ g (@)l <

90
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Reemplazando esta tltima igualdad en la ecuacién (*) y usando la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz se obtiene

|f (o + h) = f(x0) — Df(xo)h]
< \/(aa—i(m) - %(xo)) + (g—é(xz) — g_li(xo)> 1Al

de donde

2 2
[Fwo+h) = f(wo) = Df (wo)hl < \/ 5 + Sl =ellnll. O

Definicién 1.22 f: A C IR" — IR™ se dice de clase C' en xyg € A si f es
diferenciable en xy y todas las derivadas parciales de f son continuas en xg.

Definicién 1.23 f : A C IR" — IR™ se dice diferenciable en A si f es
diferenciable en cada punto de A. f se dice de clase C' en A si f y todas sus
derivadas parciales son continuas en A.

Ejemplo 1.17 f(z,y) = % es diferenciable en cada punto (x,y) #
(0,0) pues % Y g—; existen y son continuas en cualquier punto distinto del
(0,0).

Ejemplo 1.18 Las derivadas parciales de la funcion f(z,y) = x*/3y'/3 es-
tudiada anteriormente no estan definidas en una vecindad del origen, menos

pueden ser continuas.

Ejercicio 1.12 Considere la funcion definida por

[ #s si(wy) #(0,0)
flau) = {o si (z,y) = (0,0).

i) Muestre que f es continua en (0,0).

ii) Calcule las derivadas parciales con respecto a x e y en todo punto del
plano.

iii) sEs f diferenciable en (0,0)?

iv) sSon continuas las derivadas parciales en (0,0)?

v) 4Fs [ diferenciable en (x,y) # (0,0)?
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Ejercicio 1.13 Segun los iltimos teoremas vistos tenemos las siquientes im-
plicaciones:

Derivadas parciales continuas en vy = f diferenciable en xqg = f es continua
en xo. Ademads

f diferenciable en xy = existen todas las derivadas parciales en .
Encontrar ejemplos donde se muestra que las reciprocas de estas implica-
ciones son falsas.

Volvemos ahora a la idea de aproximacién que lleva el concepto de difer-
enciabilidad. Vimos que si f es diferenciable en un punto z, entonces la
funcién lineal afin Lh = f(zy) + Df(xo)h aproxima a f en primer orden.
Nos interesa ahora la reciproca.

Teorema 1.7 Sea f : A C IR" — IR™ una funcion continua en oy € A
y L una funcion lineal afin, Lh = a + Bh con a € R™ y B € Mp«n(IR).
Supongamos que
— L
iy 1f (@0 +h) = Lh|| _
h—0 1Al

0 (%)

Entonces a = f(xo) y B = Df(xo) y f es diferenciable en xy.
Demostracion: Por hipdtesis

i I (@0 ) = L[| _
h>0 2]

0,

entonces se tiene en particular que
lim f(zp+h) —a — Bh =0.
h—0

Como f es continua en zg, esto implica que f(zg) = a.
Por otra parte, eligiendo 1 < 5 < n, tenemos de la hipdtesis que

o+ tey) — (o) = Breyll
- 2]

0

es decir,
(o + tej) — f(mo)

t—0 t

:Bej.

Asi, las derivadas parciales de las funciones coordenadas con respecto a x;
existen y son iguales a la columna j-ésima de B. De aqui B = D f(z,). En
vista de la hipotesis nuevamente, tenemos que f es diferenciable en z.[]
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Observacién 1.13 FEste teorema dice que cuando existe una aproximacion
lineal de primer orden entonces hay una sola. Es un teorema de unicidad.
Por otra parte este teorema es muy util para demostrar la diferenciabilidad de
una cierta funcion. La idea es que uno tiene una matriz B que es candidata
a ser la matriz Jacobiana de f. Con dicha matriz uno demuestra (*). y
concluye la diferenciabilidad.

El siguiente es un teorema que permite combinar funciones diferenciables.

Teorema 1.8 Sean f,g: ACIR" — IR™, 2o € A yc€ IR.
1) f es diferenciable en xo implica cf es diferenciable en xy y

D(cf)(wo) = eDf (o),

2) [ y g son diferenciables en xo implica
i) f+ g es diferenciable en xy y

D(f + g)(xo) = Df(x0) + Dg(x0),

ii) f - g es diferenciable en xy y

D(f - g)(z0) = g(0)' D f(x0) + f(x0)' Dg(o),

3)m =1, f es diferenciable en xy y f(xo) # 0 implica ﬁ es diferenciable
en xy y

D) (ao) = - 210).

Demostracién: Sélo indicaremos brevemente como se demuestra 2) ii), el
resto queda de ejercicio. Consideramos

N = fegzo+h) = fg(we) = [g(x0) Df (x0) + f(20)" Dg(zo)]h
= (f(zo+h)— f(zo) — Df(xo)h) - g(xo + h)
+f(20) - (9(w0 + h) — g(w0) — Dg(x0)h)
+D f(xo)h - (9(zo + h) — g(x0)).

Usando las desigualdades triangular y de Cauchy-Schwarz obtenemos de aqui

A . 1/ (xo + h) = f(x0) = Df(x0)h]

|| l9(x0 + h) = g(x0) — Dg(o)||
17l

+[|.f (o)
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+llg(zo + h) = g(zo) [H[|DF (o)l

De aqui se sigue la diferenciabilidad. Notar que estamos usando el Teorema
1.7. O

Teorema 1.9 (Regla de la Cadena) Sean f : AC R* - R™ yg: B C
IR™ — IRP tales que f es diferenciable en xy € A y g diferenciable en f(xy) €
B. Entonces go f : A C IR™ — IR? es diferenciable en xy y

D(g o f)(x0) = Dg(f(x0)) D[ (wo)-

Demostracidn: Si escribimos

A(h) = g(f(xo + h)) = g(f(x0)) — Dg(f (w0)) D f (x0)h,
entonces, gracias al Teorema 1.7 basta demostrar que

A
N INT .

h—0  ||Al]

De la desigualdad triangular y de Cauchy-Schwarz tenemos que

1AM < |lg(f(zo + h)) — g(f(x0)) — Dg(f(20))(f(xo + 1) — f(z0))l
+Dg(f (w0)) || [|(f (w0 + k) = f(x0) — D f(z0)h)].

Por otro lado, como f es diferenciable en x4, dado € > 0 existe 0; > 0 tal que

1h]] < 61 = || £ (2o + h) = f(x0) — Df(wo)h]| < - 1l

2/|Dg(f (w0))|

y de aqui también obtenemos que existe K > 0 tal que
[2]] < b1 = [|f(x0 + h) — flzo)l| < KI|A]].

Usando la deferenciabilidad de g en f(zq) encontramos que existe do > 0 tal
que:

12l < 02 = llg(f (wo) +1) — g(f (w0)) — Dg(f (xo))I| < %Illll-

Luego, escogiendo & = min{d;, 2}, si ||h|| < 0 y considerando | = f(xq +
h) — f(xg) se tendremos

lg(f (o + h)) = 9(f(x0)) = Dg(f(x0))(f (w0 +h) = f(wo))|
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IN

€
?“f(ﬂ?o + Z) — f(zo)|l
< —K = —||h|].
< S Kllhll = 1h]
Y por lo tanto
AR
Il

La demostracion requiere que ||[Dg(f(zo))|| > 0. Indicar cémo hacerlo cuando
es cero.[]

|h]| < 6 =

Ejemplo 1.19 (Caso Particular) Sean g: IR®* — IR y f : IR* — IR® tal que
f(z,y,2) = (u(z,y,2), v(z, 9, 2), w(z, Y, 2)).

Sea F(z,y,z) = go f(z,y,2) = g(u(z,y, 2),v(z,y, 2), w(z,y, z)) Calculemos
g—i (z,y, z). Para esto usemos la Regla de la Cadena para obtener DF(x,y, 2)

Ou  Ou  du
[ax oy 8z-|

dg dg dg v o0 oo
DF(x,y,z):Dg(f(x,y,z))Df(x,y,z):(%,%,%) [ g_;v 1‘% g_z J .
Br 0y 0z

Entonces

OF _0g0u  0g0n 09 0w
or Oudr Ovdr Ow oz

Ejemplo 1.20 (Coordenadas Esféricas) Sea g : IR* — IR y consideremos el
cambio de variables a coordenadas esféricas

xr = rcos(f)sen(d)
y = rsen(f)sen(d)
z = rcos(d).

Y consideremos la funcion F(r, ¢,0) = g(rcosfseng, rsenfsend, rcostl) Quer-
emos calcular las derivadas parciales de F' con respecto a r,0 y ¢.

Si miramos el cambio de variables como una funcién f : IR® — IR3, usando
el ejemplo anterior se tendra:

oF  Jg dg dg

o = 92 cosfseng + ayseanemﬁ + 3, cos¢p
OF  Og dg g

9 axrcosecosqﬁ + 5 rsenflcoso azrsenqﬁ
aa—g = —%Tsenﬁsenqb + 8—Zrcosﬁsenqbﬂl
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Ejemplo 1.21 Sea h(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) donde la funcion f esta

difinida por f(u,v) = 5232, y las funciones u y v por u(z,y) = e * Y y
v(z,y) =e™. Calcular %, ‘;—Z. Usando la regla de la cadena tenemos

Oh  Of Ou  Of Ov duv® 4ou? N

- = - =— ¢ y+7y6y

Jr Oudr Jvidr (u?—v?)? (u? — v?)?

2 2
Oh_ofou ofov L, aw
dy Oudy Ovdy (u?—v?)? (u? — v2)?

Ejemplo 1.22 (Importante) Sean f: R} - R, v: IR - R} yh: IR — IR
de manera que: h(t) = f o~(t). Entonces:

dh 0 0 0 -
= B e+ G = VI () (0,

La funcion v representa una curva en el espacio y y su vector tangente.
Ejemplo 1.23 Consideremos las funciones
flay) = (" + 1,9
g(u,v) = (u+v,u,v?)
Calcular D(go f)(1,1). Usemos la regla de la cadena y calculemos
Dg(f(1,1))Df(1,1).

Df(:(:,y):{%f QOy] y evaluando Df(l,l):{?) (2)]

Evaluamos f(1,1) = (2,1) y luego calculamos

1
01,
20

Dg(u,v) =

o~ =

que al evaluar nos da

11
Dg(f(1,1)) = Dg(2,1) = | 1 0
0 2
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Entonces tenemos

D(gof)(1,1):H (1)1 [2 O]:[g (2)]

Lo 2 L2 Lo ]

Una forma alternativa, que nos da evidentemente el mismo resultado, es
desarrollar h primero

h(z,y) =go f(z,y) = (®+ v+ 1,2° + 1,y%)

y luego derivar y evaluar

2¢ 2y 2 2
Dh(x,y)=1| 2z 0 entonces Dh(1,1)=| 2 0
0 493 0 4

Ejemplo 1.24 (Derivacién Implicita) Sean G : IR*> — IR e y : IR — IR tales
que

G(z,y(z)) =0 Vo € IR entonces
96, 0Gdy _
or  Oydr

Si % # 0 entonces podemos despejar la derivada de y con respecto a x

0.

9G
Yy _ o
dr 9G
Oy

Observacion 1.14 Mas adelante veremos que dada la ecuacion
G(z,y) =0

hay condiciones que garantizan la posibilidad de despejar y como funcion
de x. Fste criterio lo da el Teorema de la Funcion Implicita y consiste en
Suponer que % es no nula. Notamos que justamente este término aparece

en el denominador de la derivada de y.

Ejemplo 1.25 Veamos ahora un caso de derivacion implicita con mds vari-
ables. Sean

Gi(z,y1 (), y2(7)) =0
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Go(z,y1(x), yo(z)) = 0,

donde G1,Gy : IR* — IR y y1,y> : IR — IR. Suponiendo que todas las
funciones involucradas son diferenciables se desea calcular v (x) € Yo(z).

oG, 0G, . 0G

1.
ox + 6‘y1y1+ 5‘y2y2_0
0Gy 0G, .  0Gy .

ox + 6‘y1y1+ 8y2y2_0

Este es un sistema de 2 x 2 del cual podemos despejar las derivadas buscadas,
bajo la hipotesis de invertibilidad correspondiente:

. _1 8G2 _ aG’l 8G1

n _ 35/2 0y oz

7 9G1 0G> _ 9G2 9G; | _9G2  9Gi 909Gy
2 oy oy ox

Oy1 Oy2 oy1 0y2

Ejemplo 1.26 Vamos a demostrar que una condicion necesaria y suficiente

para que
of _of

oxr Oy

es que exista g tal que f(x,y) = g(x +y).
La suficiencia de dicha condicion es evidente. Sélo debemos chequear
que la condicién también es necesaria. Para esto consideremos el siguiente

cambio de variables:
U+ v uU—v

= =r—1y & = = —,
u=r+y v=T—Y x2 y2

y definamos
uU+v u—v

2 72

h(u, v) = f( ).

Tendremos que
oh _of1 of 1.
ov (u,v) = or 2 + Gy(_§) -

Es decir h no depende de v, y por lo tanto:

f(z,y) = h(z +y).0

El Teorema de Valor Medio o de los Incrementos Finitos
El Teorema del Valor Medio para funciones de un intervalo [a,b] en IR
puede extenderse a varias variables. Esto hacemos a continuacion.
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Teorema 1.10 (Teorema del Valor Medio) Sea f: A C IR" — IR™ diferen-
ciable en A y [a,b] C A, donde (a,b) = {ta+ (1 —t)b/t € (0,1)}. Entonces

1£(0) = f(a)ll < sup [[Df(2)]llb— all.

xz€(a,b)
Demostraciéon: Haremos la demostracién sélo en el caso m = 1. Ver comen-
tario previo a la demostracién del Teorema de la Funcion inversa en Seccion

5.1 para el caso general.
Definamos la funcién g : [0, 1] — IR por

g(t) = flat + (1 — t)b).
Esta funcién ¢ es derivable y por la regla de la cadena vemos que
g'(t)=Vfta+ (1 —1)b) - (b—a).

Como la funcion g satisface las hipétesis del Teorema del Valor Medio para
funciones reales podemos concluir que existe ¢y € (0,1) tal que

9(1) = g(0) = ¢'(to)(1 = 0)

Y por lo tanto
f(b) = fla) =V f(ato+ (L —to)b) - (b—a).  (x)

Tomando médulo y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[£(b) = fa)| < IV f(ato+ (1 =to)b) || [[b—all < (sup [[Vf(z)[)lb—all. O

x€la,b]

Observacién 1.15 El teorema anterior también se conoce como Teorema de
los Incrementos Finitos. Para una funcion a valores en IR™ uno no obtiene
necesariamente una igualdad como en el caso de una variable o como en
(*). Esto no es problema, pues su utilidad realmente viene del hecho que los
‘incrementos’ se pueden acotar.

Si uno agrega la hipdtesis de que f es de clase C' entonces Df(-) es
continua y como || - || también lo es [|Df(-)|| serd composicion de funciones
continuas y por lo tanto continua de IR en IR y asi alcanzard su maximo
sobre un intervalo cerrado y acotado. Luego

1£(0) = f(a)l| < max [|Df(z)[[[[b—al.

z€[a,b]
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1.5 Gradiente y un poquito de
geometria

Recordemos que el gradiente de una funcion f : A C IR™ — IR se define como

VS0 = (5.2 )

El gradiente se define generalmente sélo en puntos donde f es diferenciable,
aun cuando basta que existan las derivadas parciales para determinarlo.

Ejemplo 1.27 Calcular el gradiente de

f(xvyvz) = v$2—|—y2—|—22:7“

of 1-2z B x
Ox 2vr2+ 2+ 22 a4yt 422
1 P
fovyvz = r, Y,z =-=T
B9 = (o) =
Consideremos a continuacién un vector unitario v (con ||v|| = 1) y miremos

la funcién:
t— f(l’o + tv).

Esta es una funcién de una variable y uno puede preguntarse sobre su difer-
enciabilidad en ¢ = 0, es decir sobre la existencia del limite

) To+tv) — fx

lim f(zo ) = fxo) .

t—0 t

Si este limite existe, decimos que f tiene derivada en xy, en la direccion
v. A este limite se lo anota usualmente como D f(xq;v) o %(xo) Un caso
particular de derivada direccional son las derivadas parciales.

D f(xo;v) corresponde a la derivada de la restriccién de f a la recta
L:xz=uxy+tv.

En el caso en que f es diferenciable en xy entonces la derivada direccional
existe en cualquier direccion y se puede calcular como:

Df(zo;v) = Vf(xg) - v.

Notemos que hemos considerado v unitario. Esto se hace para no distorcionar
la escala espacial entre f(zy) y f(xo + tv)
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Ejercicio 1.14 Calcular la razon de cambio de la funcion f en la diraccion

v = (1/v3,1/V/3,1/V/3) en el punto x4 = (1,0,0) para
fz,y,2) = 2?e¥,

Se pide calcular » = V£(1,0,0) - (1/v/3,1/4/3,1/+/3). Para ello calculamos
las derivadas parciales

of -

— =9 yz

ax xre
af _ 2 —Yz
ay = =T ze
af o 2 Yz
aZ = —Tye

Evaluando obtenemos

Vf(1,0,0) = (2,0,0) = r = (2,0,0)(1/v/3,1/v/3,1/v/3) = %

El siguiente teorema nos muestra un importante aspecto geométrico del gra-
diente.

Teorema 1.11 Si Vf(zg) # 0 entonces V f(xy) apunta en la direccion en
la cual f crece mds rapidamente.

Demostracion: Sea v vector unitario, entonces la razén de cambio de f en
la direccién de v es

Vi(zo) v = |IVf(zo)llllv]l cost
= ||V f(xg)|| cosb.

Donde € es el angulo entre v y V f(zy)). Este dngulo es mdzimo cuando v y
V f(xo) son paralelos.(]

Otro aspecto geométrico importante del gradiente viene en el estudio de
superficies. Sea F': A C IR™ — IR una funcién diferenciable y consideremos
el conjunto

S={xeR" | F(x)=k}.
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Este conjunto es, en general, una superficie si n = 3 y una hipersuperficie si
n > 3.

El vector VF(zg) es ortogonal a la superficie en x.

La idea geometrica es la siguiente: Supongamos que c¢ : IR — IR" es
una funcién diferenciable, es decir es una curva suave en IR". Supongamos
ademads que c esta sobre S es decir:

F(c(t)) =k Vi
Si ¢(tp) = xo entonces derivando y evaluando en z
VF(.ZL'[)) . Cl(t[)) =0.

! (to) es una direccién tangente a la superficie, y como ¢ es una curva cualquiera
VF(zy) debe ser ortogonal al plano tangente a la superficie.

Definicién 1.24 Sea F' : A C IR" — IR diferenciable. Si F(xy) = 0 ,
VF(xy) # 0, se define el plano tangente a S ={zx € A |/ F(x) =k} en

Ty como:
VF(xy) - (x —x9) =0.

Observacién 1.16 Ciertamente, si F/(c(t)) = 0 y c(0) = xy entonces ' (to)+
xo esta en el plano tangente.

Se puede demostrar que si una direccién v esta en el plano tangente, entonces
existe ¢ tal que z = /(to)+xo Esta propiedad geométrica es muy importante y
su demostracion la postergaremos hasta que hayamos demostardo el Teorema
de la Funcién Implicita, hacia el final del curso.

Ejemplo 1.28 Encontrar el plano tangente a la superficie

Ay +22—-1=0 en (1,0,0).

VF(l, 0, 0) = (21'7 2y, 2Z)|(1,070) = (2, 0, 0)
Entonces el plano tangente es
VF(1,0,0) (r—1,y—0,2—0) =0,

es decir
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Ejemplo 1.29 Hallar un vector normal a la superficie definida por:
20y32 + zInx 4+ ysiny =0

en (1,2m,0).
Ciertamente el punto (1,2m,0) estd en la superficie. Para encontrar un
vector normal derivamos

VF(z,y,2) = (2y°z + 3, 6xy*z + ycosy + siny, 2zy® + In x)
T

y evaluamos en (1,2, 0) para obtener
VF(1,2m,0) = (0,1,2(27)%).

Como vimos, el gradiente VF(1,2m,0) = (0,1, 2(27)3) es normal a la super-
ficie.

Caso del grafo de una funcién En el caso que f: A C IR"™ — IR, hace un
tiempo atras definimos el grafo de f como:

G(f) =A{(z, f(x))/x € A} = {(x,2)/z = f(2)}.

Si definimos

F(z,z) =2z — f(x)

entonces las dos definiciones de plano tangente que hemos dado son coher-
entes. En efecto:

of of

ory” 7 Oy’

VF(z,z)=( 1).

Entonces el plano tangente queda determinado por
VF(x,z)((x,2) — (z0,20)) =0,
es decir,
—Vf(zo)(x — xp) + (2 — 29) = 0,

o sea, z = zy + Vf(xy)(z — x9). Notar bien que el vector (—=V f(xg),1) es
ortogonal al grafo de f en (zo, f(x))
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Ejemplo 1.30 Encontrar el plano tangente al grafo de la funcion:
f(z,y,2,t) = ze¥" + cos 2t
en (3,0,0,3).

Tenemos que f(3,0,0,3) =3 + 1 = 4. Ademads, derivando obtenemos
Vi(z,y,zt) = (e¥, xteV, —tsin zt, xye?’t — zsin 2t) y evaluando
V£(3,0,0,3) =(1,9,0,0). En consecuencia el plano tangente es

w—4d=1-(z—3)+9(y—0)+0(z—0)+0(t —3)

y simplificando
w—4=x—34+9y 0 Y+ —w=-—1.

Ejemplo 1.31 Hallar un vector unitario, normal a la superficie S dada por

=2y +y+1,

en (0,0,1).
F =z — 2%y —y—1=0y sus derivadas parciales son
oF oF oF
e _2 2 _— = —2 2 — ]_ - = ]_
ox v oy YT S 0z

Evaluando en (0,0,1) obtenemos VF(0,0,1) = (0,—1,1) y de aqui v =
%(0, —1,1) es normal unitario.

EJERCICIOS

P1) Sean xy, z1, ..., z, 1 IR" tales que z1 — xy, ..., x,,_1 — o son linealmente
independientes. Probar que existe exactamente un hiperplano conteniendo a
Loy, L1y w5 Lp—1-

P2) i) Demuestre que si # es un vector cualquiera de IR" y si d es un vector
unitario, entonces ¥ = y—+ z, donde y es un multiplo de cfy z es perpendicular
ad.

ii) Demuestre que los vectores y y z de la parte i) estdn determinados
univocamente.
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P3) Sea A € M, «,,(IR) una matriz simétrica. a)Pruebe que existen vectores
€1, .6, € IR", Ay, -+, Ay € IR tales que:

AT =) N(#-6)8  Vee R
i=1

Ind: Piense en los valores y vectores propios de A.
b)Pruebe usando lo anterior que ||AZ|| < C||Z|.

P4) Sea f definida por la siguiente férmula:

I

V13 — 1o

a) Encuentre el conjunto donde se puede definir f, es decir Dom f, grafique.
b) Determine las curvas de nivel de f.
c¢) Determine si f es continua en (0,0). P5) Encuentre los conjuntos de nivel

f(z1,22) = si (z1,22) # 0y f(0,0) =0.

para las siguientes funciones (para los niveles que se indican).

a) f(z,y) =z +y para f(z,y) = 1.
b) f(z,y) = (#* + y* + 1)® — 422 para f(z,y) = 0.
C) f(x17x27x3) = (I‘ll‘gl‘g,xl +I‘2) para f(x17x27x3) = (07 ]') P6) Determine

si las siguientes fléncgones admiten limite en los puntos que se indican:
a) f(x,y) = 2zy57ls en @ = (0,0).
b) f(z,y) = === en &, = (0,0).

Ty
¢) F(r.y) = 5 en Ty = (0,0).

P7) Sean f,g,h : IR*> — IR tres funciones continuas. Se define la funcién
F :IR?> - IR por
F(z,y) = h(f(z,9), 9(z.y)).

Demuestre que F' es continua.

P8) Estudie la continuidad de las siguientes funciones.
L sixy+ 29 #0

a) f(z1,32) = {"“*“

1 Siz;+1x2=0

b) f(x1, T2, x3) = v3n(x3xy + T3) + sen(zi + 7).
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P9) Sea L : IR" — IR™ una funcién lineal

a) Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:

) L es continua en todo punto de IR™.

) L es continua en 0.d

) [|L(x)|| es acotada si x € B(0, 1), la bola unitaria.

) Demuestre que toda funcién lineal de IR™ en IR™ es continua.

P10) a) Sea A € IR". Pruebe que:

i) adh(A) es un conjunto cerrado.

ii) int(A) es un conjunto abierto. En realdidad adh(A) es el cerrado mas
pequenio que contiene a A. Y a su vez int(A) es el abierto méds grande con-
tenido en A.

b) Pruebe que en general no se tiene que int(adh(A)) = A. Para esto siga
los siguientes pasos:

i) Pruebe que adh(Q) = IR.

ii) Pruebe que int(R) = IR

iii) Concluya.

P11) Sea f: IR™ — IR™. Pruebe que las siguientes proposiciones son equiv-
alentes:

a) f es continua en todo punto de R".

b) (VA C IR™ abierto) f~!(A) es abierto en IR".

¢) (VB C IR™ cerrado) f~!(A) es cerrado en IR".

Ind: Para la segunda pruebe antes que: f='(A°) = f~1(A)°.

P12) Encontrar todas las derivadas parciales para las funciones f(z,y) =
(e"cosy, e"seny) y f(z,y) = log.y.

P13) Sea f : IR* — IR continua y diferenciable. Sea Gy = {(7, f(%))/%
Domf} el grafo de f. Sea F : IR* — IR tal que F(z,y,z) =z — f(z,y).

a) Muestre que Gy corresponde a un conjunto de nivel de F'.

b) Demuestre que VF = (— gi, ayv 1).

c) Encuentre el vector normal y el plano tangente a Gy cuando f(z,y) =

zy + ye® en el punto (1,1).

P14) Sea f(u,v) (ucosv, usenv), con —7m/2 < v < 7/2y g(z,y) =

(V22 +y? artan(y /_:v)) para z > 0.
i) Encontrar D(go f)(u,v)y D(f o g)(x,y).
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ii) Determinar si Domf = Dom(go f), y si Domg = Dom(g o f).

P15) Sea S = {z € IR?/||z|| = 1}. Sea g : S — IR una funcién continua tal
que
9(1,0) = g(0,1) =0y g(—2) = —g(x),Yw € R,

Sea f : IR?> — IR la funcién definida por

2y — lzllg(5;)  siz#0
f()_{o iz =0

a) Dado a € IR* demuestre que la funcién h(t) = f(at),t € IR es diferenciable.
b) ;Es f diferenciable en (0,0)?

P16) Encontrar el gradiente V f en cada uno de los siguientes casos.

a) f(z,y) =2* — yseny en (a,b).
b) f(&) = [|7]|*,7 € R",a € IR.

P17) a) Si g(z,y) = ", f'(0) = (1,2), encontrar F’'(0) donde F(t) =

g(F(1) (f: R— R2) y (0) = (1,-1),
b) Si f(z,y,z) = senz, F(t) = (cost,sent,t), encontrar ¢'(mw) donde

g(t) = f(F(t)).

P18) Sea ¢ : IR? — IR? una funcién de clase C*(IR?, IR?), tal que sus com-
ponentes ¢, y ¢ verifican

Opy _ 0¢1  O¢po )

8y_8xy6‘x oy

Sea h : IR*> — IR una funcién de clase C'(IR? IR). Se define la funcién
f:IR* = IR por f = ho¢. Demuestre que

(V5 (.9, Vo a,0) = o (6(.9) - [V (2, 0) -

P19) Sea f : IR? — IR la funcién definida por

o) — (22 + yz)senm (z,y) # (0,0)
f(z,y) {0 o
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a) Calcular V£(0,0).
b) Probar que f es diferenciable en (0,0).
c¢) Probar que % y % no son continuas en (0, 0).

P20)i) Hallar la ecuacién para el plano tangente a cada superficie z = f(z, y)
en el punto indicado:

a) 2z = 2%+ 1> — 6xy, (1,2, -3).

b) z = (cosz)(seny), (0,7/2,1)

ii) Calcular para los siguientes casos la direccién de mayor crecimiento en
(1,1,1).

a) f(x,y,2) =xy +yz + xz

b) f(xvyvz) = m

P21) Sean f y g funciones de IR®* — IR. Suponer que f es diferenciable y
Vf(x) = g(z) - x. Mostrar que f es constante para las esferas centradas en
el origen.

P22) Una funcién v = f(z,y) con segundas derivadas parciales continuas
que satisfaga la ecuaciéon de Laplace

Pu  Pu

R

se llama funciéon arménica. Determinar cuales de las siguientes funciones son
armonicas.

a) u(r,y) = x® — 3zy?

b) u(z,y) = senxcoshy

c) u(z,y) = e"seny.

P23) a) Si g(z,y) = e*1Y, f'(0) = (1,2), encontrar F'(0) donde F(t) =

g(f(t) (f : R — IR?) y f(0) = (1,-1).
b) Si f(z,y,2) = senz, F(t) = (cost, sent,t), encontrar ¢'(mw) donde g(t) =

FOE®)).



Capitulo 2

Derivadas de orden superior

2.1 Derivadas Superiores y Teorema de Tay-
lor

Sea f: A C IR" — IR una funcion diferenciable en A, entonces

0
/ cACR'"— R
al‘i
define una funcién. Como tal esta funciéon puede tener derivadas parciales y
también ser diferenciable. Cuando g—ai tiene derivada parcial con respecto a
T; en o, ésta la anotamos como
g of. 0 f
al'j 8:[:1 N ijax,
Ejemplo 2.1 Calcular % Y % st
f(z,y) = In(a® + 7).
of 2x 02 f —2z(2y)

or  22+yr Y Oyor (22 +y2)?

Entonces
Pf 2@ +y?) —20(2x) Yy —a®
o2 o (x2 +y2)2 o (x2 +y2)2
Pf o —2x(2y)

Oyor (22 +y2)?’

45
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Pero también podemos calcular

0 f  —2y(22)
Oxdy (12 +y?)?’

2 2 , .. .
Notemos que en este caso 2L = 2L Esto no es sélo coincidencia como
dxdy Oydx
veremos en mas adelante.
También podemos observar que
02f Of
-5t 55 =0
ox dy

Por esta razon la funcion f se dice arménia. La combinacion

0?f O°f
Af .—w—Fa—yz

se conoce como el Laplaciano de f.[]

Recordemos que f se dice de clase C'* en un domonio A si f es diferenciable
en A y todas sus derivadas parciales son continuas en A.

Definicién 2.1 f se dird dos veces diferenciables en xq si f es diferenciable
en una vecindad de xqo y todas sus derivadas parciales son diferenciables en
zo. [ se dird de clase C* en A si todas sus sequndas derivadas parciales son
continuas en A.

Es facil extender estas definiciones a érdenes superiores.

A continuacién veremos uno de los resultados mas importantes de esta
seccién que dice relacion con la posibilidad de intercambiar el orden de las
derivadas

Teorema 2.1 (Teorema de Schwarz) Sea f: A C IR" — IR una funcion dos
veces diferenciable en A. Si las sequndas derivadas parciales son continuas
en o € A entonces:

TS (o) = 2L ()
al'jaﬂ?i 0= 8:1:,813 0

Vi, j=1,--,n.
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Demostraciéon: Una pequena reflexion lleva a concluir que basta estudiar
el n = 2. Dado g = (zo1,702) € Ay h = (hy,hs) € R?, ||h]| < r, definimos
F : B(0,r) — IR de la siguiente forma
F(hl, hg) -
[f (o1 + h1, Moz + h2) — f(zo1 + h1, o2)] — [f (Zor, oz + h2) — f (%01, Zoz)]-
Notemos que F' queda bien definida para r pequeno. Sea ¢(t) = f(t, zo2 +

ha) — f(t,x92). Entonces por el Teorema del Valor Medio existe h} tal que
[pal <R[y

F(hy, ho) = g(zo1r + h1) — g(w01) = ¢'(xo1 + hy) My

y entonces

d ) d )
F(hi, hy) = [a—i(fﬂol + hi, o2 + h2) — a—i(ﬂﬁm + hy, To2)]hy

Usando nuevamente el Teorema del Valor Medio encontramos h} tal que
|hy| < |h2| < ||h|| y entonces

F(hy,hy)  0°f

hlhg N ayax

(1'01 + hll, T2 + hlz)

Pero uno también puede escribir F' de la siguiente manera

F(hl, hz) —
[f (wo1 + h1, o2 + ha) — f(xo1, To2 + ha)] — [f (zo1 + ha1, wo2) — f (w01, Zo2)],

y podemos repetir la misma aplicacién del Teorema del Valor Medio para

probar que
F(hi,hy)  O°f

(.%'01 + hlll, o2 + hg)

hlhz N axay
con |hY| < |h1] y |hs| < |he|. Por lo tanto
0? 0?
ay—aj;(l'gl + hll,l'()z + hlz) = axafy (.%'01 + h’ll,l'()z + h’zl),

y finalmente, por la continuidad de las derivadas parciales

0 f _O*f
Oxdy (w0) = OyOx (o). =
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Ejemplo 2.2 Fl siguiente ejemplo nos muestra que las derivadas cruzadas
pueden ser distintas. Consideremos la funcion
ry(a?—y?) .
0 si (z,y) = (0,0).
En todo punto (z,y) # (0,0) se tiene

of y(z* + 4a%y® — )
—(I', y) = 2 2\2 )
Ox (22 4+ y?)
y en (z,y) = (0,0)
or z—0 T
De aqui tenemos que

af { y(zt+4y’a’+y*)

L i () # (0,0)
Or 0 si (z,y) = (0,0)
y en consecuencia
5
0? 2L(0,y) — 5£(0,0 —4
S (0,0) = tim 200 =200 ) Ty
0yox y—0 Y y—=0 Yy
Por otro lado, y de manera andloga, tenemos que
o 4,44 .
a_f: % 51 (I’,y)%(0,0)
dy |0 si (z,y) = (0,0)
y de aqui
o0 f
0,0)=1.
Es decir,
o0 f o0 f
0,0 0,0).
axay( ,0) # ayax( ,0)
.Como se interpreta esto a la luz del Teorema? Estudiemos la continuidad
de las derivadas cruzadas
. 0*f 0 0f .0 5 )
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y sin embargo

2 1178

:lvl—% dyox (,0) = :lvl—rf(llg =1

es decir, hay discontinuidad en ;;gxﬂ

Corolario 2.1 Sea f : A C IR"® — IR una funcion de clase C* con k € IN.

Entonces:
ok f B ok f
axil 8:% v 8:1:,k 8:1:0@1)81:0@2) v '8xa(ik)
Donde iy, i, +ix € {1,---,n} yo:{l,--- ,n} — {1,--- ,n} es una per-

mutacion cualquiera.

Demostracion: Basta aplicar el teorema de intercambio de derivadas reit-
erativamente [.

Ejercicio 2.1 Considere la funcon f(x,y) = x3y + sen(z?y) y verifique que

o'f o' f

0x?yoxr  0%ydx

Ahora que ya conocemos las derivadas de mayor orden y sus principales
propiedades estamos preparados para estudiar los desarrollos de Taylor en
varias variables. Recordemos el caso de una variable, en el cual vamos a
basar nuestro argumento para varias variables.

Cuando f : (a,b) — IR, zy € (a,b) y f es derivable en z; entonces se tiene
que

f(x) = flzo) + f'(w0)(x — w0) + Ra(wo, T — 1),
donde

Ry (xo, — o) 0

lim
I
Esta no es méas que la definicién de derivada y la férmula se conoce como
la féormula de aproximacién de f al primer orden. El término R (zg,x — xo)
se denomina resto. Cuando f es dos veces derivable uno puede dar una
expresion para R; en términos de una integral. En efecto, del Teorema
Fundamental del Célculo tenemos

o) = flao) + [ " P
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e integrando por partes (u = f'(t),v =t — x) obtenemos

f(x) = f(xo) + f(xo)(x — x0) +/ (x —t)f"(t)dt.
xo
Asiobtenemos la, Formula integral del Resto
Ry(zg,2) = / (x —t)f"(t)dt.
xo

Si uno supone que f es k veces derivable en xy, entonces

fz) = f(zo) + fl(xo)(x —m0) + -+ —f(k)(xg)(x - flﬁo)]C + Ry (z, 20),

donde

Cuando se supone ademds que f es de clase C**! en una vecindad de =
entonces integrando por partes reiteradamente se obtiene la férmula integral
para el resto de orden k

Ry (z,30) = /‘” (x;i!t)kf(kﬂ)(t)dt-

Si consideramos

M= max |f*V(#)| para 0<6 < |z]
te[atofﬁ,a?(rl%ﬂ
entonces
T (x —t)k M i
R <M dt| = —|r — +
Rutea)| < M) [ gt = e —

Cuando f : A C IR™ — IR también podemos establecer un teorema de
Taylor. Notamos que en caso que f tome valores en IR™ lo que diremos se
aplica a cada coordenada. Comenzamos con una definicién

Definicién 2.2 Sea f: A C IR" — IR dos veces diferenciable en xq € A. Se
define entonces la matriz Hessiana de f en xy como

2f o%f

&v% Tt Oxn0x1
Hf(z) = : S

9% f 9% f

or10x, " oz

SN
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Observacién 2.1 Notamos que, por el teorema anterior, si f es de clase C?
en una vecindad de xo entonces la matriz Hessiana de f en xy es simétrica.

Teorema 2.2 (Teorema de Taylor de 2 orden) Sea f : A C R" — IR una
funcion de clase C®. Entonces

o+ h) = f(z0) + V f(wo)h + %htHf(xo)h + Ro(zo, h),

donde el resto Ry(zg, h) tiene una expresion integral y |Ra(zo, h)| < M||h|®.
Asi que en particular
. Rz(l’o h)
lim ——~ = 0.
h—0  ||hl|?
Observacién 2.2 Se puede demostrar que si f es de clase C? entonces tam-
bién se tiene que
1. RZ (3707 h)
im ———=

=0
=0 ||A[]? ’

aunque la formula integral del resto no se tiene.

Demostraciéon: Utilizando la regla de la cadena tenemos

d "\ 0
- (w0 + th) :Df(x0+th)h:;a£(

)hi

e integrando entre 0 y 1

f(xo+h) — f(xg) Z/ o (o + th)h;dt.

Utilizando nuevamente de la cadena obtenemos para u = %(mo +th)h;

Zax o l’o+th)hjhi.
jY4bi

Integrando por partes, considerando u como arribay v =¢ — 1

f($0+h .T)U +Za .T,'g h +ZZ/ 1—t ax axj (l’o—i‘th)hzhjdt,

i=1 j=1
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que es un resultado intermedio correspondiente a la Férmula de Taylor de
Primer orden

Flao-+ ) = fa) + 3 5 (ao)hs + s, )

Integrando nuevamente por partes, con v = —(t — 1)?/2 y u = af afx (zo +
th)hih; con lo cual

du - Bf

— = — th)h;h;hy,.
dt —1 81},02&81’1 (1'0 + ) 3Tk

Obtenemos

Fav+) = o)+ 3 S o+ 33550
— O prle 20

donde el resto tiene la forma integral

(11—t &f

i=1 j=1 k=1

.ZL'U h h + Rz(xg,h),

af3

Faror 0w, Son continuas en xg, existe 6 > 0y M > 0 tal que
7 i

_ofF
8xk8xjaxz

Como

Rl <é = | (zo + th)| < M.

La constante M puede tomarse como

M= max{ max |—2d (@)},
X X D —
i,j,k “x€B(x0,0) 8xk8x]8xl

Por lo que, para todo t € [0, 1] tenemos
Tyt ) hahsha] < Mih] ] ]
—_— x i . ~ ’i . .
8xk8x]8xl 0 ik J F

Y finalmente

Rolao, 1) < 30303 MBI = Coanljal. O

i=1 j=1 k=1



2.1. DERIVADAS SUPERIORES Y TEOREMA DE TAYLOR 53

Ejercicio 2.2 Escribir la formula general de Taylor de orden 3.

Ejercicio 2.3 Mejore la cota para el error a

n3/2 ,
| Re (0, )| < (=5 M)|IR]".

Ejemplo 2.3 Encontrar la formula de Taylor de orden 2 en torno a xy =
(0,0) para

f(z,y) = sin(z + 2y) + 2%

Evaluamos f(0,0) = 0. Después calculamos las derivadas parciales

of _ of _
e (z,y) =cos(v+2y) +2z y 2 (z,y) = 2cos(z + 2y)

y evaluamos Vf(0,0) = (1,2). Ahora calculamos las derivadas de segundo
orden

r2r rf . ’f .
Pk —sin(z+2y)+2, i —2sin(z+2y) vy o —4sin(z+2y)
y evaluamos

azf azf a2f

Considerando h = (hq, hs) tenemos finalmente

Flao+1) = flhas ) = 0.0+ (12, ) + 50 02) | o0 | (1) + F

= hy + 2hy + h3 + Ry(0,h).00

Continuando con este ejemplo, sabemos que la funcién Py(hy, ho) = hy+2ho+
h? aproxima a f(hy, hy) al segundo orden, en el sentido que Rﬁf(ﬁ"f) — 0. Pero
uno podria hacer una pregunta mas especifica:

si ||h]] < 1/4 ;Qué error se comete por cambiar fy Py 7
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Tenemos la formula integral del error

2 2

(1—-t)?> O3f
Ry(hy, hy) = ZZZ / T G, 0 T iyt

i=1 j=1 k=1

Usando el Teorema del Valor Medio integral vemos que existen t;;;, € [0, 1]
tales que
2 2

2
1
Ry(hy, hy) = B'Zzzaxkax o (wo + tijuh)hihjhg,

i=1 j=1 k=1

de donde podemos hacer nuestra estimacién. En nuestro caso calculemos las
terceras derivadas

% = —2cos(z + 2y),
% = —4cos(z + 2y),
giyé = —8cos(z + 2y).

Evaluando las derivadas en 2o = (0,0) obtenemos

|Ra(hy, hy)| < 3|(h3+3 2h2hy + 3 - 4hyh3 + 8h3)
1 3 27 3
< (+6+12+8) A" = lpl% kil < (IR

Asi, si ||h]] < 1/4 entonces |Ry(hy, ho)| < 9/(2 - 4%).

Ejercicio 2.4 Demostrar que si f es de clase C? entonces
1
f(xo) +h) = f(xo) + V f(zo)h + §htHf(150)h + Ra(x0, )

donde

lim RZ (x(]v h)

R TA PR
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EJERCICIOS

P1) Una funcién u = f(x,y) con segundas derivadas parciales continuas
que satisfaga la ecuacion de Laplace
0%u N Pu
oz Oy
se llama funcion arménica. Determinar cuales de las siguientes funciones son
armonicas.
a) u(r,y) = 2* — 3zy®
b) u(z,y) = senxzcoshy
c) u(z,y) = e"seny.

0

P2) Sea f : IR? — IR. Para cada x defina g, : IR — IR, g.(y) = f(z,y).
Suponga que para cada x existe un unico y tal que g.(y) = 0. Si se denota
por ¢(z) tal y y se supone que es diferenciable demostrar:

a) Si giy{(:v, y) # 0 para todo (z,y) entonces:
32

- (e cr)

b) Si ¢/(z) = 0, entonces existe un g tal que
0 f of
—(x,9) =0y =—(x,9) =0.
ayax(x,y) y ay(fv,y)

P3) Calcular la expansién de Taylor de segundo orden de las funciones
siguientes en los puntos senalados, y calcule una vecindad en torno al punto
tal que la aproximacién tenga un error de a lo mas 1072,

a) f(r,y,2) = (2* + 2zy + y*)e* en 7, = {(1,2,0),(3,2,5)}.
b) f(z,y,2) = (&* + 322y + y*)e = en z, = {(0,0,0), (3,2,3)}.
¢) f(xy, 32, x3,24) = log(cos(zy + z2 — x5 — x4)) en @, = 0.

P4) Sea f : IR" — IR de clase C'™°. Pruebe que en general no se tiene que
la serie de Taylor de f converge a f. Para esto considere como contraejemplo
la funcién f : IR — IR definida por

flz) = {eﬂ siz <0

0 siz >0

Pruebe que es C'* y estudie su serie de Taylor en torno a cero.
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2.2 Extremos de funciones con valores reales

Dentro de los puntos que pertenecen al dominio de la funcién, aquellos en
donde esta alcanza un minimo o un méaximo revisten un especial interés por
su importancia en muchos problemas practicos.

Definiciéon 1 Sea f : U — R con U un subconjunto abierto de R". Un
punto xy € U se dird minimo (mdzimo) local de f si existe una vecindad V
de xq tal que

f(x) > f(xg) VeV (f(z) < f(x0))

Un punto se dird extremo local si es un minimo o un méximo local. Un
punto g se dird critico de f si Df(xy) = 0.

Teorema 2 Sea f : U — R diferenciable, con U un subconjunto abierto de
R" y xp € U un extremo local, entonces D f(xq) = 0.

Demostracion. Si f tiene un minimo local zy entonces si definimos la
funcién de una variable

g(t) = f(zo+th)

donde h € R™ es un punto cualquiera se tendria que g tiene un minimo local
en t = 0 pues

g(t) = f(xo +th) > f (z0) = g (0)
y por tanto ¢'(0) = 0 lo que implica que
l)f(xo)h =0

y como esto es para cualquier h entonces se tiene que Df(zy) =0. m
Observemos que Df(z) = 0 es equivalente a:

9 9
8x1 7a$2

en otras palabras, los méximos y minimos son puntos que satisfacen el sistema
de ecuaciones

(o) =0 (2g) =0, ...; =——

Df(z)=0

Este es un sistema de n ecuaciones con n incégnitas. Pero en general no
es un sistema lineal.
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Ejemplo 3 Busque los puntos criticos de la siguiente funcion y clasifiquelos:

flz,y) =2’y + ¢’z

El sistema de ecuaciones que se obtiene es:

a—f:2:1:y—|—yz:0
Ox
a—f:2:vy—|—:(:2:0
dy

de donde se tiene

y2x4+y)=0=y=00d/yy=—2zx
zy+1z)=0 = 2=06/yx=—2y

de la primera relacion vemos que los posibles puntos extremos son (0,0) y
(a,—2a), a € R mientras que de la otra se tiene que son (0,0) y (—2b,b), b €
R, pero como se tienen que cumplir ambas relaciomnes a la vez entonces el
unico punto critico es el (0,0). Por otro lado, haciendo x© = y se tiene que
f(x, ) =223 el cual toma valores positivos y negativos, es decir (0,0) no es
ni MArimo ni minimo.

Veamos ahora condiciones necesarias de 29° orden equivalentes a las vistas
en el caso de funciones de una variable, es decir, f”(z) > 0 para minimo y
f"(z) < 0 para maximo.

Definicién 4 Sea f : U — R con U un subconjunto abierto de R" con
derivadas de 2% orden

77 (o)
al'ial‘j 0
en xo. El Hessiano de f en xqy es la funcion cuadrdtica definida por
1 ~— O*f
H == ih;
Fan)) = 3 32 g e

Otra forma de escribir la expresion anterior es

H f (o) () = 51" Hh
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donde
2*f orf ... _9f
ox? dx10x2 0x102n
H = . . .
o f *f ... &f
Oxndr1 Oxndxo 0x2

La matriz H se denomina matriz Hessiana de la funcién f.
Observemos que esta matriz es simétrica ya que
o*f o f
axiaﬂf]‘ 0:1738:(:1

Antes de dar el criterio de 29° orden, recordemos algunos elementos de
algebra lineal.

Si A es una matriz simétrica, entonces A es diagonalizable, es decir, existe
una matriz P tal que

A= PDP* (2.1)

donde P es una matriz invertible (ortogonal) y D es una matriz diagonal, es
decir:

P'P=1]
donde I es la matriz identidad y
A1 0 0
D 0 ')\2 0
0 0 A,
De (2.1) tenemos que
AP =PD
y por columna
Api = A\ipi

donde p; representa la i-ésima columna de P. Los A; son los valores propios
de la matriz A mientras que los p; son vectores propios correspondientes a
dichos valores propios.
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Una matriz A se dice definida positiva si
tTAz >0 Vr#0

Si ademas es simétrica, usando la diagonalizacion vista anteriormente,
tenemos que

t'PDPTz >0 Vo #0
o sea (haciendo PTz = y)

y"Dy>0 VYy#0

:>Z)\iyi2>0 Yy #0
y de aqui se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 5 Una matriz A es definida positiva si y solo si los valores propios
de A son positivos.

Corolario 6 Si A es definida positiva entonces existe ¢ > 0 tal que
tTAz > cl|z])? Vze R
en realidad, c = min{\; |i=1,...,n}.
Demostracion.
T Ax = Z \iy?
>min{\; | i=1,..,n} ||y||2
=c|[PTe|’
= cxT PPz , recordemos que PPt = PTP =1
= c|j«|?

|
También se habla de matriz semi-definida positiva cuando se satisface

tTAz >0 YreR®
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Teorema 7 Una matriz A es semi-definida positiva si y solo si los valores
propios de A son positivos o nulos.

Observacién 8 De las definiciones vistas hasta ahora de matrices definidas
y semi-definidas positivas, haciendo los cambios de desigualdad correspon-
dientes, se obtienen las definiciones de matrices definidas y semi-definidas
negativas.

Observacién 9 Ezisten muchos criterios para determinar si una matriz es
definida positiva o no, uno de los usados por su facil comprobacion es el
siguiente: Una matriz B cuadrada (n X n) es definida positiva si y solo si
todas las submatrices cuadradas a lo largo de la diagonal tienen determinantes
positivos. Para el caso de las matrices definidas negativas los signos de los
determinantes deben alternarse, comenzando con negativo.

Teorema 10 (Criterio de 29° orden) Sea f : U — R con U un sub-
conjunto abierto de R" y f de clase C*. Sea xy € U un punto critico de

f.
Si Hf(xg) es definida positiva entonces xq es un minimo lacal de f.
Si Hf(xg) es definida negativa entonces xo es un mdzimo local de f.

Demostracion. Demostremos solamente la primera parte, la otra se
demuestra de forma similar.

Si xg es punto critico, entonces usando el Teorema de Taylor de orden 2
se tiene que:

f(xo +h) — f(wo) = H f(zo)(h) + Ra(h, w0)

donde Ry(h,z9) — 0 cuando h — 0.
Como H f(xy) es definida positiva entonces existe ¢ > 0 tal que

Hf(zo)(h) > c||hl]> VheR"

y como Ra(h,xy) — 0 cuando h — 0, existe § > 0 tal que si 0 < ||h]| < ¢
entonces

|Ra(h, o)| < el
y por tanto
f(xo +h) = flzo) > ellh]* = c|[hl]* = 0

para todo 0 < ||h|| < ¢, lo que implica que zy es un minimo local. m
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Ejemplo 11 Encuentre los puntos criticos de la siguiente funcion y clasifiquelos.

flz,y) =In(z® + 9% + 1)

of 1
ox x2+y2+1$ v
or

1
0y x2+y2+1y Y

y por tanto el inico punto critico es (x,y) = (0,0). Veamos ahora la Hessiana
de la funcion f evaluada en este punto:

9 f a4 L,
O 00 (PP+y*+ 1)2 (0,0)
o0 f —4xy
~ 2 2 2 =0
0zdy 0o (P+y*+1) (0,0)
0 f 22 —y?+2
W = —2 5 5 =92
Y oo (#r+y2+1) (0,0

es decir, la matriz Hessiana queda:

(32

la cual trivialmente se ve que es definida positiva y por tanto el punto (0,0)
es un minimo local estricto.

2.3 Funciones Convexas

Definicién 2.3 Un conjunto A C IR"™ se dice convezo si
A+ (1=NyeA, Vr,ye AVAe]0,1].
Si A es un conjunto convexo, una funcion f : A — IR se dice convexa si
fAz+ (1 —=Ny) < Af(x)+ (1 - AN fly), Vz,ye AVAel0,1].
La funcion f se dice estrictamente convexa si

fArx+ (1 —=Ny) <Af(z)+ (1 —-AN)f(y).Ve,y € A,VA € (0,1).
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Observamos que las funciones lineales son convexas, pero no son estricta-
mente convexas.

Dada f: A — IR, definamos
m = inf f(x),

T€EA

y supongamos que m es finito. Entonces tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.3 Si M(f) ={z € A/ f(x) =m} y M(f) # D tenemos:
i) Si f es convexa entonces M(f) es convero.
ii) Si f es estrictamente convexa entonces M(f) es un singleton.

Demostracién: Si z,y € M(f) entonces
m< fAz+ (1=Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y) =m,

o sea, \x + (1 — Ay € M(f).
Si f es estrictamente convexa no podemos tener z # y en M(f). O

El resto de la seccidn la dedicaremos a caracterizar las funciones convexas
diferenciables y las convexas dos veces diferenciables.

Teorema 2.4 Sea A un conjunto abierto y convexo, y sea f : A — IR una
funcion diferenciable en A. Entonces tenemos

i) f es conveza siy solo sif(x) > fy) +Vf(y) (x—y) Vo,ye€ A

ii) f es estrictamente si y solo si f(x) > f(y)+Vf(y)-(x—y) Vr,y € A.

Demostracién: i) Supongamos que f es convexa, entonces para x,y € Ay
A€ (0,1) se tiene

fly+ Mo —y)— fy)
)

Tomando limite cuando A — 0 se obtiene

Vi) (r—y) < flx)— f(y)

Reciprocamente, para z,y € Ay A € (0,1) sea z = Az + (1 — \)y. Entonces
V() (x—2) < f(z) = f(2)

< f(z) = fly).

Vi(z)-(y—2) < fly) = f(2).
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Multiplicando la primera por A y la segunda por 1 — A, y sumando obtenemos

0<Af(x)+ (1= A)fly) - f(2),
es decir,
fz+ (1= Ny) <Af(x)+ 1= f(y).
ii) Supongamos que f es estrictamente convexa, entonces
Fly+Mz—y)) = fz+ (1= Ny) <Af(x) + (1= [f(y),
entonces, para A > 0, tenemos
fly+ Az —y) — fly) <A(f(z) = f(y)).

Pero de la parte i) obtenemos que el lado izquierdo satisface

fly+ Mo —y) — fly) > Vi) (z—y),

Obteniéndose el resultado. La reciproca se demuestra exactamente como en
i). O

Corolario 2.2 i) f es convezra si y sélo si

(Vf(x) =Vf(y) (x—y) =0 Vr,yecA
ii) [ es estrictamente convera si y solo si
(Vf(x) = Vi) (z—y) >0 Vr,yecA
Demostracion: Si f es convexa entonces, para z,y € A tenemos

f(x) > fly) + Vi) (v —y)

fly) > f(x)+Vf(x) (y— ).

Sumando obtenemos que

0> (Vf(y) = Vi) (z—y).

Para la desigualdad estricta en ii) hacemos exactamente lo mismo.
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Reciprocamente, consideremos el Teorema Fundamental del Calculo

1
f(x) = fly) + /0 ViAz+ (1= Ny) - (z —y)d.
De la hipotesis tenemos que

(VIQAz+ (1 =XAy) = V() - (1= N)(z—-y)

y entonces

VIQAz+ (1= Ny) - (v —y) < Vf(z)- (& —y).

Reemplazando esto en la expresion de arriba y ordenando obtenemos entonces

fy) = fl@) + V() (y— ).
La desigualdad estricta se obtiene de igual modo. [

Finalmente tenemos

Teorema 2.5 Si f es de clase C*(A) entonces
i) f es convexa en A siy solo si Df(z) es semi-definida positiva en todo
A.

i) f es estrictamente convexa en A si D f(x) es definida positiva en todo
A.

Demostracion: Del Teorema Fundamental del Calculo podemos escribir

Afly)  of(x) _/1 — Pf(r+ Ay — 7))
0:1:,~ 81:1 N 0 81:30:1:@

(yj - xj)d)‘v

j=1

entonces
(VF(y) — V() - (y—x) = / (y— 2)' D*f(a + My — 2))(y — x)dA.

De aqui se obtiene la convexidad (estricta convexidad), cuando se supone la
semi-positividad (positividad) de la segunda derivada.
Para la reciproca en i) consideramos y — z = sh para obtener

1
/ hD?f(x + sAh)hdX > 0.
0

Tomando limite, cuando s — 0 obtenemos

WD?*f(x)h >0. O
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2.4 Extremos restringidos.

Veamos ahora qué sucede cuando queremos minimizar o maximizar una fun-
cion sujeta a ciertas restricciones.

Teorema 12 (Multiplicadores de Lagrange) Sean f : U C R — R
yg:UCR" — R funciones diferenciables de clase C*. Sea zy € U y
g(xg) = ¢, y sea S el conjunto de nivel para g con valor ¢, es decir

S ={reU|g) =0}

Supongamos que Vg(xo) # 0. Si flg (f restringida a S) tiene un minimo
o mdzimo local en S en xy, o equivalentemente, si xo es una solucion del
problema:

min f(z) o max f(x)
g(r) =c g(x)=c

entonces existe un numero real A tal que

Vf(xg) = AVg(xg)

Demostraciéon. Supongamos que x, es soluciéon del problema de mini-
mizacién (el otro caso es similar) y sea

S={reU|gx) =)

Como Vg(xy) # 0, entonces este vector es normal a la superficie S, por
otro lado, el plano tangente a S en xy se caracteriza como

mi Vglw)' - (z—m) =0
o equivalentemente
7n={d'0)|oc:R—U, o(t)e S Vt, o(0) =1z}

Entonces, siendo xy un minimo de f, la funcién ¢t — f(o(t)) tiene un
minimo en 0 para cada o, por tanto

Vf(z)" - a'(0) =0
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es decir, V f(zg) es ortogonal al plano tangente o lo que es lo mismo, paralelo
al vector Vg(zq). Por lo tanto, existe un real A tal que

V f(xo) = AVg(xp)

]
El niimero A se le llama multiplicador de Lagrange y a la funcién de n+1
variables

L(z, A) = f(z) = Ag(z)

se le conoce como Lagrangeano. Observemos que la condicién (necesaria) del
Teorema es equivalente a

5(99_;1(351’ s ) = A (w1, 1)

— ‘
%(1‘1, ) = A2 (. Ty,

g(x1,...,x,) =c

Vf(xyg) = AVg(xo)
g(x1,...,x,) =c¢

Corolario 13 Si f al restringirse a una superficie S, tiene un mdzrimo o un
minimo en xgy, entonces V f(xg) es perpendicular a S en xy.

Ejemplo 14 Sea S C R? la recta que pasa por el punto (—1,0) y tiene una
inclinacion de 45° y sea f : R — R tal que (z,y) — 2* +y*. Hallar los
extremos de f sobre la recta S.

Veamos que S se puede escribir como

S={(y)ly—2z—-1=0}

y denotemos por (xg,yo) el posible candidato a ser extremo y g(x,y) =y —
xr — 1, ¢c=0. Por otro lado, se tiene

Vf(xovyo) = (23507 2?/0)
Vy(zo,y0) = (—1,1)

y por tanto, aplicando el sistema lagrangeano (2.2) obtenemos

2$0:_>\ To — — :L‘——l

=AM Mo
0= o 0=13

Yo =19+ 1 2

es decir, el extremo de f es (zo,y0) = (=%, 1) y el valor del multiplicador de
lagrange es A = 1.
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Ejemplo 15 Resuelva el siguiente problema:
min z? — y?

$2+y2:1

En general, para poder determinar si los puntos extremos son minimos
locales, maximos o puntos sillas debemos analizar el comportamiento de la
242 derivada como veremos més adelante, u otros argumentos.

Supongamos ahora que tenemos k restricciones de igualdad, es decir

S={xeR"| ¢g(xq1,...,2,) =0,..., gp(x1, ..., z,,) =0}
y el problema de optimizacion es:

min f(x) 6 max f(z)

res res (2.3)

donde f,g; : R" — R, i = 1, ..., k, son funciones diferenciables.
Entonces el Teorema de multiplicadores de Lagrange se extiende de la
siguiente forma:

Teorema 16 Si los problemas (2.3) tienen un minimo o mdximo local xy,
es decir, existe una vecindad V de xy tal que:

f(z) > f(xg) VzeV NS (6 f(z) < f(xo))
entonces eriste k numeros reales (multiplicadores) Ay, ..., A tales que:
Vf(l’o) == )\1Vgl(:v0) + ...+ )\ngk(xO)

siempre que los vectores Vgi(xg), ..., Vgr(xg) sean linealmente independi-
entes.

Ejemplo 17 Resuelva el siguiente problema:
minzr +y + 2
w2yt =2
r+z=1
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2.5 Criterio de 29° orden para extremos re-
stringidos.

Consideremos el siguiente problema:

min ( max ) f(z1, ..., ) (2.4)
gi(z1,..yxy) =0 Vi=1,..,p
donde f, g;, son funciones diferenciables.

Por el Teorema anterior sabemos que si {Vg;(x1, ..., z,)} son Li. entonces
existe A € R? tal que:

Vi@, ....r,) = A Vg(ay, ..., 7,)
donde g(z1, ..., %) = (g1 (@1, .., Tn), ooy Gp(21, ...,:(;n))T, es decir
VL(.ZL']_, vy Ty )\) =0

donde L representa el Lagrangeano del problema (2.4).
De los puntos criticos para el Lagrangeano, mas las restricciones, obten-
emos posibles candidatos a minimos o maaximos locales:

VL) =0
G(F) =0 Vi=1,..p

En el caso sin restricciones, el criterio para determinar de que tipo eran los
posibles extremos era analizando la matriz Hessiana de la funcién objetivo,
en dependencia de si esta era definida negativa o positiva, entonces se tenia
un maximo o un minimo respectivamente.

Un criterio similar se tiene para el caso de un problema con restric-
ciones, sin embargo no serd necesario que el Hessiano, en este caso el del
Lagrangeano, sea definido positivo o negativo para cada direccion h, en real-
idad bastara que lo sea en un cierto conjunto que denominaremos conjunto
de direcciones criticas y lo definiremos como:

K(z)={heR"| Vgi(z)Th =0 Vizl,...,p,Vf(:(:)ThSO}
cuando el problema es de minimizacion y
K(z)={heR" | Vg(z)"h=0 Vi=1,..,p,Vf(x)"h>0}

cuando es de maximizacion.
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Teorema 18 Sea zy € S = {x]gi(x) =0 VielI={Ll,...p}}. Supong-
amos que {Vg;(xo) }icr son linealmente independientes, entonces existe A €
RP tal que
VL(.CL'U, /\) =0
Si ademds se tiene que

h'H,L(zg,\)h >0 Yh e K(x), h#0

entonces xy es un minimo local de (2.4). (mdximo local de (2.4) respectiva-
mente).

Observemos que en el Teorema el Hessiano del Lagrangeano es solo con
respecto a x, es decir

PL(00,N) g2k (w0, N) g2k (w0,N)
afngxl (70, A) %(l’o,)\) 375(1:0,)\)
0%L "
= (%J\))
<8xz8x] ij=1

Ejemplo 19 En el ejemplo (14), diga si el punto (zo,y0) = (—%,1) es un
maxrimo o un minimo.
Para esto, construyamos primeramente el Lagrangeano del problema:

L(l‘,y, )‘) = f(l',y) - )‘g(xvy)
=2®+ - ANy —z—1)

Recordemos que el multiplicador de lagrange era A = 1, por tanto, el
Hessiano del Lagrangeano queda:

2 0
HxL(x()vyOv)‘) = < 0 2 )

el cual es definido positivo para todo h, en particular para las direcciones del

conjunto de direcciones criticas y por tanto el punto (zo,yo) = (—3,3) es un

minimo.
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Ejemplo 20 Optimice el valor de la funcion f(x,y) = x sobre el conjunto
de puntos (z,y) tales que x? + 2y*> =3
El Lagrangeano para este problema queda de la siguiente forma:

L(z,y,\) = — M2? 4+ 2y° — 3)

de donde es tiene

L
a—:0:>1—2A:c:0
ox
oL
— =0= —4\y =0
dy
v? + 2y =3

y por tanto, los posibles candidatos a extremos (A no puede ser cero) son:

(acl,yl,/\l):<\/_0 f>
(22,2, Aa) = <—\/§,0,—ﬁ>

por otro lado se tiene que:

—2X 0
H;vL(xvyv )‘) = < 0 —4\ )

es decir, para (r1,y1, \1) = (\/g, 0,%) , HyL(x1,y1, A1) es definida neg-
ativa y por tanto (zy,y1) = (v/3,0) es un mdzximo local mientras que para
(T2, Y2, Ag) = ( V3,0, — ) H,L(x2,Y2, \2) es definida positiva y por lo

tanto (w2, y2) = (—/3, 0) es un minimo local.



Capitulo 3

Integracion

3.1 Motivacion

Nos interesa extender la nociéon de “area bajo una curva”, formalizada por
la integral de Riemann en una variable, a la de “area bajo una superficie”
en IRYN. Luego estudiaremos las propiedades fundamentales de la integral
de Riemann en varias variables. Finalmente veremos algunas aplicaciones a
problemas fisicos.

3.2 Integral de Riemann en IR

3.2.1 Definiciones

R C IR? es un recténgulo siy s6lo si R = [ay, by] X [az, bs] con ay, by, as, by € IR.
El 4rea de un rectdngulo R = [a1, b1] X [az, bs] es

V(R) = (by — a1)(by — a3).

Para m € IN, la m-equiparticién del intervalo [a,b] con a,b € IR es
{[cg,cl], [e1, 2y oy [emot, cm]} con ¢; = a—+ ibﬁ,i =0,...,m.

Para m € IN, la m-equiparticién del rectingulo R = [ay, b1] X [az, bs]
es P={I; x I : I; € P,i = 1,2} con P; m-equiparticién del intervalo
la;, b;],i =1,2. La denotaremos Pp,(R).

Dado un rectangulo R C IR? y m € IN, decimos que (CP)Per(R) es una
seleccion (para Py, (R)) si (VP € P,(R))cp € P.

71
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R]_ CRl R2

CR2

Rg R4

CR4
CR3

Figura 3.1: 2-equiparticion y seleccién
Notar que cada elemento de una m-equiparticiéon es un rectangulo y que
una m-equiparticién es finita, luego la siguiente definicién tiene sentido:

Definicién 3.1 Seam € IN, R C IR? rectingulo, f : R — IR y una seleccion
(cP)pep,, (r)- € define la suma de Riemann asociada a f y (CP)Per(R) como:

(f7 (CP PePn(R Z f CP

Definicién 3.2 Sea R C IR? rectingulo, f : R — IR. Decimos que f es
Riemann integrable en R siy sdlo si (S € IR)(Ve > 0)(Imy € IN)(Vm > my)

‘S(fv (CP)Per(R)) N S‘ <€

para toda eleccion de los (cp)pcp, (g)-
S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota:

Ji!
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La integral de f también se anota:

f(z)dx.

R

14

0.8

0.6 -

0.4

02| G 5
0- 4
1

Figura 3.2: Suma de Riemann para la funcién f(z,y) = sen £ para Py([1,5]%)

Ejemplo 3.1 Para R = [0, 1], no es integrable en R la funcion f: R — IR
dada por

L (7,y) € @x @

TE9=0 (e ¢ @x @

3.2.2 Propiedades Basicas

Proposicién 3.1 Sea R C IR? rectdingulo, f : R — IR. Si f es integrable en
R entonces [ es acotada en R.
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DEMOSTRACION. En efecto, sea € = 1, m = myg en la definicién de
integrabilidad. Luego

‘S(fa (CP)Per(R)) B S‘ <1

Y flep)V(P) - S|< 1
PEPm(R)

T f(cP)V(P)‘< ar
PePp(R)

y para un cierto Py € P, (R)

| fler) |V (Po) <1+ |S|+

> f(cPW(P)‘

PePn(R)\{Po}

> f(CP)V(P)D-

PePp(R)\{Po}

| flem)|< <1 +|S| +

1
V(P)

Fijando los c¢p, para P € P,,(R) \ {Py} y notando que cp, es arbitrario en P

se concluye que f es acotada en Py. Como ademds P, es arbitrario en P,,(R)

se concluye que f es acotada en cada P € P, (R), luego f es acotada en R.

[ |

La siguiente propiedad es andloga a la condicién de Cauchy para una

sucesién, luego es ttil por ejemplo para estudiar la integrabilidad de una
funcién cuando no se conoce el valor de su integral.

Proposicién 3.2 Sea R C IR? rectingulo, f : R — IR. Son equivalentes:

e Ve > 0,3mg € IN,Vk,m > mo,Y(cp)pcp, () Seleccion, Y(cp)pep, (r)
seleccion

S(f,(cp) pepy(ry) = S(f (CP)Per(R))‘ <6

e f es integrable en R.

DEMOSTRACION. (=) Fijemos ciertas selecciones (¢p)pcp, (g para
cada m € IN. Luego, por la hipdtesis, la sucesion (S(f, (Cg)PEPW(R)))melN
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resulta ser de Cauchy y converge a un cierto S € IR. Sea € > 0. Sea m; > my
tal que (Vm > my)

S(, () perim) = S| < e

Sea m > myg y una seleccién (CP)Per(R) arbitraria. Asi, nuevamente con la
hipétesis, resulta que

S(f (ep)peryim) = S| < [SU (eP)pep,im) = SUF. (B pe,,)
+[S(, @) per,,) — 5]
< 2e.

(<) Sea € > 0, sea mg € IN tal que (Vm > my)

S(F. () permy) S| < ¢

para toda eleccion de los (CP)Per(R)' Sean k,m > myg arbitrarios, sean
(¢P)pep,(r): (€P)pep,(r) Selecciones arbitrarias. Luego:

S(f,(€P) pep,im) = SU- (¢h)perim)| < |S(. €P) pepyim) = S

+ ‘S - S(/, (CIP)PePk(R))‘
< 2e.

|

El siguiente lema es una consecuencia de la proposicion 3.2 y nos da una

condicion necesaria y suficiente de integrabilidad mas facil de verificar en

varias de las propiedades que siguen. La principal diferencia con la proposi-

cién 3.2 es que en vez de comparar todos los pares de particiones, compara
pares de particiones que son una un refinamiento de la otra.

Lema 3.1 Sea R C IR? rectdingulo, f : R — IR. Son equivalentes
o (Ve > 0)(Img € IN)(Vk € IN)(Vm = mo)(V(cp)pep,, gy (¢P)pep,,.(r)

seleccion)

ST Jfey) — Flen V@) <

PEPm(R) erkm(R)
QCP
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e f esintegrable en R.

DEMOSTRACION. Usaremos la proposicién 3.2 para sustituir la condicién
f integrable en R.

(=) Seae > 0. Por hipétesis (Img € IN)(Vk € IN)(Vm > mo)(V(cp) pep,, (r)
seleccién)(V(cp) pep,, (r) Seleccion)

o> — flep)|V(Q) < €

PEPp(R) QEPyy, R)
QCP

/ s /!
Sean k,m > mo, sean (cp)pep, (r)» (Cp) pep,(r) Selecciones. Sea (¢p)pep, (g
seleccion. Luego:

S () ger, (m) — S(f, (cP)pein)]

‘Zf chp ‘

QEPr(R) PePy(R
YT v 3 g 3 vie)
PEPm(R) erkm(R) Per ) QEPIcm R)
QCP QCP

< Y > — fer)|V(Q)

Per( ) QEPrm( R)
QCP
< €.

y andlogamente

U D) geryim) — SU (o) perym)| < e
Asi
S(F. (eP)per,m) = SU. ) pern)|
< |S(f. (eP)perym) = S(F. (ch)aerinn)]

+[S(. (eh)aepunm) = S () perm)|
< 2e.
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(<) Sea € > 0. Por hipdtesis, (Img € IN)(Vk,m > mo)(Y(cp)pep,(r)
seleccién)(V(cp) pep,, (r) Seleccion)

S(f: (¢ )PePzc R)) = 5(f, (CP)Per(R)) <€

Sean k € IN, m > my, sean (cp)pcp, (r)> (Cp)pep,, (r) Selecciones. Para
P € P,(R) definamos ¢}, = argmax{f(cp) : Q € Pen(R),Q € P}U{f(cp)},
cp = argmin{f(ch) : Q € Pon(R),Q C P}U {f(cp)}. Luego

YD ey = fler)|VIQ)

PEPy(R) QEPyy(R)
QCP
E , E , CP))V(Q)

PEPm( ) erkm(R)

QCP

= Y (flep) = f(cp)V(P)
PEPn(R)

=S, () gep, ry) = S (B pep,.(m)

<€

[ |

Posteriormente (teorema 4.11) probaremos que toda funcién continua so-

bre un rectangulo es uniformemente continua en él. En realidad lo probare-

mos para conjuntos mucho maés generales que rectangulos, llamados com-

pactos. Esta propiedad se utiliza en la demostracion de la siguiente proposi-
cién.

Proposicién 3.3 Sea R C IR? rectdingulo, f : R — IR. Si f es continua en
R entonces f es integrable en R.

DEMOSTRACION. Como R es compacto y f es continua en R se tiene
que f es uniformemente continua en R. Luego, para ¢ > 0 arbitrario, (30 >
0)(Vz,y € R)

lz =yl <0 =|f(z) - fly)|<e

Recurriremos al lema 3.1. Sea my € IN tal que (VP € P,,)(Vz,y € P)|lz —
yl < 0. Seam > mg, k € IN. Sean (cp)pcp, (r) (¢p)pep,, (r) Selecciones.
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Por la uniforme continuidad se tiene que

SN fdy) = flep)|[V(Q) < eV(R)
PEPm(R) Qegkc,,ﬁ(R)

Proposicién 3.4 Sea R C IR? rectangulo, f,g : R — IR funciones inte-
grables, ¢ € IR. FEntonces

1. (linealidad) f + cg es integrable en R y

/Rf+cg=/Rf+0/Rg,

2. (monotonia) si (Vx € R)f(x)

(x), entonces

<y
/RfS/Rg,
/Rf‘S/RIfL

1. Sea € > 0 arbitrario. Sea mg € IN tal que (Ym > mO)(V(CP)Per(R)
seleccion)

3. |f| es integrable en R y

DEMOSTRACION.

<€

U Pl pepin) - [ 1

‘S(Qa (CP)Per(R)) - /Rf‘ < €.

Por otra parte, se tiene:

S(f + cg, (CP)per(R)) = S(f, (CP)Per(R)) +¢S(g, (CP)Per(R))-
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f+c/ ‘

S(g, (CP)Per(R))_/Rg

Asi,
(f + cg, (CP PePn(R

< ‘S(f, (CP)Per(R)) - /Rf
< (1+e])e.

+ Ic|

Luego, por definicién de integral de Riemann, se concluye.

2. Es directo de considerar que en este caso se cumple que Vm € IN,
V(cp) pep, (k) Seleccion

S(f. (cP)pepnr) < 5(9. (cP)pep,(r)
y aplicar la definicién de integral de Riemann.

3. Veamos que |f| es integrable en R por medio del lema 3.1.

En efecto, sea € > 0. Como f es integrable, por el mismo lema (Im, €
IN)(Vk € IN)(Vm > mo)(V(cp) pep,, (r)> (€P) pep,,, (r) Seleccion)

S fdy) = flen)V(Q) <,

PePp(R) QEP,(R)
QCP

Luego, sean k € IN, m > my. Se sabe que (Vz,y € IR)

|| = |yl |< e =yl
Asi

S ST A1) 1 en)| V(@

PEPm(R) QePkm(R
< > > — flen)|V(Q

QCP
Per( ) QE€EPrm R)
QCP

<e.

En conclusidn, |f| es integrable en R. Finalmente, se tiene

—fI<f <1
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que, con la parte anterior, implica que

fns [ [,
[1< [

Proposicién 3.5 Sea R C IR? rectingulo, f : R — IR. Si f es integrable en
R entonces

es decir

V(R) inf f(x /f<V )sup f(x).

TER TER

DEMOSTRACION. Basta notar que Vm € IN, V(cp)pcp, () Seleccion

V(R) ;Ielffzf(x) < S(f, (CP)Per(R)) <V(R) ilelgf(x)

3.2.3 Integracion de sucesiones de funciones

Proposicién 3.6 Sea R C IR? rectdingulo, (fk)penw Sucesion de funciones,
fr : R — IR, que convergen uniformemente en R a f : R — IR. Entonces f

es integrable en R y
/ f = lim / fre-

DEMOSTRACION. Veamos que f es integrable en R por medio del lema
3.1. Sea € > 0. Sea ky € IN tal que

ilelg\f(x) — fro(@)|< € (3.1)

De acuerdo al lema 3.1, sea mg € IN tal que (Vk € IN)(VYm > mo)(V(CP)PEPm(R),
(¢P)pep,,, (r) Seleccion)

Yo D el — fuler)V(Q) < (3.2)

PePn(R) QEPy(R)
QCP
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Figura 3.3: Ejemplo de que V(R) inf,cp f(z) < [, f

Luego, sean k € IN, m > myq. Por la desigualdad triangular se tiene que

Yo ) = flen)VI(Q)

PEPm(R) Q€ Py (R)
QCP

< D | He) = ()| V@)

PEPpn(R) QEPyy(R)
QC

CcP
+ 30 Y [fuldy) — fuler)|V(Q)
PEPn(R) Qegkg"fo(R)

+ Y D | frler) = Fler)|[V(Q)

PEPpn(R) QEPyy (R)
QCP

y aplicando 3.1 y 3.2 se obtiene

< e(2V(R) +1).

81
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En conclusion, f es integrable en R. Por otra parte, por la proposicién 3.5

[ -l

(fs = )‘

/|fk—f|

(R) sup | fi(z) — f(x)],

TER

/szklggo/l{fk-

Ejemplo 3.2 Una sucesion de funciones integrables que converge puntual-
mente a un limite que no lo es. Sea la numeracion {qo, q1,...} = [0,1] N @,
sea I =[0,1] y las funciones f, f, : I — IR dadas por

lo cual implica que

r) = 1 (xvy)e{QIa---a%z}a
) {o (.0) € (- ).
[t wwepine
J {o (.)€ 0,11 @

En I, se tiene que f, converge a f puntualmente (pero no uniformemente) y
cada f, es integrable, pero f no es integrable.

3.2.4 Extension de la clase de funciones integrables

Atn cuando la clase de funciones continuas es muy amplia, todavia no es
suficiente para muchas aplicaciones. Asi, a continuacién veremos una condi-
cién suficiente de integrabilidad un poco mas débil que la continuidad, esto
es, que una funcién sea continua salvo sobre la unién de grafos de funciones
continuas.

Recordar que el grafo de una funcién g : [a,b] — IR es

grafo(g) ={(z,g(z)) € R*: z € [a,b]}.

Intuitivamente, el lema siguiente nos dice que el grafo de una funcién
continua tiene “volumen cero”.
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Lema 3.2 Sea f : [a,b] — [c,d] continua. Denotemos R = [a,b] x [c,d].
Entonces

lim > V(P =0

PePp(R)
Pngrafo(g)#0

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0. Como f continua en [a,b] compacto, se
tiene que f es uniformemente continua en [a, b] (teorema 4.11). Luego (39 >
0)(Vz,y € [a.b])

e —y| <0 =|f(z) - fly)|<e
Asi, escojamos mg € IN tal que (b—a)(d —c)/my < ey
(b—a)/my < 9. (3.3)
Entonces, se cumple que (VYm > my)
b—a)(d—
Z V(P) = %‘{P € P,(R) : P ngrafo(g) # (D}‘
PEP,(R) m
Pngrafo(g)#0

Gracias a la uniforme continuidad y 3.3

‘{P € P,(R) : P ngrafo(g) # (Z)}\g m( +1).

(d—c)/m

Asi, Vm > my

PePn(R)
Pngrafo(g)#0

e(p—a)+ L0

m

<elb—a-+1).

Para A C IR acotado, se define el didmetro de A como

diam(A) = sup ||z — y||.
z,ycA
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Figura 3.4: Didmetro de un conjunto A C IR?

Proposicién 3.7 Sea R = [a,b] X [c,d] C IR® rectingulo, f : R — IR
acotada en R y continua en R\ grafo(g), donde g : [a,b] — [c,d] es una
funcion continua. Entonces f es integrable en R.

DEMOSTRACION. Sea K € IR tal que (Vx € R)
|f(2)|< K. (3.4)

Recurriremos al lema 3.1. Sea € > 0 arbitrario. De acuerdo al lema 3.2, sea
mo € IN tal que (Vm > my)

Y V(P <e (3.5)
PePp(R)
Pngrafo(g)#0

Denotemos P = {P € P, (R) : P Ngrafo(g) = 0}, R;, = Upep. P. Como
Ry, es compacto y f es continua en R —se tiene que f es uniformemente

continua en R, . Luego (36 > 0)(Vz,y € R},,)

[z -yl <o = |f(x) = fly)] <e (3.6)
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Sea my > my tal que (VP € P, (R))diam(P) < 0. Sea m > my, k € IN.
Sean (cp)pep, vy (Cp)pep,,, (k) Selecciones. Asi

YD ey = fler)|VIQ)

PEPpn(R) QEPyy (R)
Q

CP
= 3 3 Jfey) — flep)|V(Q)
PEPm(R) QePkm(R)

PCR;,, ~ QCP

+ Y > () — fler)|V(@)
PEPp(R) QEPym (R)
P¢R;, ~ QCP

que, con 3.4 y 3.6, implica que

y con 3.5 resulta

< eV(R) + €l8K.

Corolario 3.1 Sea R = [a,b] x [c,d] C IR? rectdngulo, f : R — IR acotada
en R y continua en R\ J,_, grafo(g;), donde g; : [a,b] — [c,d] es continua.
Entonces f es integrable en R.

3.2.5 Teorema de Fubini

El siguiente teorema expresa la integral de una funcién en 2 variables como
la aplicacion iterada de 2 integrales en una variable bajo hipdotesis minimas y
permite escoger arbitrariamente el orden de estas integrales en una variable
cuando la funcién a integrar es continua.

La demostracién la haremos en la seccién 3.3 en IRY.

Teorema 3.1 Sea R = [a,b] x [¢,d] C IR? rectdngulo, f: R — IR.
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1. Si f integrable en R y (Yx € [a,b])f(x,-) integrable en [c,d], entonces

[1=[ ([ sena)e

2. Si f continua en R, entonces

/Rf://f:(;ydydx—/ /f:z:yd:(;

Ejemplo 3.3 Para R =[0,1] x [0,1], calcular

/x2+y
R

SoLUCION. Por el teorema de Fubini, caso continuo, se tiene que

1l
/x2+y:/(/ :(:2+ydy)d:(;
R o Jo
1 21
_ 2, Y
—/O(xy+2

)d:z:
1
1
_ 2 -
—/Ox +2dx

y=0
z

3

w

O

Ejemplo 3.4 Veamos un caso en el que las integrales iteradas existen y son
iguales, pero la funcion no es integrable.

Consideremos el cuadrado unitario R = [0,1]> C IR? y la sucesién de
cuadrados (Rj),cp contenidos en él dada por la figura 3.2.5. Dividamos
cada Ry en 4 cuadrados iguales R,gl), R,?),R,(:’), R,Sl). Definamos la funcién
f R — IR dada por

— : . 1 . 3
V(}%k) si (z,y) € int R,(c ) Uint R,g )

F(r,y) = v si(2,y) € int RY Uint Ry

0 en otro caso.
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Rs
Ry
R§4) R§3)
Ry RY | RY
R
Rgél) R§3)
Rgl) R§2)

Figura 3.5: El dominio del ejemplo 3.4

Para cada y € [0, 1] es claro que

/0 f(z,y)dz =0

y andlogamente para cada z € [0, 1]

Luego, las integrales iteradas son ambas nulas, esto es:

/Ol/olf(x,y)dyd:c:/Ol/olf(:c,y)dxdy:(),
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1000

500

-500

—1000

Figura 3.6: La funcion del ejemplo 3.4

Para convencernos de que f no es integrable, es suficiente ver que |f| no es
integrable. En efecto, |f| estd dada por

1

|f|(00,y)={W

si (z,y) € Ry,

0 en otro caso

Si | f] fuera integrable, como los Ry son disjuntos, se tendria que

/R|f|=Z/Rk|f|,

kelN

/Rk|f|=1

con lo que |f| no puede ser integrable en R.

pero

3.2.6 Integral en IR? sobre dominios generales

A continuacién extenderemos la definicion de integral para considerar la in-
tegracion de funciones sobre algunos dominios un tanto méas generales que
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los rectangulos.

Definicién 3.3 Sea R C IR? rectingulo, A C R, f : A — IR. Denotemos
fo: R — IR a la funcion dada por, para x € R:

) fl@) z€A
fo(x)_{() r ¢ A

Si fo es integrable sobre R entonces se dice que f es integrable sobre A y:

o

Definicién 3.4 Decimos que D C IR? es

e de tipo 1 siy solo si Ja,b € IR, Iy, Po : [a,b] — IR funciones continuas
tales que (Y € [a, B)n (2) < o() 1

D={(z,y) e R*:a <1 <be¢(x) <y < do(z)},

e de tipo 2 si y solo si e, d € IR, Fipy, s - [c,d] — IR funciones continuas
tales que (Vz € [c, d])ia(x) < () ¥

D={(z,y) e R*:c<y<d(y) <z <y},

e de tipo 3 si y solo si D es de tipo 1 y 2,
o clemental si y solo si D es de tipo 1 o 2.

Si R C IR? es un rectdngulo y D C R es una regién elemental entonces
fo (dada por la definicién 3.3) es continua en R salvo sobre la unién finita
de grafos de funciones. Luego fD f existe.

En general, supongamos que tenemos una funcién f: A C R — IR con R
rectangulo y A dominio del tipo 1, digamos:

A={(z,y) e R*:a <z <bdi(x) <y < ¢alx)},

con a,b € IR, ¢1,¢2 : [a,b] — IR funciones continuas. Entonces, gracias al
teorema de Fubini (teorema 3.1), se tiene que:

/Af: /ab /j)::)f(x,y) dy dz.
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Figura 3.7: Dominio del tipo 1 que no es del tipo 2 y dominio del tipo 3

Ejemplo 3.5 Calcular

/(:(:3y + cosz) dy dx
T
donde

T={(r,y) eR*:0<1<7/2,0<y<z}.

SOLUCION. Notar que T es una regién del tipo 1. Por definicién se tiene
que

/(:(:3y +cosz)dydr = / 17 (2%y + cos x) dy dx
T

[0,7/2]?

y, en virtud del teorema de Fubini:

w/2 pw/2
= / / 17 (2y + cos x) dy dx.
0 0
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Mas atin, con la definicién de T

/2
-,
w/2

o

/ (2%y + cos x) dy dx
y? :

3
:/ ( +ycosz)| dx
0 2 y:[]
/7r/2 P
= — +xcoszdr
0 2
26 w/2
= (E +cosz + rsen x) 0
% 7
=~ 4+
768 + 2

3.3 Integral de Riemann en RY

Las demostraciones que no se incluyen en esta seccién son idénticas a las
hechas en la seccién 3.2, acerca de la integral de Riemann en IR2.

3.3.1 Definiciones

R C IRY es un rectdngulo siy sélo si R = [ay, by] X+ -+ X [ay, by] con a;, b; € IR.
Para un rectdngulo R = [ay, by] X - - - X [a,, b,] se define su volumen como

Para m € IN, la m-equiparticién del rectangulo R = [ay, by] X - - - X [ay,, by]
es {1 x---xI,:I; € Pyi=1,...,n} con P; m-equiparticién del intervalo
la;,b;],i =1,...,n. La denotaremos P,,(R).

Dado un rectdngulo R C IRY y m € IN, decimos que (¢P)pep,, (r) €S DA
seleccién (para Pp,(R)) si (VP € Py, (R))cp € P.

Notar que cada elemento de una m-equiparticiéon es un rectangulo y que
una m-equiparticién es finita, luego la siguiente definicion tiene sentido:
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Definicién 3.5 Sea m € IN, R C IR rectdngulo, f : R — IR y una selec-
cion (cp) pep,,(r)- S€ define la suma de Riemann asociada a f y (cp)pep, (g
como:

(f7 (CP PePn(R Z f CP

PEPy(R

Definicién 3.6 Sea R C IRYN rectingulo, f : R — IR. Decimos que f es
Riemann integrable en R si y sélo si (IS € IR) Ve Img, m > my implica

‘S(fv (CP)Per(R)) N S‘ <€

para toda eleccion de los (cp)pcp, (g)-
S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota:

Jr

La integral de f también se anota:

/R f(x) da

3.3.2 Propiedades Basicas

Proposicién 3.8 Sea R C RN rectingulo, f : R — IR. Si f es integrable
en R entonces f es acotada en R.

Proposicién 3.9 Sea R C RN rectingulo, f : R — IR. Son equivalentes:

e Ve > 0,3mg € IN,Vk,m > mo,V(cp)pep,r) seleccion, V(cp)pep, (g)
seleccion

S(fv (C,P)PePk(R)) - S(f, (CP)Per(R)) < €,

e f esintegrable en R.

Proposicién 3.10 Sea R C IRY rectdngulo, f : R — IR. Si f es continua
en R entonces f es integrable en R
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Proposicién 3.11 Sea R C RN rectingulo, f,q : R — IR funciones inte-
grables, ¢ € IR. Entonces

1. (linealidad) f + cg es integrable y

/Rf+cg=/Rf+C/9,

2. (monotonia) si (Yx € R)f(x) < g(x) entonces

fr<]s
[1]= [

Proposicién 3.12 Sea R C RN rectingulo, f : R — IR. Si f es integrable
en R entonces

3. |f| es integrable en R y

V(R) inf f(x /f<V )sup f(x).

T€R TER

3.3.3 Integracién de sucesiones de funciones

Proposicién 3.13 Sea R C IRY rectdingulo, (fx)penw Sucesion de funciones
integrables, fr. : R — IR, que convergen uniformemente en R a f : R — IR.
Entonces f es integrable en R y

[r-p ]

3.3.4 Extension de la clase de funciones integrables

Recordar que el grafo de una funcién g : A C RN — RM es
grafo(g) = {(v,g(z)) € RN™ .z € A}.

La demostraciéon del siguiente lema es andloga a la del lema 3.2.



94 CAPITULO 3. INTEGRACION

Lema 3.3 Sea R' C RN~ rectingulo, f : R' — [a,b] continua. Denotemos
R = R' x [a,b]. Entonces

lim_ > v(P)=0

PEP,(R)
Pngrafo(g)#0

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0. Como f continua en R’ compacto, se tiene
que f es uniformemente continua en R'. Luego (30 > 0)(Vz,y € R)

|z =yl <6 =|f(z) — fly)|<e

Asi, escojamos my € IN tal que V(R)/mg < e y diam(P) < 0, para cualquier
P € P, (R'). Entonces, se cumple que (Ym > my)

Z V(P) = V( ) ‘{P € P,(R) : PN grafo(g) # @}‘
Plfgerffrg( );0

V(R) N-1( € +1)

- mV (b—a)/m
=eV(R') + @

< e(V(R)+1).
[

Proposicién 3.14 Sea R C IRN™! rectingulo, R = R' x [a,b] C RN rec-
tangulo, f : R — IR acotada en R y continua en R\ grafo(g), donde g : R’ —
[a,b] es una funcion continua. Entonces f es integrable en R.

Corolario 3.2 Sea R' C IRN ! rectdngulo, R = R' x [a,b] C IRY rectdngulo,
[+ R — IR acotada en R y continua en R\ |J;_, grafo(g;), donde g; : R' —
la,b] es continua. Entonces f es integrable en R.

3.3.5 Teorema de Fubini

Lema 3.4 Sea R C IRN rectingulo, f : R — IR, m* € IN. Si f es integrable
en R entonces

> vE)utf@ < [ f< 3 V),

SeP, «(R) R SEP, «(R)
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DEMOSTRACION. En efecto, es claro que Vo € R

Z s(z)inf f(z) < f(z) < Z 15(x)sup f(z).

zeS
SeP, «(R) SeP, . (R) z€S

Integrando se concluye la desigualdad buscada, notando que para S € P,,-(R)

se tiene
/152/1:1/3
R s

Teorema 3.2 Sean N,M € IN, A C RN, B C IRM rectdngulos, notemos
R=Ax B C RN*M rectangulo. Sea f: R — IR.

1. Si f integrable en R y (Vx € A)f(z,-) integrable en B, entonces

/sz/A</Bf(x,y>dy>dx

2. Si f continua en R, entonces

[ 1= [ remande= [ ([ ey

DEMOSTRACION. La segunda parte es consecuencia directa de la primera,
en virtud de la proposicion 3.3. Probemos la primera parte.

Definamos la funcién I : A — IR dada por I(z fB z,y)dy. Luego
basta probar que I es integrable en A y

il

En efecto, sea € > 0 arbitrario. Por una parte, por definicién de integra-
bilidad, (3my € IN)(Ym > my)

‘/f— Z fCQ

QEPn(

(3.7)

para toda eleccién de los (CQ)Qer(R)'
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Por otra parte, sea m > my, (CQA)QAer(A) seleccién arbitraria. Notar
que

R) = {QA X Qp:Qa€ Pp(A),Qp < Pm(B)}

QP (B) dada por (para Q4 € P,(A),Qp €

P(B)) ¢ xqp = (Cqa,¥*), con y* tal que f(ch,v0,) = SUPyeq, f(Coary) —
€. Asi, en virtud del lema 3.4 se tiene que

Z [(CQA Z f

QAGPm(A) erm

< Z sup f(CQAv y) (QA)V(QB)

QAEPm(A) yeQB
QBEPm(B)

— D () V(Qa)V(Q)

QAEPR(A)
QBEPn(B)

= Y (sup flegu¥) = f(Chx0,))V(QAV(Qp)

QAGPm(A) yEQB
QBEPm(B)

< eV(R).

Consideremos la seleccién (c)

Combinando con 3.7 se obtiene:
> Heo)ViQu) - [ f= eV )
QAEP(A) R

Escogiendo (c”é)QGP () tal que f(c,x0,) < infyeqs f(cqa,y)+e, un célculo

analogo permite obtener:

(VB )< S e V(@i [ f
QAEPR(A) R
En conclusion,

S T V(Qu) - f‘<e R)+1).

QAEPK(A)
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Ejemplo 3.6 Calcular [, f con B =[0,1]* x [0,10] y f(z,y,2,t) = t(z* +
2, .2
y* + 2%).

SoLucIiON. En virtud del teorema de Fubini

10 p1 p1opl
/f:/ ///t(x2+y2+z2)dxdydzdt
B o Jo Jo Jo
0 1ol 3
:/ / /(t§+ty2x+t22x)
o Jo Jo
0 1oy
:/ / /(§+ty2+tz2)dydzdt
o Jo Jo

10 1 3
t Y 2
(sy+t5 +t2%y)
/0 0o 3 3

1
dy dz dt
=0

dz dt

1
y=0
10 1 t t
/ (= + < +t22)dzdt
0 0 3

3
10
/ tdt

I I
[SA]
o o

3.3.6 Integral en IR" sobre dominios generales

Definicién 3.7 Sea R C IRYN rectingulo, A C R, f : A — IR. Denotemos
fo: R — IR a la funcion dada por, para x € R:

) fl@) z€A
fo(x)_{() z ¢ A

Si fo es integrable sobre R entonces se dice que f es integrable sobre A y:

o

Definicién 3.8 Decimos que D C IR? es

e de tipo 1 si y solo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:
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— Ja,b € R, 31,02 : [a,b] — IR funciones continuas, Iy1,7vs :
D' — IR funciones continuas tales que

D={(z,y,2) € R®:

IS SR
VAN VANVAN

¢1(z)
)

VANRVANRVAN

b,
¢2($),
7 (z, Ya(z, )},

donde D' = {(z,y) € R* :a <z < b, ¢1(x) <y < ()},

— Je,d € R, Fpy,4py ¢ [e,d] — IR funciones continuas, Iy1,7s :
D' — IR funciones continuas tales que

D ={(r,y,2) € R*:

donde D' = {(z,y) € R?: ¢ <y < d,¢(y) <z <4u(y)},
e de tipo 2 si y solo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:

— Ja,b € R, 31,02 : [a,b] — IR funciones continuas, Iy1,7vs :
D' — IR funciones continuas tales que

D:{(x,y,z)EZRg' T
z

VANV I/\

71(1‘ Z) Y

donde D' = {(z,2z) € R* :a < x < b,¢1(2) < z < ¢o(x)},

— Jde,d € R, Fy,40y ¢ [e,d] — IR funciones continuas, 3y1,7s :
D' — IR funciones continuas tales que

donde D' ={(x,2) € R*: ¢ < 2z < d, {1 (y) <z < ho(2)},

e de tipo 3 si y solo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:
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— Ja,b € R, 3¢1,¢2 : [a,b] — IR funciones continuas, Iy, ys :
D' — IR funciones continuas tales que

D = {(z,v, )6./R3

donde D" = {(y,2) e R*:a <y < b,¢1(y) < z < ¢a(y)}.

— Je,d € R, 1,4y ¢ [c,d] — IR funciones continuas, Iy1,7s :
D" — IR funciones continuas tales que

D ={(.5.5) € R

donde D' = {(y,2) € R? : ¢ < z < d,¢1(2) <y < o(2)},
e de tipo 4 si y solo si D es de tipo 1, 2y 3,

e clemental si y solo si D es de tipo 1, 2 0 3.

Si R C IRY es un rectdngulo y D C R es una regién elemental entonces
fo (dada por la definicién 3.7) es continua en R salvo sobre la unién finita
de grafos de funciones. Luego fD f existe.

Ejemplo 3.7 Sea W C IR?® la region comprendida entre los planos x = 0,
y =0, z=2 y la superficie z = x* + y%. Calcular fW:E

SOLUCION. ;Cémo describir el conjunto W? Podemos describirlo como
un dominio de tipo 1, es decir:

W={(z,y,2) ER*:0<z<V2,0<y<v2—2a22>+y° <z <2}
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Luego, gracias al teorema de Fubini (teorema 3.2) se tiene:

V2 V222 p2
/ r = / / / rdzdydx
w 0 0 2492

V2 V222
= / / 21 — x(2? + y°) dy dx
o Jo
V2 3 |V2—a?
= / (2zy — 2’y — xy—) dx
0 3 y=0
V2 1
:/ x(2\/2—x2—1:2\/2—1:2—§(2—1:2)3/2)dx
0

V2
:/0 x(§(2—x2)3/2)dx

y, haciendo el cambio de variable v = 2 — 22

2
21

:/ ~ 2y
0o 32

12 )7

~ 35

_ 325/2
15

82

15

452

0

O

Ejercicio 3.1 Hallar el volumen de la region acotada por los paraboloides
z=x>4+y? yz=10— 22 — 2%

3.4 Teorema del cambio de variable

Recordemos que en el caso de una variable se tiene que si o : [a,b] — [c,d]
es biyectiva (més algunas hipétesis adicionales) entonces

d o1 (d)
[rwa= [ e i
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Equivalentemente podemos escribir:
[ twde= [ fo) 1o ds.
o([a,b]) [a,b]

Nuestro propdsito es extender esta féormula a varias variables. Vamos a
comenzar con la transformaciéon mas simple, la lineal. Sea T : D = [0,1]*> —

D* =T(D), T(x,y) = A(z) con A € Mys(IR)

1 (a+b,c+d)

(asc)

Figura 3.8: Cambio de variable, caso de una transformacion lineal

Se tiene que V(D) =1y

v(p) = |Ld e d)a% (;; ) vaEra
= |ad — be|

= |det A].
Asi
V(D*) = V(D) |det A|.

Es facil ver que una férmula andloga se cumple para cualquier rectangulo en
IRYN. Més atin, para f : D* — IR, de acuerdo a la definicién de integral de
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Riemann es razonable escribir lo siguiente:

| paiim 3 F@Ee)VEP)  (er€P)

PecPy (D)

~lim ) f(T(cp))V/(P) |det A

PecPy (D)

z/foT|detA|.
D

Para una transformacién mas general (no lineal), se puede pensar que la
diferencial nos da una aproximacion lineal de la transformacién en torno a
un punto, luego es razonable pensar que el jacobiano de la transformacion
desempenara el papel de la matriz A en la formula més general. En efecto,
se tiene el siguiente teorema (para los detalles, véase la seccién 5.5):

Teorema 3.3 (Teorema del Cambio de Variables)

Sea Q v-medible y f : U — V un difeomorfismo, Q C U. Seag: f(Q) — R
v-integrable. Entonces go f : Q — IR es v-integrable y

/ g(x)dz = / 9(f(9))| det D (y)|dy
f(Q) Q

La demostracion del teorema del cambio de variable se hard posterior-
mente (teorema 5.7).

Ejemplo 3.8 (integral en coordenadas polares) Calcular

/ log(2® + y*) dw dy
c
donde
C={(z,y): > <> +9y*<b,2>0,y >0}
SOLUCION. Vamos a considerar el cambio de variable

T =7rcosf

y=rsenf
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es decir, la transformacién T'(r,8) = (r cos 6, rsend). Notar que:

cosf —rsent
DI (r,0) = [senG rcosf ]
y asi:
det DT'(r,0) = r.
Denotemos
D =T *C)
={(r0)eR*:a<r<b0<0<m/2}
= [a,b] x [0,7/2].

Luego, en virtud del teorema del cambio de variable :

/ log(z® + y?) do dy = / log(r?)r dr df
T(D) D

y, con Fubini:

b pr/2
= / / log(r®)r dr df
a JO
w1 [

= 55/& log s ds

= %(b2 logb* — b* — a*loga® + a*)

3.5 Aplicaciones

3.5.1 Centro de masa

Sea D C IR? una placay p: D — IR la densidad (de masa). Entonces la
masa total de la placa esta dada por:

]
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y las coordenadas (Z, %) del centro de masa de la placa estdn dadas por:

[ peple,y) dyde

T = i :
—_ [ pyplr,y)dyde
y i :

El caso tridimensional es anédlogo.

3.5.2 Momento de inercia

Sea W C IR? un sélido de densidad p : W — IR. Entonces los momentos de
inercia estan dados por:

I, = ///W p(x,y, z)(y* + 2°) dz dy dz,
I, = ///W p(z,y,2)(2* + 2°) dz dy dx,
I, = ///W p(z,y, 2)(2* + y?) dz dy dz.

Ejemplo 3.9 Hallar el centro de masa de la region W comprendida entre el
plano zy y la semiesfera z° + y* + 22 = 1, 2 > 0, de densidad p(z,y) = 1,
V(z,y) e W.

SOLUCION. En primer lugar, por simetria z = ¢ = 0.
Para calcular z, vamos a hacer un cambio de variable a coordenadas
esféricas:

x = rsen ¢ cosb,
y =rsen¢send,

Z = 1rCos .

Asi

/ z:/ rcos ¢ |det DT .
W T-1(W)

sen ¢pcos rcos¢pcosf) —rsenpsenf
DT(r,¢,0) = |sen¢sen® rcos¢sentd rsencosd
cos ¢ —rsen ¢ 0
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det DT'(r, ¢, 0) = (—=1)*T (=7 sen ¢ sen 0)(—r sen® psen @ — r cos® psen 0)
+ (=1)**2(r sen ¢ cos 0)(—r sen® ¢ cos ) — 7 cos® ¢ cos 6)
= r%sen ¢sen® § + r? sen ¢ cos® 0

= r%sen ¢.

Combinando lo anterior:

1 p2r pm/2
/z:/ / (rcos¢)rzsen¢d¢d9dr
w o Jo Jo
ré 1 w/2

02#/0 sen ¢ cos ¢ do

4

_7rsen2gz$’T/2

2 2

T

=7

Luego
.5 3
Z:ﬁ:g
32

3.6 Comentarios acerca del capitulo

3.6.1 Extension de la integral de Riemann

Algunos de los problemas que presenta la integral de Riemann son que, para
ciertas aplicaciones, no integra una familia suficientemente amplia de fun-
ciones y que los teoremas de convergencia poseen hipdtesis muy fuertes (con-
vergencia uniforme en el caso de la proposicién 3.13). Una construccién difer-
ente, basada en la teoria de la medida, la constituye la integral de Lebesgue,
que integra una familia mucho mas amplia de funciones y cuenta con un
teorema de convergencia basado en la convergencia puntual.
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3.7 Ejercicios

Ejercicio 3.2 Sea R C IRYN rectingulo tal que V(R) > 0 y suponga que
f: R — IR es continua en R. Suponga que para toda funcion continua

g: R — IR se tiene
/fg:().
R

Ejercicio 3.3 Calcular el volumen en IR® de

Pruebe que f =0 en R.

F ={(z1,72, 23, 04,25) : 75 + 25 + 23 < 1,25 +x7 < 1}.

Ejercicio 3.4 Pruebe que la integral de Riemann de una funcion en RN es
unica.

Ejercicio 3.5 Suponga que FF C IRY para N > 2 y que f : R — IR es
Riemann integrable en F'. Muestre que f puede ser no acotada en F.

Ejercicio 3.6 Sea el rectingulo R = [0,1)> C IR? y la funcién f : R — R
dada por:

1 st x es irracional,
f(x7 y) - 4 3 . . l
y° st x es racional.

1. Muestre que fol fol f(z,y) dydx existe y vale 1.

2. Muestre que fRf no existe.



Capitulo 4

Elementos Basicos de Topologia

4.1 Normas, espacios normados

Definicién 4.1 Sea E un espacio vectorial. Una norma en E es una funcion
que satisface las siguientes propiedades:

-1 E— Ry U{0}

1 ||z]|=0<2z=0

2. | \z|| = |M||z|]] YA€ RVz € E

3.z +y| < ||zl + |yl Yz,y € E (Desigualdad Triangular)
Al par ordenado (E,|| - ||) se lo conoce como Espacio normado.
Ejemplo 4.1 En IR" podemos definir muchas normas:

1. Norma euclideana |||y = \/23 + -+ + 2

2. Norma 1 ||z||1 = |z1| + -+ - + |zn]

3. Norma infinito o uniforme ||z||s = max{|z;|,i € {1,2,... ,n}}

4. Norma p ||z|l, = /|v1|P + -+ + |2,]P para 1 < p < oo

Demostrar que ||-||o, ||-||1 ¥ || [|oo satisfacen efectivamente las propiedades
de una norma es tarea sencilla. Un poco més dificil es ver que || - ||, con
1 < p < o0 es también una norma.

107
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Ejemplo 4.2 Si £ = {f : [a,b] — IR/fes continua} = Cfa,b] entonces
definimos

|| : £ — RU{0}

[fllec = sup [f(z)

x€la,b]

Ejemplo 4.3 En P = {polinomios de IR} definimos

pll = [p(1)] + [p(0)] + [p(~1)]

lo anterior no es una norma pues no satisface la condicién 1 de norma.
En P, = {polinomios de grado 2} si es norma.

En un espacio vectorial ' podemos considerar diferentes normas.

Definiciéon 4.2 Normas equivalentes.
Dos normas ||+ ||1 y || - ||2 en E se dicen equivalentes si existen constantes ¢
Y co positivas tales que:

allzlly < lzlle < cof|z s

Observaciéon 4.1 La relacion ser equivalente a es una relacion de equiva-
lencia.

Cuando a la estructura de espacio vectorial se le agrega una norma, se
le dota de propiedades topoldgicas. Veremos més adelante que si || - ||; v
|| - ]2 son normas equivalentes en E entonces (E,||-||1) y (E,]|-||2) tienen las
mismas propiedades topoldgicas.

Definicién 4.3 Dados dos puntos x,y € E definimos la distancia entre x e
Yy por:
d(z,y) = |lz -yl

Observamos que la nocion de distancia entre dos puntos depende de la norma
considerada.
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Ejemplo 4.4 En M,,,(IR) definimos dos normas

[A]|se = max |a;;|
i

AN =D Jay]
i

. 2 3 6 7
SIA_<4 5>yB_<8 9)

—4 —4
4= Bl =1 (23 Z4) e =4

|A - Bl =16

4.2 Conjuntos abiertos, cerrados

El conjunto bésico con el cual definimos la topologia de un espacio normado
es
B(xo,e) = {z € E/|z — xol| <&}

que recibe el nombre de bola abierta de radio ¢ y centro xg.
Definicién 4.4 Un conjunto A C E se dice abierto si:
Ve € A,Je > 0t.q.B(z,¢) C A.

Definicién 4.5 Un punto v € FE es interior a C' si existe € > 0 tal que
B(z,e) C C.

Proposicion 4.1 Un conjunto es abierto < todos sus puntos son interiores.
Proposicién 4.2 (Propiedades de los abiertos)
1. Si Ay, As, ..., A, son abiertos entonces NI, A; es abierto.

2. Si {A;}icr es una familia de abiertos entonces U;crA; es abierto

3. E es abierto,¢ es abierto
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Observacién 4.2 SeaT = {A C F/A es abierto} , 7 se conoce como topologia
en F gracias a que satisface las propiedades 1,2 y 3 de los abiertos.

Definicién 4.6 Sea A C E.Un punto x € E se dice punto de acumulacion
de A si
Ve >0 An(B(z,e)\{z}) # ¢.

Observacién 4.3 Para ser punto de acumulacién de A no es necesario pertenecer
a A. Por otra parte, no es suficiente estar en A para ser de acumulacién

Ejemplo 4.5
e Sea A= (0,1).Entonces x =0 es punto de acumulacion de A.

o Sea A= (0,1)U{3}.Luego x =3 € A, pero x no es punto de acumu-
lacion.

Definicién 4.7 A C E es cerrado si A contiene a todos sus puntos de acu-
mulacion.

Teorema 4.1 A C E es cerrado < A° es abierto.

Demostracién:(=) Supongamos que A es cerrado. Sea z € A°, entonces x
no es punto de acumulacién de A, por lo tanto existe ¢ > 0 talque

AN (B, e)\{z}) = ¢

pero esto es equivalente a B(xz,e)\{zx} C A®y como ademds = € A°, tenemos
que B(z,e) C A, y por lo tanto A€ es abierto.

(<) Supongamos ahora que A¢ es abierto. Sea z € E punto de acumulacién
de A. Debemos demostrar que x € A. Por contradiccion, si z € A¢, como es
abierto,de > 0 talque

B(z,e) CA= B(r,e)NA=¢= B(z,e)\{zr}NA=¢ =<«

tenemos una contradiccién, pues z es punto de acumulacién de A. Por lo
tanto z € A. O

Teorema 4.2 Sean || - ||y y || - ||l2 dos normas equivalentes en el espacio E.
A C E es abierto en (E,|| - ||1) & A es abierto en (E, || -||2).
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DemostracionRecordemos que existen constantes ¢; > 0, ¢o > 0 tales que
allzlli < lzlls < eoflzll; Vo€ E.

Supongamos que A C F es abierto en (E, || - ||1).Sea z € A, entonces existe
e > 0 tal que

{yeB/llz—ylh<e}C A

pero entonces
{yeE/llz—yll: <aetC{ye B/[lx—ylh <et S A
o sea, encontramos ec; > 0 tal que
By, (w,ec;) C A

Asi que todos los puntos de A son interiores con la norma || - |2 = A es
abierto en (E, || - [|2). («<)Ejercicio. O

Observacién 4.4 Todas las nociones que se definan a partir de los conjuntos
abiertos de (F, ||-]|) quedan inalteradas cuando se cambia || - || por una norma
equivalente.

Definicion 4.8 Sea A C E. Definimos los siguientes conjuntos

der(A) = {x € E/ x es punto de acumulacion de A}
(derivado de A)

adh(A) = AUder(A) = AU{x € E/x es punto de acumulacion de A}
(adherencia o cerradura de A)

int(A) = {x € A/ x es punto interior de A}
(interior de A)

Fr(A) = adh(A)\int(A)
(frontera de A)
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4.3 Sucesiones.

En el estudio de la topologia de un espacio normado, un rol muy importante
es jugado por las sucesiones.

Definicién 4.9 Una sucesién en el Espacio vectorial E es una funcion

N — F
n — I,

y se anota usualmente como {Ty}nemnw-
Una sucesion {x, tnemn converge a x Si
€

Ve >0, IN € N t.q.||z, — x| <e, VYn>N
Observacion 4.5 El limite de una sucesion, cuando existe, es unico.

Definicién 4.10 (Sucesién de Cauchy)
Una sucesion {x, tnen se dice de Cauchy si Ve > 0 existe n € IN tal que

|z — Tpl|| <e VYn,m >N

Observacién 4.6 Las nociones de sucesiones convergentes y sucesiones de
Cauchy no cambian ante el cambio por normas equivalentes.

Proposicion 4.3 Toda sucesion convergente es sucesion de Cauchy.

Demostracion:Ejercicio. O
Notar que la reciproca de la proposicién anterior puede ser falsa.

Ejemplo 4.6 En @2 usamos la norma euclideana. La sucesién definida por
1, 1

)

es de Cauchy pero no converge en () 2.

Ejemplo 4.7 En C([—1,1]) dotado de la norma

151l = / () de

1



4.3. SUCESIONES. 113

consideramos la sucesién
o ={

Supongamos sin perdida de generalidad que n > m

l1-(1—-2)" >0
—1+(14+z)» <0

1 0
Vo= Full = A|a—xw—a—xwumy/Ja+m"—a+xwwx
1 0

_ /O(I—x)m|(1—:1:)"_m—1|d:(:+/ (14 2)™|(1 + 2)"™ —

1

1 0
2
< 1+ 2)"dx + 14+ 2)dzx <
N /0( v)"de /1( z) x_m+1

es decir,
2

— <
I fo = fnlly < min{n, m} + 1
por lo tanto {f,} es de Cauchy. Pero {f,} no tiene limite en C([—1,1]) En
efecto, supongamos que existe la funciéon limite que llamaremos f. Entonces

1o = flls =0

/al Ifn—fldxé/_lllfn—fldx

1
/ \fo — fldz =30 Vae[-1,1]

Como

entonces

tomemos a € (0,1]. Como en [a, 1], f, converge uniformemente a 1, entonces
1
/ L= fldr=0= f=1en[a1] Yac(0,1]
por lo tanto f(z) =1 Vx € (0,1]. Anédlogamente f(x) = —1 Va € [—1,0)
concluimos asi que f no puede ser continua.

Definicién 4.11 (Espacio de Banach)
Un espacio vectorial normado E se dice Espacio de Banach si toda sucesion
de Cauchy en E converge en F, es decir

Tp e C E, es de Cauchy = 32* € E, t.qz, — z*
€ ) ) ) q

en este caso E también recibe el nombre de Espacio vectorial completo

1
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Ejemplo 4.8 (IR, |-|). En IR toda sucesién de Cauchy es convergente. Esto
es una consecuencia del axioma del supremo.

Ejemplo 4.9 (IR™,||-||2) es un espacio de Banach. En efecto, si {z}}renw C
IR" es una sucesién de Cauchy, entonces

Ve>0 AN e INtq. |zxr—ax2<e Vk,I>N
lo que implica que
|zt —xi|<e VkI>N Vie{l,...,n}

donde =}, es la i-ésima componente de x4 Por lo tanto la sucesién {j }ren
es de Cauchy en IR y en consecuencia converge. Denotemos por z' su limite.
Tenemos asi que dado € > 0 existe N; que satisface

ol — 2| < = Wk >N,

Vn
escogiendo N = max{N; /i € {1,..,n}} y llamando x al vector (x!,..,z")

tenemos finalmente que

Z|xfc—xi|2<€ Vk > N

i=1

lox = lls =

es decir la sucesion xj converge a r en IR"

Observacién 4.7 Es facil ver que
z, — x, en, (R || |l.) & 2, — o' Vie{l,.,n}

Ejemplo 4.10 (M, (IR),|| - ||o) s un espacio de Banach. Sea {Ag}renw
una sucesion de Cauchy. Entonces Ve > 04N € IN tal que

||Ak _AlHoo <e Vk,I>N

es decir,

k [
max (@;; — ;| < &
1<i<n | ij 1]|
1<j<m
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en consecuencia cada una de las sucesiones {ai?j}kew son de Cauchy en IR.
Cada una de ellas converge entonces a un limite que denotamos a;;. De esta
manera, dado € > 0 3dN;; > 0 tal que

|afj — aij| <e Vk> Nij
escogiendo N = maz{N;; /i € {1,..,n},7 € {1,..,m}}, obtenemos

max |aj; — a;| <e Vk>N
1<i<n
15j<m

o sea, si A = (a;))
|Ar — Al <& Vk>n

por lo tanto A, — A. El espacio de matrices de dimensién n x m con la
norma || - ||o es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.11 (C([a,b], R),|| - ||) es un espacio de Banach. Sea {f,}nemw
una sucesion de Cauchy. Dado ¢ > 0, 4N € IN tal que

I fi — filloo = sup |fi(z) — filx)] <e VE,I>N

x€[a,b]
en particular, para cualquier x € [a, b] se tendra que
|fu(x) — filx)| <e VEk,I>N

es decir, Vz € [a, b] la sucesion { f,(z) }nemn es de Cauchy en IR, y por lo tanto
converge a un limite que llamaremos f(z)

lim fy(z) = f(2)

k— o0

De esta manera, hemos definido una funcién f : [a,b] — IR. Probaremos que
esta funcién es el limite de la sucesién {f,} en C([a,b], IR).
Teniamos que dado £ > 0, AN > 0 tal que

|fr(z) — filz)] <e VEk,I> N Vx € [a,b]
lo que implica que

|fi(x) — f(x)| <e Vk> NV € la,b
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y entonces
1fi = fllo <& VE>N.

Con esto hemos probado que
ll-lloo
fo—f

es decir, f es el limite uniforme de las funciones continuas f,,. Para concluir
la demostracién de que (C([a, b, R),|| - ||«) es Banach debemos probar que
f es continua.

Proposicion 4.4 El limite uniforme de funciones continuas es una funcién
continua.

Demostracién: Sea {f,},cn una sucesion de funciones continuas en |a, b

€ )
que converge uniformemente a una funcién f. Sea zy € [a,b] y € > 0, entonces
existe N tal que

€
fi— flo < VE=N
en particular tendremos que
€
[fx(z) = fla)| < 5 Vo €a,d]

pero fy es una funcién continua y por lo tanto 39 > 0 tal que si |z — 2| < 0
entonces

|fn(z) = fa(wo)] < %

Con todo esto obtenemos que si |z — xy| < 0

[f(2) = flzo)l < [f(2) = fx(@)[+ [fn(x) = fa (o) + [fx(x0) — f(20)]

< € N € N e .
- 3 3 3

es decir, f es una funcién continua. ([l

Con esto concluimos que (C([a,b], R), || - ||) es un Espacio de Banach.

4.4 Contracciones y Teorema de Punto Fijo

Problema 1: Encontrar una solucién a:

{u’ = f(z,u)

u(zg) = wo
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Este problema es equivalente a

u(x) = wo +/ f(s,u(s))ds
o
Supongamos que f : IR X IR — IR es continua, entonces
T:C([xyg —a,z9 +al, R) — C(lxo— a,z+ al,R)
(T T +/ f(s,u(s))ds
Zo

estd bien definida y el problema original es equivalente a encontrar « tal que
u="T(u)

que recibe el nombre de Problema de punto fijo
Problema 2: Dado F' : IR" — IR" encontrar solucion a:

F(z) = 0.
Este es un problema de punto fijo, pues se puede escribir
r=2x+ F(x)

T: R" — R"
r — z+ F(x)

y por lo tanto el problema original es equivalente a
T(x) = x.

En diversas areas de la ingenieria es comuin encontrarse con problemas donde
se quiere resolver
w=T(u), conT:E—FE

o bien T': K — K en que K C E es un subconjunto cerrado y F es un
espacio de Banach.

Definicién 4.12 T : K — K se dice contracién si existe una constante c ,
0<c<1 tal que

T (u) —TW)| <cllu—nv|| Yu,veK
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Teorema 4.3 (Teorema del Punto fijo)
Sea E espacio de Banach, K C E cerrado. 51T : K — K es una contraccion
entonces existe un y solo un punto fijo de T en K

dre K, T(zx)==x.

Demostracién Veamos primero la existencia. El método de demostracion
es constructivo.

Sea xo € K cualquiera. Consideremos la sucesién {x, },env definida por la
recurrencia

Tpp1 =T(21), keEN
Demostremos que {z,}new es de Cauchy.
1T (2x1) = T (2]
cllwr-1 =z ]
cl[T(wx—2) = T (w12l

|| w—2 — 212

|z — o]

VANRVANRVAN

supongamos, sin perdida de generalidad que k£ > [. Si repetimos el proced-
imiento anterior, obtenemos

oy — ]| < ||z — o

en particular
2141 — @] < 'l — ol
Entonces podemos escribir
o — |l < ok — 2l + lze—r — ze—2l + - + [lzigs — z|
< (P F P D — |

es decir,
oo
oy — 2l < ) éllar — x|
i=l
oo
= DNz — x|
i=0
;1 k00
= c |z1 — zol] = 0

1—c¢
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Por lo tanto {x, },env es una sucesién de Cauchy en E, luego tiene un limite
z € F y como K es cerrado entonces £ € K. Por otra parte, si T es
contraccion, es continua (ejercicio), por lo que tomando limite en la ecuacién
Try1 = 1T'zj, obtenemos que

r=Tx
es decir, = es un punto fijo de 7.

Veamos que es tnico. Supongamos que 7' tiene dos puntos fijos, v = Tz e
y = Ty, entonces

|z —yll = [Tz = Ty|| < cllz -yl
y como 0 < ¢ < 1, no queda otra posibilidad mas que x = y. 0]

Ejemplo 4.12 (Teorema de existencia de soluciones para EDO)
Volvamos al problema original. Si f : IR x IR — IR es continua y satisface

|f(s,u)—f(s,v)| §K|U—U|

entonces si £ > zg

70 = T0) = | [ f.u(s) = s, 0(5)s

T

IN

/ U1 f(souls)) — £(s,0(s))ds
K/w u(s) — v(s)|ds

< Kl|u—v||a

IN

si x < xq se obtiene el mismo resultado, luego ||T'(u) =T (v)||0o < Kaljlu—v||s

para toda u,v € C'([xo — a,xy + a]). Si Ka < 1 entonces, gracias al teorema
del punto fijo de Banach, existe u € C([zg — a, zy + a]) tal que

u="T(u)

y este u es unico.
Para encontrar una solucién se puede iterar, reproduciendo la demostracion
del teorema de punto fijo de Banach.

Up4+1 =

Tu,,
Upi1(x) = u0+/ f(s,un(s))ds

este método para encontrar la solucion recibe el nombre de Método de Picard.
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Ejemplo 4.13 (Existencia de soluciones de una ecuacion)
Consideremos el sistema de ecuaciones

1
r = icos(x+y)

1
y = g1n(1+;z:2+y2)+5
este es un problema de punto fijo: (z,y) = T(x,y) con T : IR* — IR definida
por

1 1
T(x,y) = (5 cos(z +v), 3 In(1+ 2% +y%) +5)

Vamos a demostrar que 7' es contractante. Como consecuencia, gracias al
teorema del punto fijo de Banach, tendremos que el sistema de ecuaciones
tiene una y solo una solucién en IR?. Para ello recordemos el teorema del
valor medio: Sea f : IR"™ — IR diferenciable, entonces

ﬂ@—f@ﬁaéswax+a—ww-@—yMt

lo que implica que

[f(z) = fly)] < /Hvﬂmﬂﬁl—ﬂwwx—wﬁ
< max{||[Vf(tz + (1 = t)y)[[} [z — yll

01

Supogamos que ||V f(z)|]| < K para todo z € IR" . Entonces |f(z) —
f) < Kz —yl|
Apliquemos esto a nuestro problema. Si T (z,y) = (1/2) cos(z + y) entonces

IVT3(z,9)]) = |(~ sin(z + ), — sin(a + )| <

i
\/_
7 |11(£,y) jl(jvg” < \/’H(gj y) ( 7?)”

Para Ty(z,y) = (1/3) In(1 + 2 + 3*) + 5 hacemos lo mismo:

IV Ta( ) = 5 i < 3y

1+x2+y2’1+x2+y 14 22 1+ y2
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la funcién f(z) = z/(1 + 2?) alcanza su maximo en z = 1 (ejercicio) y su
méximo es 1/2. Por lo tanto ||VT5(z,y)|| < v/2/3 lo que implica

V2 o
Tylwy) = To(@,)| < 5| wy) — (@9)]
Concluimos entonces que

IT(z,y) = T@ 9l = V(Ti(z,y) - Ti(2.9)* + (Ta(e,y) - To(z,9))?

< \Elew - @l

es decir, T es contractante pues /13/18 < 1.

Ejercicio 4.1 Determinar para qué valores de a y b la funciéon
T(x,y) = (acos(z +y),bln(1 + 22 + 3?))
es una contracion

Ejercicio 4.2 Programe su calculadora para encontrar la solucién del sis-
tema del ejemplo anterior. Para ello defina zyp = 0,y = 0, y genere una
sucesién dada por la siguiente reccurrencia:

Tpi1 = (1/2)cos(z, + yn)
Ynsr = (1/3)In(1+22 +¢2)+5

4.5 Nocién de compacidad

En primer lugar recordemos la nocién de subsucesion.

Definicién 4.13 Subsucecién

Sea {xp}new una sucesion en un espacio normado (E, || - ||). Consideremos
una funcion f: IN — IN estrictamente creciente, es decir, n < m = f(n) <
f(m). Entonces, la nueva sucesion {x ) }renv e llama subsucesién de {z,}
A menudo se anota ny = f(k) y asi la subsuceszon se anota como {xp, tremw-

Ejemplo 4.14 Las sucesiones siguientes

1 2n 1 2n+1 1 8n+7

{(—5) }neﬂva{(—§) fnenv Y {(——) Fnemv,

son subsucesiones de {(—1)" }nemv
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Ejemplo 4.15 La sucesién {z,} C IR? definida por

v = (1", (14 )"

no converge. Sin embargo la subsucesion {xs, },ev si converge y lo hace a
(1,e) € IR?. La subsucesion {Zs, ;1 nev también converge, pero a (—1,¢) €
IR%. Por otra parte la subsucesién {3, },ecv 10 co nverge.

Ejemplo 4.16 La sucesién z, = (27, %, —5) € IR? no converge. En este

caso {x, fnev 10 tiene subsucesiones convergentes.

Teorema 4.4 Sea {x, },ew una sucesion en un espacio normado. Entonces
{Znnew converge a x < toda subsucesion {xy, }rew de {xynew converge a
x

Demostracién: (<) Directo pues {z,, },ev s una subsucesion {z, } e
(=) {zn}new converge a x, entonces Ve > 0 IN € IN tal que

|z, —z||<e VYn>N

Sea {xy, }rew una subsucesiéon de {z,},en entonces Ik € IN tal que ny <
No < +++ < Ngp < Npyq < Npyo < .... Entonces

|zp, — || <e VE>K

Por lo tanto {z,, }remw converge a . O
El siguiente es un teorema fundamental en la topologia de IR

Teorema 4.5 (Teorema de Bolzano-Weierstrass en IR)
Sea {x,}ney C IR una sucesion acotada. entonces {x, e tiene a lo menos
una subsucesion convergente.

Demostracién: {z,},e;v € IR acotada implica que existen nimeros
reales ag y by ,(ag < by) tales que

T, € [ag,bo] :=1y VYn €N
Definamos

(l()—|—b0]
2

[f = [aOv
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entonces en alguno de los dos intervalos I; o I} existirdn infinitos términos
de la sucesién original {z,},env. Definamos I; = I; si es que en I; hay
infinitos términos de la sucesién, de lo contrario definimos I; = I;f. Luego
elegimos z,,, € I = [a1,b1]. Ahora consideramos los intervalos

Cl1—|—b1
2

Cl1—|—b1
2

] Iz+ :[ ,bl]

I2_ = [alv

Al igual que antes, en alguno de estos intervalos existiran infinitos términos
de la sucesion, y definimos I = I; si es que en I, hay infinitos términos de
la sucesién, o si no I, = I,7. Por la construccién de I pode mos escoger un
ny > ny tal que z,, € I,. Procedemos inductivamente:

Tenemos:

1.z, €l; i=1,....,kyn;>n;_y parai=2,...,k
2. En I, existen infinitos términos de la sucesion
3. ; CIjsii>jparai,j=1,..k

4. Si I(I;) denota el largo del intervalo I;, entonces {(I;) = 2% para
i=1,...k

Denotemos I, = [a, by] y consideramos los conjuntos

ay, + by
2

ayp + by

D) =]

‘[k_ = [aka 7bk]

Como en [; hay infinitos términos de la sucesién entonces alguno de estos dos
conjuntos contiene infinitos términos de la sucesién. Llamemos [} a alguno
de los que contenga infinitos términos, y elijamos ,,, € I;+1 con ngyq > ng.
De esta forma tendremos:

l.z,,€l; i=1,...,k+1yn;>n;_;parai=2,...,k+1
2. En [, existen infinitos términos de la sucesién
3. ; CIjsii>jparat,j=1,..,k+1

4o U(Ieyr) = B
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Hemos generado de esta forma una sucesién {x,, }remv, que es una subsuce-
sién de {z, }nenv. Esta sucesion es de Cauchy pues

[Ty, — T — 0 cuando k,j — oo

| < omin{i,j}
y por lo tanto converge. 0
En dimensiéon N tenemos lo siguiente:

Teorema 4.6 (Teorema de Bolzano Weierstrass en IR")
Toda sucesion acotada en IR" tiene a lo menos una subsucesion convergente

Demostracién En el caso N = 2:{x,},e;v € [R?® Anotemos z, =
(z}, 22).{x, }nev acotada implica que existen nimeros reales a y b, (a < b)

tales que
T, € [a,b] X [a,b] Vn € IN

Por lo tanto {zl},cv C [a,b] y por el teorema anterior, esta sucesién de
reales tiene una subsucesién convergente que la denotaremos {z, }remw ¥
z;, — ' € IR. De esta manera la sucesién {,, }renv tiene su primera
componente convergente. Luego {z} }rew C [a,b] y por lo tanto tiene una
subsucesion convergente xflkl digamos que a 2° € IR

— z°

Lny,

pero también se tiene que

ot

nki

pues {z,, } es subsucesién de {z,, } que ya era convergente.

Por lo tanto la sucesién {xnki}iew es una subsucesion de {z,},en cuya
primera coordenada converge a x' y su segunda coordenada converge a 2.
Concluimos de esto que x,, — (z',2?).

Para el caso N general se procede de manera anéloga, eligiendo primero una
subsucesion cuya primera componente converge, luego a esta subsucesién se
le extrae una subsucesion que tendrd sus dos primeras componentes conver-
gentes y asi sucesivamente se escogen subsucesiones secuencialmente hasta
obtener una subsucesién con sus N componentes convergentes (lo que asegura
la convergencia de la subsucesion). U
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Definicién 4.14 Conjunto Compacto

Sea (E,||]]) un espacio normado. Un conjunto A C E se dice compacto si
toda sucesion en A tiene a lo menos una subsucesion convergente en A, es
decir

Wantnew €A Hay, brew tal que ©,, — x cuando k — oo
y ademas x € A.

Teorema 4.7
En (R |-l2) y A S R"
A es compacto < A es cerrado y acotado

Observacién 4.8 Recordemos que una caracterizacion de un conjunto cer-
rado es que
A cerrado < {x,}herv € Ay 2, — x entonces z € A.

Demostracién(<) Sea {z,},ew € A. Como A es acotado, existe una
subsucesién de {z,} que converge a un punto x y como A es cerrado, x € A.
(=) Sea {z, }new C A una susecién que converge a z. Como A es compacto,
{Zn}new posee una subsucesién convergente en A y como ya sabemos que
{&p}new converge entonces tiene un solo punto de acumulaccién que tiene
que ser x y por lo tanto = € A.

Si que A no fuese acotado, siempre seria posible encontrar una sucesién
{Zp}new tal que ||z,11 — z,|] > 1 para todo n € IN. Tal sucesién no puede
tener subsucesiones convergentes, pues ninguna subsucesion es de Cauchy.

Observacién 4.9 Esta caracterizacién de conjuntos compactos puede ex-
tenderse a todo espacio de dimension finita, pero en dimensién infinita es
falsa

Ejemplo 4.17 En el espacio de Banach (C([0, 1], IR), ||-||c) consideremos la
siguiente sucesion:

o
AN

0 ,

r <
— — n+l
£1(2) I+ m+1)(nr—-1) g <z<y
n\T) = 1 1
l—-(n—1)nz—-1) ,- <2< —5
0 ,ﬁgxgl

Para esta sucesion se cumple que:
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o ||fn||oo:1 Vn € IN
o ||fu— forillo=1 VnelN

o |l fo—fillo=1 Vn#k

Entonces { f,,} no converge y ninguna subsucesién puede hacerlo, pues no son
de Cauchy.

Esto muestra que en (C([0,1],IR),||'||«) hay sucesiones acotadas que no
tienen subsucesiones convergentes. En particular mostramos que B = B(0, 1),
la bola unitaria cerrada, no es compacta.

4.6 Consecuencias de la compacidad

El primer teorema tiene que ver con la siguiente pregunta basica:
Consideremos f : A C F — IR. ;Es f una funciéon acotada inferiormente
y de serlo, existe un minimo para f, es decir, existe x € A talque f(x) =

inf,ca f(y)?
Los siguientes teoremas nos dan una respuesta:

Teorema 4.8

Sean FE y F dos espacios de Banach. Sea f : A C E — F wuna funcion
continua con A C E compacto. Entonces f(A) = {f(z) e F:x € A} CF
es compacto.

Demostracién Sea {y,},env € f(A) una sucesién cualquiera en f(A).
Por la definicién de f(A) se tiene que Vn € IN existe z,, € A tal que f(z,) =
yn. Como A es compacto, existe {z,, }remw subsucesion de {x, }nemw, tal que
z, — = € A. Por la continuidad de f, tenemos también que f(z,,) —
f(z) € f(A) cuando kK — oo y por lo tanto {yn, }rew €s una subsucesién
convergente de {y,} y su limite es f(z) € f(A). Concluimos asi que f(A) es
compacto. [

Teorema 4.9
Sea (E,||-||) un espacio de Banach y A C E.
Si f: A— IR es continua y A es compacto entonces eziste T € A tal que

f(z) < f(x) Ve e A
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Demostracién El conjunto f(A) C IR es compacto y por lo tanto acota-
do en IR, por lo tanto su infimo es finito. Sea ¢ > 0, por definicién de infimo
dz. € A tal que

yigj;f(y) < flze) < yiggf(y) +e

Eligiendo ¢ = % construimos una sucesién {x, },env tal que

VYm >n

|f (@m) — inf f(y)] <

yeA

S|

es decir, f(z,) — infs f. Como {z,},ew € Ay A es compacto, existe
una subsucesion {z,, }renv que converge a & € A. Como f es continua,
f(xn,) — f(z), y como {zy, }rew es subsucesién de {z,}n,cmw entonces
f(xn,) — infy f. Gracias a la unicidad de los limites, se concluye que
f(z) =infy f. O

Corolario 4.1 Si f es continua y A es compacto, entonces existe T tal que
f(z) > f(x) Ve e A

Los resultados anteriores se pueden resumir en la siguiente frase: ”"toda
funcién continua sobre un compacto alcanza su maximo y su minimo”.
La siguiente consecuencia, ya fue anunciada:

Teorema 4.10 En IR" todas las normas son equivalentes.

Demostracion Basta demostrar que cualquier norma es equivalente a la
norma euclideana.
Sea [|-|| una norma cualquiera en R"
Siz € IR", x se escribe como x = > | x;e;, donde {e;}_; es al base canénica
de R" y {x;}; C IR entonces

n n n

2

lzll < D _llwieill = Y laillledll < llallzy| D llesl
i=1 i=1 i=1

La ultima desigualdad en esta expresion se obtiene aplicando la desigualdad
de Cauchy-Schwartz a los vectores (|z1], ..., |z,]) v (|le1ll, -, [|enl])-
Definiendo la constante ¢ = (Z:;."”:1||e,~||2)1/2 tenemos que

|lz|| < o2 Yz € IR"
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Lo anterior muestra que la funcién ||-|| : (R",]|-||]2) — IR es continua, en
efecto sea {x, }pey una sucesién que converge a x en (IR",||-||2) , es decir,
|zn, — || — 0 cuando n — oo entonces

llzall = [llll < llzn =zl < caflzn — 22 — 0

por lo tanto ||z,| — ||z|| cuando n — oc.

Sea S = {z € R" : ||z|]|a = 1}. Este es un conjunto cerrado y acotado
en (IR",||-]|2) y por lo tanto es compacto. Por el teorema anterior, existe
entonces z € S tal que

|z < ||zl VzesS
Sea x # 0 € IR", entonces
x
—c S
]|

y por lo tanto

_ x _
2l <M==l = llzllizlls < ll=f] vz e R
]l
Definiendo ¢; = ||Z|| obtenemos entonces que

allzlly < llzll < ezl Vo e R
concluyendo asi la demostracién. 0

Definicién 4.15 Sean (E,||-||g) y (F,||-]|r) espacios vectoriales normados.
Sea f: ACFE — F. f esuniformemente continua en A si

Ve>030>0 tq.llz—ylle<d=|f(z)—fylr<e
Observacién 4.10 f uniformemente continua en A = f continua en A
Finalizamos el capitulo con el siguiente teorema
Teorema 4.11 Sean (E,||-||g) v (F,||||r) espacios vectoriales normados.

Sea f: ACFE — F continua y A compacto. Entonces f es uniformemente
continua en A.
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Demostracién Supongamos que f no es uniformemente continua en A.
Entonces

Je>0V6 > 03w,y € Atq. ||lv —ylle < A || f(z) — F)llr > €

Sea n € IN, tomamos 6 = 1/n > 0y escogemos z,,y, € A tales que

o = alls < A L) = Fn)lle > ¢

Como {z,}new € Ay A es compacto, existe una subsucesion {x,, tren de
{Zy }nev que converge a un x € A. A su vez la sucesion {y,, trew C A posee
una subsucesion {y,, hew convergente, y,, — y € A. Notemos que {zy, }
es una subsucesién de {z,, } t por lo tanto también converge a z. Lo anterior
implica que (xnkl - ynk,) — (2 — y) cuando | — oo, pero por otra parte
tenemos que

1 1
Hxn - yn“E <-VnelN = ||xnkl - ynkl“E < — >0
n N,

es decir, (xnkl — ynk,) — 0 cuando | — oo lo que implica que z = y.
Por la eleccién de las sucesiones tenemos que

1f (@) = f(m Mlp >e Vi€ N

Tomando limite cuando | — oo y gracias a la continuidad de f obtenemos
que

1f(x) = fW)lr>e>0

lo que es imposible pues x = y. 0]
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4.7 Ejercicios

1. Dados dos conjuntos A, B en un espacio vectorial normado E, de-
muestre
(a) int(A N B) = int(A) N int(B)

(b) int(A) Uint(B) C int(A U B) (dé un ejemplo donde no hay igual-
dad)

(c) adh(AU B) = adh(A) U adh(B).

(d) adh(ANn B)) C adh(A) Nadh(B) (dé un ejemplo donde no hay
igualdad).

(e) adh(A) =int(A) U Fr(A).

(f) AC B=int(A) Cint(B) y adh(A) C adh(B).
(g) int(A) N B = ¢ < int(A) Nadh(B) = ¢.

(h) adh(A) = E y int(B) N A = ¢ = int(B) = ¢.
(i) int((A%)) = (adh(A))°.

()

2. Sean A, B C IR". Se define A+ B={% / T=d+b,ac Abe B}.

(adhA?) = (int(A)°).

(a) Demuestre que A + B es abierto si A es abierto

(b) Dé un ejemplo en IR donde A y B sean cerrados pero A + B no
sea cerrado.

3. Verificar que el conjunto

A={(z,y) € R*: 2> + zy < z} es abierto en IR

4. Encontrar en IR? un conjunto que no sea abierto ni cerrado.

5. Considere el espacio vectorial C'([0,1], IR) de las funciones continuas
f :[0,1] — IR. Definamos la sucesién {f;} por:

1 siz€[0,1/2]

fe=4 2"z —-1/2)+1 size[l/2,27%+1/2]
0 size27F+1/2,1]
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(a) Verificar que f, € C([0,1], R) Vk € IN.

1
(b) Se define la norma || - ||y en C([0,1], R), como ||f]|1 = [ |f(z)|dz.
0

Demuestre que para esta norma {f;} es de Cauchy y no es con-
vergente.

(c) Sea A([0,1], IR) el espacio vectorial de las funciones acotadas de
[0,1] en IR, dotado de la norma || ||, definida por ||f|le =

sup |f(x)|, demuestre que {fi} es convergente en este espacio.
x€[0,1]

6. Sea d la distancia en IR", asociada a alguna norma en R" (d(z,y) =
|z —vy||). Sean A C IR" y B C IR™ dos conjuntos no vacios, demuestre:

(a) C={z € R"/d(x,A) = d(x, B)} es cerrado

(b) D = {z € IR"/d(xz,A) < d(z,B)} es abierto donde d(z, A) =
inf{d(z,y)/y € A}.

(c) Si Ay B son cerrados y disjuntos entonces existen dos abiertos
no vacios U y V talesque ACUy BCVyUNV =¢.

7. Sea E el espacio vectorial de los polinomios de una variable real con
coeficientes reales. Definamos la funcién || - || : £ — IR por

|lp|| = max_ |p(z)| para todo p € F
z€[0,1]

(a) Demuestre que || - || es una norma en el espacio F.
Hint: Use que un polinomio tiene exactamente tantos ceros como
el grado, excepto si es el polinomio nulo.

(b) Considere la funcién ¢; : E — IR definida por
l1(p) :==p(1/2) para todop € E

Demuestre que:

i. la funcién ¢; es lineal y verifica la desigualdad:
JK € IR tal que |[¢1(p)| < K||p|| para todo p € E

ii. La funcién ¢; es continua.
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10.

11.

12.

13.
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(c) Demuestre que si {py} es una sucesién en E convergente a un
polinomio p entonces

pr(z) — p(z) VYx € |0,1]

(d) Considere la sucesién {p;} en E definida por py(z) = z¥ y de-
muestre que
i. ||pk|| =1 para todo k € IN.
ii. {pr} no tiene punto de acumulacién.

iii. B(0,1) en £ no es compacta.

. Sea T una funcién tal que T* es contractante. Demuestre que T tiene

un tnico punto fijo.

Sea || || una normaen el e.v. E'y {a;} una sucesién de Cauchy respecto
de dicha norma. Demostrar que si || ||2 es otra norma en E equivalente
a || ||1, entonces {ax} es sucesiéon de Cauchy también respecto a la || ||o.
Si E es Banach respecto a || ||; se puede decir que es Banach con || ||2?

Demuestre que dos sucesiones de Cauchy (zx) y (yr) en IR™ tiene el
mismo limite ssi klim |lzr — ye|| = 0.
—00

Sean A, B C IR*. Se define A+ B = {z/x =a+b,a € A,b € B}.

(a) Demuestre que A + B es compacto si A y B son compactos.

(b) Demuestre que si A y B es cerrados y A(oB) acotado entonces
A+ B es cerrado.

Demuestre que si A es un conjunto compacto y B C A, entonces B =
adhB es un conjunto compacto.

a) Si {A;}ienv es una familia decreciente de conjuntos compactos (no

vacios) en un e.v.n, demuestre que [ A; # ¢.
i€V
b) i) Dé un ejemplo en IR de una familia decreciente de conjuntos
acotados (no vacios) cuya interseccién sea vacia.
ii) Dé un ejemplo en IR de una familia decreciente de conjuntos cerrados

(no vacios) cuya interseccién sea vacfa.
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14.

15.

16.

17.

18.

Sea X un espacio vectorial normado, y sean A, B C X cerrados y sean
C,D C X compactos. Probar que

(a) Sid(C,D)= inf ||z —y|| =0 entonces C'N D # 0.

xzeC,yeD

(b) Si d(A,B) = inf 5 |z — y|| = 0 entonces no necesariamente
S

ANB#0.

)

Sean (X, ||-|lx) v (Y, ||-|ly dos espacios vectoriales normados. Definimos
(X x Y,|| -||) como el espacio vectorial normado donde (z,y) € X X
Y<=zreXAyeY ylanormaen X XY se define como ||(z,y)| =
|z||x + |lylly. Sean A C X y B C Y compactos. Demuestre que
entonces A x B es compacto en X X Y.

Sea U = IR™, es decir, el espacio de las sucesiones. Considere en U la
norma

1Z] = sup{[l, /i € IV}

Indique cual(es) de los siguientes conjuntos son compactos. By(0,1) =
{Z e U/|z;| <1,Vi e IN}

B (0,1) = {# € U/|z;| < ,Vi e IV}

By(0,1) ={Z € U/|z;| =1,Yi € N}

Demuestre que en IR", ||-||, es efectivamente una norma para 1 < p <
0o. Para ello le serd 1til demostrar primero la siguiente desigualdad de
numeros reales: (Desigualdad de Minkowsi) Sean p,q € (1,+00) tales
que%—l—%:l. Ya,b>0

1 1

ab < —a” + -b?

p q

Para probar esto recuerde que log es una funcién concava e inyectiva.

Sea F un e.v.n. Una funcién f : F — IR es continua en xg si

Ve >030 >0 ||z —z0l] < 0= |f(z) — f(xg)| <e &

Ve > 036 > 0 B(xo,6) C fH(B(f(z0,¢)))

Sea L : E — IR una funcién lineal. Demuestre que las siguientes
proposiciones son equivalentes.
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(a) L es continua en F.
(b) L es continua en 0 € E.

(c) sup % = sup |Lz| < +o0

reE,x#0 [|lz||<1

Sea E'={L:FE — IR/L es lineal y continua} este conjunto se conoce
como espacio dual de E. Pruebe que E’ es un espacio vectorial, y que
Lz
|L||zr = sup u = sup |Lz|
r€E,x#0 ||I‘| [|lz]|<1

define una norma en E’. Pruebe también que E’ es un espacio de
Banach. (Aunque E no lo sea).

19. Demuestre la suguiente caracterizacion de espacios de Banach. Sea E
un e.v.n.

E es un espacio de Banach

si y sélo si

(Wzptnew CE Z“le < oo = Zx, converge en E)

=1 i=1
Indicacién: Para la implicacién (<), dada una sucesién de Cauchy
o0
{#n}new en E, construya una subsucesion {z,, }ren tal que > ||z, —
k=1

Tp, || < co. Luego concluya.

20. Muestre que la ecuacién integral

1 1
u(r) = 5/ e " Yeos(uly))dy
0
tiene una y sélo una solucion en el espacio C([0, 1], IR). Para ello defina
el operador

1

Flu)(a) = 3 / eV cos(u(y))dy

y demuestre que es contractante. En C([0, 1], IR) use la norma del
supremo.
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21. Considere la ecuacién integral

u(z) =5+ /Ox sin(u(s) + x)ds

Muestre que la ecuacién posse una y solo una solucién en C'([0,1/2], IR)
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Capitulo 5

Complementos de Calculo
Diferencial

5.1 Teorema de la Funciéon Inversa

Motivacién: Sea L : IR™ — IR"™ una funcion lineal. Para que L sea biyectiva
es necesario y suficiente que la matriz asociada (matriz representante) sea
invertible, y en este caso la matriz representante de la funcién inversa serd
la inversa de la matriz representante de L.

Si Lxzy = by y queremos resolver la ecuacién Lx = by + Ab, la solucion serd

Tr =1xy+ Ar = L_lb() + L_lAb

Cuando F' : Q — IR" es diferenciable, F' es localmente como una funcién
lineal (afin), y por lo tanto es razonable pensar que la biyectividad local de
F' esté relacionada con la biyectividad de su aproximacion lineal.

Teorema 5.1 (Teorema de la Funcién Inversa)
Sea F : Q C IR" — IR"™ una funcion de clase Ct. Supongamos que para
a €, DF(a) (Jacobiano) es invertible y que F(a) = b. Entonces

1. Ezisten abiertos U y V de IR" tales quea c U, beV y F:U —V es
biyectiva.

2. 8iG:V = U es la inversa de F, es decir, G = F~!, entonces G es
también de clase C* y DG(b) = [DF(a)]™".

Antes de dar la demostracién veremos algunos ejemplos.

137
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Ejemplo 5.1 Sea F(z,y) = (z? + Iny, y* + zy?), entonces F(1,1) = (1,2)
Consideremos la ecuacién F'(z,y) = (b, bo)

2> +Ilny = b
v +xy’ = b

con (by, be) "cerca’de (1,2).

oren = (35 0, )

y® 2y + 3xy?

evaluando el Jacobiano en (x,y) = (1,1) obtenemos

DF(1,1) = (f é)

que es una matriz invertible!.

Concluimos entonces, gracias al teorema de la funcién inversa que la ecuacién
tiene una y solo una solucién (z(by, bs), y(by, b2)) para cualquier (b, by) cer-
cano al punto (1,2). Més atn (z(by,bs), y(b1,b2)) estd cerca de (1,1) y de-
pende de (b1, bs) de manera diferenciable.

Ejemplo 5.2 Cambio de coordenadas esféricas:

r = rsin¢gcosf
y = rsin¢sinf
Z = Trcos¢

Llamaremos ® al cambio de variables. El Jacobiano de la transformacion en
el puntor =1,¢p =7n/4,0 =mw/4 es

/2 —1/2  1/2
DO(1,7/4,m/4) = 1/2 1/2  1/2
V2/2 0 —V/2/2

Esta matriz es invertible pues su determinante es igual a v/2/2. En general
se tiene que |D®(r, 0, ¢)| = r?sin ¢ que es distinto de cero excepto sir =0 o
si sin ¢ = 0. Por lo tanto, salvo en el eje z la transformacion @ es localmente
biyectiva.

Previo a la demostracion del teorema, recordemos tres resultados que
seran de utilidad.
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1. En M, +,(IR) consideramos la norma

n n
2
ZZ%’

i=1 j=1

|Al|F = (Norma de Frobenius)

Entonces ||Az||2 < ||A||p||z||2 si 2 € R, A € Myup.
Ademds ||AB||r < ||Al|r||B||F, si A, B € My,

2. Corolario del teorema del Punto Fijo de Banach: Si (E,||-||) es un
espacio de Banach,C' C E es un conjunto cerrado y F': C' — C' es una
funcién contractante, entonces existe un tinico z € C tal que F(z) = x.

3. Teorema del valor medio: Sea F' : U — IR" de clase C!, U un con-
junto convexo.Si ||DF;(x)|| < A; Vx € U, entonces ||F(z) — F(y)|| <

VAT A2z —y|| Va,yeU.
En realidad se tiene que si [DF(2)]| < € Va € U entonces [|F(x) -
F(y)|| < Cl|lz — yl|, pues

1F(z) = Fy)ll = II/0 DF(tz + (1 =t)y) - (x — y)dt|]

< [IpF+ 0=t @ =yl

IN

1
[ 1P+ (1= )l -yl
0
< Cllo—y)

Demostracién (Teorema de la Funcién de Inversa)
Observemos que si F es de clase C! entonces la funcién

DF:Q — M,
r — DF(x)

es continua pues

IDF@) = DF e = [ 5 1550 - 52 o)

i=1 j=1
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y como todas las derivadas parciales son continuas, dado ¢ > 0, existen

d;; > 0 tales que ||z —xzo|| < 0;; = |6f1( )— g—ﬁ_(xoﬂ < =, entonces escogiendo

6 = min;;d;; > 0 tenemos que ||z — x| < § = [[DF(x) — DF(x0)||r <
n?(z)?=e.

Queremos demostrar que existen abiertos U y V tales que F' : U — V es

biyectiva, lo que se puede expresar en otras palabras como: Dado y € V

existe un unico z € U que es solucién de la ecuacién F(z) = y. Ademéds

Flz)=y < y—F(z) = 0
& DF(a) Yy — F(x)) = 0 pues DF(a) es invertible
& z+DF(a)(y—F(z)) = =

Entonces dado y € V, resolver la ecuacién F(x) = y es equivalente a encon-
trar un punto fijo a la funcién ¢, (z) = x + DF(a)™'(y — F(z)) Como DF es
continua en a, existe ¢ > 0 tal que

1
2RI DF(@) e

Para probar que F' : B(a,e) — IR" es inyectiva, basta probar que ¢, es
contractante, en efecto F'(z1) = yAF(x2) =y = ¢, (r1) = 21 Apy(22) =22y
si ¢, es contractante entonces ||, (z1) —p, (z2)|| < C|lz1 —22|| = ||21 —22|] <
Cllz1 — 2] y como C' < 1, x1 = xo.

Observemos que ¢, es de clase C*. Para probar que es contractante acotamos
la norma de su derivada:

r € B(a,e) = ||DF(z) — DF(a)||r <

Dy,(z) =1 — DF(a) 'DF(z) = DF(a) "(DF(a) — DF(x))
donde I es la matriz identidad de n x n.

1
IDey()llF < [IDF(a) H|p|DF(a) — DF(z)|F < NG
la dltima desigualdad es vilida si z € B(a,¢).
Entonces como B(a,¢) es convexa y || D(p,)i(z)|| < ﬁ para i = 1,...,n
obtenemos

n

2(2}) ! Slo— 2l Vo= € Bla,e)

ey () = ey (2] < |l — =]
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Si definimos U = B(a,e) y V = F(U), entonces F : U — V es biyectiva.
Veamos que V es abierto.
Seay € Vy € Bla,c) tal que F(z) = y. Hay que demostrar que existe
p > 0 tal que si y € B(y, p) entonces existe x € U tal que F(x) =y & x =
@, (), es decir, B(g,p) C F(U) =V.
Sea r > 0 tal que B(7,2r) C U,y x € B(Z,7)

py(r) =z = @y (z) = (@ +DF(a)" )y — F(z))) + DF(a)"'(y — 9)
= py(r) — () + DF(a)il(y )

y por lo tanto
ley(x) =2l < lley(@) — ey (@) + | DF(a) *(y — 9)l
< Slle—all+ 1DF @ lly - 5l
Si escogemos p = 7/(2||DF(a)™}||r) tendremos que Yy € B(y, p) la funcién
@y : B(z,r) — B(z,7)

es una contraccién y por lo tanto tiene un tinico punto fijo € B(z,r) C U
tal que

py(r) == F(z)=y

Concluimos asi que B(7, p) C V, es decir, V es abierto.

Resta estudiar la diferenciabilidad de la funcion inversa. Sean y,y +k € V
entonces existen dnicos z,z + h € U tales que y = F(z) yy+ k= F(z + h)
entonces

FYy+k)—F'y)—DF(z)'k=h—DF(z)""'k =
DF(z) *(F(x+h) — F(z) — DF(z)h

Por lo tanto

ﬁllFl(y +k) - F'(y) — DF(z) k| <
DR ()~ LR = F(z) = DE@)A] |2

17l 1&]
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Probaremos ahora que ||h||/||k]] < C < oo lo que implica que h — 0
cuando k — 0 y como F' es diferenciable en el punto z, el lado derecho de
la desigualdad anterior tiende a cero cuando k& — 0, obligando asi a que el
lado izquierdo tienda a cero también, lo que por definicién significa que F !
es diferenciable en y y

DF~'(y) = [DF(x)] "

Se sabe que
|h = DF(a)"'k|| = |lh— DF(a)™ (F(z +h) = F(x))]|
= ||h+2—DF(a) " (F(x+h) —y) —x+

DF(a) ' (F(z) — y)l|
loy(z +h) — ¢y (z)]]
1
Sl

IN

por lo tanto
|A]] = IDF(a)"'k|| < ||h — DF(a) k|| < 1/2[A]
lo que implica que
1/2||h|| < IDF(a)~'k[] < [|DF (a) | |[£]

es decir,
Ll < 2||DF(a) '] < o0

que es lo que se queria probar.

La continuidad de DF~Y(y) = [DF(F~(y))]"! se obtiene de la regla de
Cramer para obtener la inversa de una matriz. Para una matriz invertible A
se tiene que

[cofactores A"

1

~ det(A)
y donde ”cofactores A”es una matriz formada por los distintos subdetermi-
nantes de A que se obtienen al sacarle una fila y una columna a A. Entonces
como F' es continuamente diferenciable, sus derivadas parciales son contin-
uas, y gracias a la formula de Cramer las derivadas parciales de F'~! serdn
continuas también pues son productos y sumas de las derivadas parciales de
F y cuociente con el determinante de DF (F~'(y)) que es distinto de cero y
continuo por la misma razon. 0
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5.2 Teorema de la Funcion Implicita

Supongamos que se tiene una funcién f : IR* — IR, y consideremos una
ecuaciéon de la forma

fw,y) =0

Es entonces natural hacer la siguiente pregunta: Es posible despejar y en
funcion de z7?
Supongamos que si, es decir, existe una funcién y(z) que satisface

fl,y(x)) =0

supongamos ademés que f e y(z) son diferenciables, entonces podemos derivar
la ecuacién anterior con respecto a x:

of  o0fdy _
ox + oy dv 0
0 sea
dy  0f/0x

= — Derivacién implicita

dr  0f oy P

Notemos que para poder realizar este calculo es necesario que Of /0y sea
distinto de cero..

Ejemplo 5.3 Consideremos la siguiente ecuacién
=1

Es posible despejar y en funciéon de z7? Evidentemente la respuesta a esta
pregunta es que no es posible despejar globalmente una variable en funcion
de la otra, pero si (zg,yo) es un punto que satisface la ecuacién, es decir,
2+ y2 = 0y ademds yo # 0, entonces es posible despejar localmente y en
funcién de z (es decir, en una vecindad de (zg,yp)). Ademds derivando la
ecuacion se tiene que

dy

d
2x+2y%20 .

de _Q
Sin embargo si yp = 0 es imposible despejar y en funciéon de x en torno al
punto (o, yo)-
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Ejemplo 5.4 Consideremos ahora un caso mas general que el anterior. Supon-
ga que se tienen las variables zy, ..., z,, € y1, ..., y, relacionas por n ecuaciones
(sistema de ecuaciones),

Fi(x1, ...tm,y1, -.yn) =0, i:1,... nEsto se puede escribir como

F:R"xIR" — IR"

Fi(x1, oty Ty Y1y ooy Yn)

(1, oy Ty Y1y oy Yn) = Fx,y) = :
Fo(x1, ooy Ty Y1y vy Yn)

Entonces F(1, ..., Tm, Y1, ..ry Yn) = 0.
Es posible despejar las variables y, en funcion de las variables 7 Es decir,
existen funciones y;(z1, ..., 7y), 7 = 1,...,n tales que

F(zy, oy @m, (21, ooy Ta)y ooy Yn (T2, ooy T) ) = 0.

Veamos el caso particular de un sistema lineal. Sea L una matriz L = [AB] €
M« (n4m), y consideremos el sistema

Ax+ By =0
En este caso es posible despejar y en funcién de x cuando B es invertible:
y(r) =B 'b— B 'Ax

Teorema 5.2 (Teorema de la Funcién Implicita)
Sea F: Q C IR™™ — IR"™ una funcion de clase C', y sea (a,b) € R™ x IR"
un punto tal que F(a,b) = 0. Escribimos entonces

DF(a,b) = [D,F(a,b) D,F(a,b)]

y supongamos que Dy, F(a,b) es invertible. Entonces existen conjuntos abier-
tos U C R™™ W C IR™ con (a,b) € U ya € W tales que para cada x € W
existe un unico y tal que (z,y) € U y

F(z,y)=0
esto define una funcion G : W — IR™ que es de clase C' y que satisface
F(z,G(xz)) =0, VezeW

ademds DG(x) = —[D,F(z,G(z))| ' D, F(z,G(x)) para todo x € W y evi-
dentemente G(a) = b.
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Al igual que en el teorema de la funcién inversa veamos un ejemplo antes de
dar la demostracion del teorema.

Ejemplo 5.5 Considere el sistema de ecuaciones

7% + sen(y) + cos(yz) —w® —1=0

7® + cos(yz) +sen(z) —w? — 1 =0

a) Muestre que es posible despejar (y, z) en funcién de (x,w) en una vecindad
del punto (g, yo, 20, wo) = (0,0,0,0). Calcular %(0,0).

b) Es posible despejar (z, y) en funcién de las variables (z, w) en una vecindad
de (0,7,0,0)? Que se puede decir de despejar (z,w) en funcién de (y, z)?
Solucién:

a) Para este problema se tiene que la funcién F' es:
F(z,y,z,w) = (£?+sen(y)+cos(yz) —w3 — 1,23 +cos(yx) +sen(z) —w? —1).
Entonces F es de clase Ct y F(0,0,0,0) = (0,0). Ademés

8F1/8y 3F1/82>

B _ [cosy —sen(yz)z —sen(yz)y
D(y,z)F(xa Y, 2, w) = <8F2/ay OFy )0z

‘( sen(y)r  cos(z) )

luego

10
D(y,z)F(0,0,0,0) = (0 1)

que es invertible. Luego, gracias al terorema, es posible despejar (y,z) en
funcién de (z,w) de manera diferenciable en una vecindad del punto (0,0).
Si derivamos las ecuaciones con respecto a x obtenemos

o 0z 0
2r + cos(y)a—?; — cos(yz)(y% + za—‘z) =0
dy 0z
2 vy -~ -
3z sen(y:(;)(ax:(: +y) + cos(z) o 0

evaluando en el punto (0,0,0,0) se tiene que dy/dz(0,0) = 0.
b)En este caso se tiene que F'(0,7,0,0) = (0,0) y

2z cos(y) — sen(yz)z
De) F'(w,y,w, 2) = <3x2 —sen(yx)x
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por lo tanto

0 -1
D(%y)F(O?ﬂ—vaO) = (0 0 >

esta ultima no es una matriz invertible por lo que el teorema no es aplicable.
Si se quisiera despejar (z,w) en funcién de (y, z) debemos observar la matriz

2r  —3w?
D(x,w)F(xayazaw) = (31‘2 —2?1})

que tampoco es invertible en los puntos (0,0,0,0) y (0,7,0,0), por lo que
nuevamente el teorema no es aplicable.

Demostracién (Teorema de la Funcién Implicita)
Definamos la funcién

f:QC R 5 R
(z,y) — flz,y) = (z,F(z,y))

que es evidentemente una funcién de clase C! gracias a que F lo es. Su
Jacobiano en el punto (a,b) es

Df(a.b) = <Df}?f§f b) DyFO(a,b)>

que es invertible ya que por hipétesis D, F'(a, b) lo es. Ademés f(a,b) = (a,0).
Podemos entonces aplicar el Teorema de la Funcién Inversa a la funcién f.
Existen abiertos U,V C IR"™™ tales que (a,b) € U, (a,0) eV y f:U =V
es biyectiva con inversa de clase C!. Definamos ahora el conjunto W = {z €
IR™/(z,0) € V'}, entonces a € W y W es un conjunto abierto de IR™ pues
V' es abierto (Ejercicio: Demostrar que W es abierto). Luego, para cada
z € W la ecuacién f(z,y) = (z,0) tiene un unico par (z,y.) como solucién,
es decir,

(2., F(z.,y.)) = (2,0)

esto tltimo implica que x, = z y por lo tanto F(z,y) = 0. Como y, es inico
dado z, esto define una funcién G(z) = y,. Evidentemente G(a) = b, y

(z,9:) = f 1(2,0) = (2,G(2))
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De esta forma, G es la funcién que estamos buscando y como f~! es de clase
C!, entonces la ecuacién anterior dice que G es de clase C! también. Se tiene
que G satisface la ecuacién F(z,G(z)) = 0, y como F y G son de clase C*
podemos calular al Jacobiano de G usando esta ecuacién y la regla de la
cadena

D,F(z,G(2))Lxm + DyF(2z,G(2))DG(z) =0
de donde se obtiene el resultado
DG(z) = —[D,F(z, G(z))]’leF(z, G(z))

para todo z € W. O

5.3 Geometria y Multiplicadores de Lagrange

La pregunta basica que queremos responder en esta seccion, es cuando una
ecuacién como g(z,y, z) = 0 define una superficie?
Los dos ejemplos siguientes son muy elocuentes

122 +y?+22-1=0
2. x(z—2+y*) =0

1. ciertamente es una superficie (es la supercicie de la esfera de radio 1y
centro en el origen). Sin embargo 2. no es una superficie.

Este ejemplo nos muestra que la respuesta es local. El problema con la
superficie 2. ocurre en el punto (0,0, 0) donde Vg(0,0,0) = (0,0,0).

En general, si el punto (z, yo, 20) es tal que g(zo, Yo, 20) = 0y Vg(zo, vo, 20) #
0 entonces la ecuacién g(z,y,z) = 0 define una superficie, al menos en una
vecindad de (zg, 4o, 20); en efecto, si Vg(zo,vo,20) # 0, entonces alguna
derivada parcial es no nula, supongamos sin perdida de generalidad que

0
—g(xo,yo,zo) #0

Ay
entonces, por el teorema de la funcién implicita, es posible despejar y en
funcién de (z,z), es decir, podemos escribir y = y(z, z), y por lo tanto el
conjunto S = {(z,y,2)/g(x,y, z) = 0} es localmente el grafo de una funcién,
es decir, es una superficie.
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Definicién 5.1 (Espacios Normal y Tangente)
Sea g : IR* — IR una funcién diferenciable. Sea (xo,yo, z0) tal que

g(x(]vyOvZO) =0,

y supongamos que YV g(xo, yo, 20) # 0. Llamemos S a la superficie que define
la ecuacion g(x,y,z) = 0 en torno a (zo, Yo, 20). Se define el Espacio Normal
a S en el punto (xg, yo, 20) como el espacio vectorial generado por el gradiente
de g en el punto (xo, Yo, 20) y se denota Ng(xq, Yo, 20)-

Ny(0, 90, 20) = (Vg(20, %0, 20))

El Espacio Tangente a S en el punto (xg,yo, 20) se denota Ty(xq, yo, 20) y se
define como el ortogonal del espacio normal

Ts(x()vaaZO) = ]\[s(xﬂvy()azo)L = {(x,y,z) € R3/($,y,2) ’ V9($07y07 ZU) = 0}

Observacién 5.1 Los espacios tangente y normal, son espacios vectoriales,
y no pasan necesariamente por el punto (o, ¥o, 2o)-

Con la definicién anterior, si ¢ : I C IR — IR® es una funcién tal que
o(t) €S Vt,y o(0) = (zo,yo, 20), entonces o' (0) € Ty(zo, Yo, 20)-

Es posible alcanzar cada v € Ty(z0, yo, 20) de esta forma, con una funcién o
adecuada?

Supongamos que Vg(xg, Yo, 20) # 0. Sea v € Ty(xo, yo, 20). Elijamos b # 0 de
manera tal que b L ({v, Vg(xq, yo, 20)}); siempre existe tal b pues el espacio
vectorial ({v, Vg(xg, yo, 20)}) tiene dimensién 2. Consideremos el sistema de
ecuaciones

9(x,y,2)
(x_xﬂay_yﬂvz_zﬂ)'b =0

el Jacobiano del sistema anterior en el punto (g, yo, 29) €s

<39/5$($oayo,zo) 39/3y($0,y0720) 39/32(150,%,20))
b, by b,

Como b L Vg(zo,yo, 20), la matriz Jacobiana tiene rango 2, y por lo tan-
to siempre es posible escoger dos columnas tales que la matriz resultante
sea invertible. El teorema de la funcién implicita nos asegura entonces que
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podremos siempre despejar dos variables en funcion de una. Supongamos
sin perdida de generalidad que es posible despejar (y,z) en funcién de x,
entonces

g(,y(x), 2(z)) = 0

(z — 2o, y(x) — o, 2(x) —2) - b = 0

Si se define o(t) = (t + zo, y(t + o), 2(t + 20)), entonces
g9o(t)) =0 A (o(t) = (€0, Yo, 20)) - b =0

para todo ¢ en una vecindad del cero. La funcién o(t) es de clase C' pues las
funciones y(z), z(x) lo son, por lo tanto, derivando las ecuaciones anteriores
con respecto a t y evaluando en t = 0 se obtiene

Vg(zo,Y0,20) -0’ (0) =0 A &'(0)-b=0

entonces por la eleccién de b no queda otra posibilidad méas que o’(0) || v. Si
se define a(t) = a(||v||t/||o’(0)||]) entonces ¢'(0) = v y g(&(t)) = 0 para todo
t en una vecindad del cero. De esta forma concluimos que

Ti(x0, 90, 20) = {0'(0)/o(t) € S Vt,  o(0) = (wo,v0,20)}

Teorema 5.3 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, Caso particu-
lar)

Consideremos el siguiente problema de optimizacion

P) min f(z,y,2)
sa g(r,y,2) =0

con f,qg funciones diferenciables. Si (xo,yo, 20) es una solucion del problema
P, entonces existe A € IR tal que

V (o, Yo, 20) = AV (o, Yo, 20)
Demostracién Sea o : I C R — IR? tal que g(o(t)) = 0y o(0) =

(%o, Yo, 20), es decir, o(t) € S para t en una vecindad del origen. Como
(%0, Yo, 20) es un minimo local de f restringido a S, entonces

d .
%f(a(t)”t:o = V f(20,%0, 20) -0’ (0) =0
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por lo hecho anteriormente, esto equivale a que V f(xg, 4, 20) -v =0 Yv €
L

T(x0,Y0,20) = YV [(w0,90,20) € Ts(20,Y0,20)" = Ny(20,%0,20), y entonces

por definicién de Ny (o, yo, 20) existe A € IR tal que

Vf(l'o, Yo, Zo) = )\Vg(l'o, Yo, ZO)D

Teorema 5.4 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, Caso general)
Consideremos el problema de optimizacion siguiente

P) min f(z)
sa. gi(r)=0 i=1,..,k

donde f, g; - IR™ — IR son funciones diferenciables. Suponemos que f alcanza
un minimo local en xy € S, donde S = {x € IR"/g(x) = 0}, y que Dg(x,) €
M., tiene rango k. Entonces existen Ay, ..., A\, tales que

Vf(z) = Z AiVgi (o)

Demostracion Por analogia con el caso particular definimos el Espacio Nor-
mal a S en xy como

Ni(zo) = ({Vai(2o), .- Vgr(zo)})
y el Espacio Tangente a .S en xy como
T,(z0) = Ny(z0)t = {2 € R"/z - Vgi(zo) =0 i=1,...k}

Puesto que Dg(zg) es de rango k, el espacio Ny(zg) es un espacio vectorial
con dim Ny(zg) = k, y por lo tanto dim T(zq) =n — k
Para demostrar el teorema, haremos uso del siguiente lema

Lema 5.1 Yv € Ty(x) existe o : I C IR — IR", 0 € I con g(o(t)) =0Vt €
I(o(t)e SYteI) No(0) =g tal que o' =wv. Es decir

Ts(zo) = {0'(0)/o(t) € SV, o(0) =z}

Si el lema fuese cierto tendriamos que Vo : I C IR — IR" tal que g(o(t)) =
0A o(0)=x:

d !
%f(U(t)ﬂt:o = Vf(xo)-0'(0)=0
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puesto que xp es un minimo local de f restringido a S. Lo anterior es
equivalente, gracias al lema, a que Vf(zg)-v = 0Vv € Ty(xg), o sea,
Vf(zy) € Ns(zp) lo que implica que

Vf(ffo) = Z)\iVQi(xo)

para ciertos A, ..., A\, € IR, que es lo que se queria demostrar. 0]
Demostracién del Lema Sea v € Ty(x). Sea {by,...,b, 1} una base
ortonormal del espacio

v, Vai(zo), ..., Vagr(zo) P+

Consideremos el sistema de ecuaciones (n — 1 ecuaciones)

q1(z) =0
gk () : 0

(I'—H?O)'bl =0

(37 - l’o) ’ bn—k—l =0
El punto z satisface las ecuaciones, y la matriz Jacobiana del sistema es

Vgi(zo)

Vg (370)
by

bnflcfl

que es una matriz de rango n — 1, por lo que podemos seleccionar n — 1
columnas tales que la matriz resultante sea invertible, y gracias al teorema
de la funcién implicita podemos despejar n — 1 variables en funcién de la
restante en una vecindad de x,. Entonces existe o : [ = (—¢,e) — R"
definido de manera anéloga al caso particular, tal que g(o(t)) =0Vt € Iy
(o(t) —x9)-b;=0,Vt, i=1,..;.n—k—1
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Derivando las ecuaciones anteriores con respecto a t y evaluando en t = 0 se
obtiene que

Vgi(zo) - 0'(0)=0,i=1,....,k AN d'(0)-b;=0,j=1,..,n—k—1

lo que implica que ¢’(0) || v. Definiendo &(t) = o(||v||t/||c’(0)]|) tenemos
que ¢'(0) = v, lo que nos da el lema, pues la otra inclusién {o'(0)/o(t) €
SVt, 0(0) = zp} C Ts(xp) es directa (andloga a la demostracién en el caso
particular) O

5.4 Algunas Reglas de Derivacién Adicionales

Teorema 5.5 (Regla de Leibniz de Derivacién)
Sea f : IR?> — IR de clase C*. «,8 : IR — IR funciones diferenciables.
Entonces la funcion F : IR — IR definida por

B()
F(z)= fz, t)dt
W= s
es diferenciable y su derivada es
Blz) g
o)t = f(a, @) a) - fla,aa) @)+ [ (o)

a(z)

d [°@
dl‘ a(z)

Demostracién Definamos la funcién

Glz,2) = /0 Flo, )t

por el Teorema Fundamental del Célculo sabemos que

0

EG(Z z) = f(x,2)

G(z,x) /—fxt

demostremos que
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para ello notemos que
G(z,x +h) — h/ 2
Ox
= /fx+ht)+f(:(;t) af( t)dt
= [ [ Gt ohn) - it ophayi

La funcién 0f/0x(-,-) es continua, y por lo tanto, uniformemente continua
sobre [x — |h],x + |h|] x [0, 2], asi, dado e > 0, existe 06 > 0 tal que si
(z,y) — (Z,9)|| < d entonces |0f/0x(z,y) — Of /0x(Z,§)| < £/z. Entonces
si |h| < ¢ se tiene que

aif(xwLyh t) —

lo que implica que

aaxf(x,tﬂ <e Vte|0,z]Vy € [0,1]
X
Gz, 2 + h) — Gz, 1) — h/o 2l tyt] < el

si |h] < ¢ de donde se sigue el resultado. Luego

B(x)
/ | @0 =G(3w).2) ~ Gla()2)

y aplicando el resultado anterior se tiene que

% a(ﬁ:) f(, )dt
= JG(B). 2 (0) + o G(B(a), )T~ T Ga(a), ) (x) -
2 By )
= S @ s+ [ Lena- [
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Teorema 5.6 Sean A C IR" y B C IR™ abiertos y f : A x B — IR de clase
Ct. Sea Q C B conjunto elemental cerrado. Entonces la funcion

= /Q (o, y)dy
81:1 /a (z,9)d

Demostraciéon Sea zy € A

es de clase Ct y

para todo 1 =1,...,n

= /f (zo + h,y) — f(xo,y) — Zhia—i(‘rmy)dy

1
= /Q/ (Vaof(zo+th,y) — V.f(xo,y)) - hdtdy
0

La funcién V,f(-,+) es continua en B(xg,1) x Q que es compacto = es
uniformemente continua. Luego dado € > 0 existe § > 0 talque si ||(z,y) —
(Z,9)|l <0 = [|Vof(z,y) — V.f(Z,9)|| <e/vol(Q). entonces si ||h|| < J se
tiene que

Ve f(zo+th,y) — Vauf(zo,y)|| < Vtel0,1]Vye

vol(Q)

lo que implica que

|F(zo + h) — F(zo) Z:h/a (zo,y)dy|

1
/ / IV 7 (o + thyy) — V£ (0, ) ||| dedy

i

IN

= e||All
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de este modo |F(zg + h) — F(xg) — > 0, hi fQ %(xg,y)dm < ¢||h|| siempre
que ||h|| < 6, es decir, F' es diferenciable es zq y

0 0
00 = | G S o)y

para todo ¢ = 1,...,n. La continuidad de las derivadas parciales queda de
ejercicio. U

5.5 La Formula de Cambio de Variables

Recordemos la férmula de cambio de variables
[ awiae= [ g(sw)ldecDrwlay
() Q

Para dar sentido a la formula se requiere

o f:U — V biyectiva de clase C' y con inversa de clase C!. (Esta clase
de funciones recibe el nombre de difeomorfismo)

e () es un compacto, cuya frontera es la unién finita de grafos de funciones
continuas

e g: f(Q2) = IR es continua.

En estas circunstancias las funciones

) 0 ¢
(go fldet Df]) :{g(f(y))ldeth(yH ZGQ

son integrables.
Para demostrar la férmula de cambio de variables, tenemos que dar una
definiciéon de integrabilidad un poco més fuerte.

Definicién 5.2 A C IR" se dice v-medible si A es compacto y su frontera
es la union finita de grafos de funciones continuas.
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Ejemplo 5.6 A = [a,b]” con a y b finitos es v-medible

Ejemplo 5.7 Si A es v-medible, y f es un difeomorfismo, entonces f(A) en
v-medible

Observamos que si A es v-medible, entonces podemos definir el volumen de
A como

vol(A) :/1A(x)dx
donde
Lu(z) = {0 ¢ ¢

1 ze€ A

Definicién 5.3 Sea A un conjunto v-medible. Una descomposicion D de A
es una coleccion de conjuntos C1, ..., C} tales que

e C; es v-medible, i =1, ...,k
e A=C1U..UC
o int(C;NC;)=¢, sii#j
Se define también el diametro de la descomposicion D como

diamD = max diamC;
1<i<k

donde el diametro de un conjunto A v-medible es igual a diamA = sup{||z —

yl|/z,y € A}

Dada la descomposicién D de A, consideremos el vector £ = (&, ..., &) tal
que & e C;Vi=1, ...k

Definicién 5.4 Sea f : A — IR una funcion acotada. Definimos la Suma
de Riemann asociada a (D,§) como

k

S(f,D,&) =Y f(&)vol(C;)

=1
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Definicién 5.5 Decimos que f es v-integrable sobre A, conjunto v-medible,
si existe I € IR tal que

Ve > 030 > 0 tal que VD desc. de A,

(diamD < § A€ asociado a D) = [S(f,D,&) —I|<e
Si tal I existe, es unico, (demostrarlo) y denotamos I = [, f(x)dx

Con esta definicion podemos seguir paso a paso la demostracion ya hecha
para probar la proposicion siguiente

Proposicion 5.1 f: A — IR continua = f es v-integrable

También se puede demostrar que si f : A — IR es acotada y continua salvo
sobre el grafo de un nidmero finito de funciones continuas, entonces f es
v-integrable.

Teorema 5.7 (Teorema del Cambio de Variables)
Sea Q v-medible y f : U — V un difeomorfismo, Q CU. Seag: f(Q) — R
v-integrable. Entonces go f : Q — IR es v-integrable y

/ g(x)dz = / 9(f(9))| det D (y)|dy
f(Q) Q

Demostraciéon La demostracion del teorema tiene dos partes: primero el
caso en que f es una funcién lineal, y luego el caso general.

Caso f lineal: La demostracién ya fue hecha para IR3, y se extiende de
manera analoga a IR", por lo que supondremos cierto el resultado en el caso
lineal. Asi tenemos, si T es lineal que

vol(T'(A)) = / 1= / 1|detT| = vol(A)|det T| VA v-medible
T(A) A

Caso general: Necesitaremos dos lemas previos

Lema 5.2 Sea U abierto, X C U compacto y ¢ : U x U — IR continua tal
que p(x,x) = 1Vz € U. Entonces ¥Ye > 039 > 0 tal que

zyeX|z—yll<d=lolxy) -1 <e
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Demostracion Puesto que X es compacto, entonces X x X C UxU también
es compacto, por lo que ¢ serd uniformemente continua sobre X x X. Luego,
dado e > 039 > 0 tal que ||[z—z||+||ly—w]| = ||(z,y)—(z, w)|| < 6 = |o(z,y)—
@(z,w)| < g, en particular, si ||z — y|| < 0 entonces ||(z,y) — (z,z)|| < J lo
que implica que |¢(z,y) — ¢(z, )| = |p(z,y) — 1] <e O

Lema 5.3 Sean U,V C IR" abiertos y f : U — V un difeomorfismo de clase
C'. Sea X C U un compacto v-medible y M = sup{||Df(z)||/z € X}.(Donde
||| es cualquier norma matricial, por ejemplo ||Al| = maxi<i<,{d7_; |ay|})
Entonces

vol(f(X)) < M"vol(X)

Demostraciéon Demostremos primero el caso en que X es un cubo, con
centro p y lado 2a, es decir,

n
X =[p—ap+a]x..x[p,—ap,+a] =]]lpi - a.p; +a]
=1

Por la desigualdad del valor medio tenemos que |f;(z) — fi(p)| < Ma y por
lo tanto

1f(2) = fFP)|lo £ Ma Vz e X

es decir, f(x) estd a distancia a lo mas Ma de f(p) para todo x € X |
entonces

FX) < [hlp) = Ma, fi(p) + Ma] x ... X [fu(p) = Ma, fu(p) + Mal]

= [1lilp) = Ma, fi(p) + Ma]
i=1

o sea que vol(f(X)) < vol(I[\_,[filp) — Ma, fi(p) + Ma]) = M"(2a)" =
M"vol(X)
El caso general lo hacemos por aproximacién. Sea € > 0, entonces existe un
abierto 6 tal que X C 6 C Uy ||Df(z)|| < M + ¢ para todo = € 6 (Por la
continuidad de Df).
El conjunto X se puede cubrir por un niimero finito de cubos con interiores
disjuntos contenidos en 6

k
X C UCl
i=1
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con int(C;) Nint(C;) = ¢ si i # j. Ademds los cubos se pueden suponer tan
pequenos que

D “vol(Cy) < vol(X) + &

i=1

Luego

U f(Cy) = vol(f(X)) < Z vol( f Z M"vol(C,

donde M; = sup{||Df(x)||/x € C;} < M + ¢ por lo tanto vol(f(X)) <
(M + e)*(vol(X) + ¢). Como esta desigualdad es vélida para todo ¢ > 0
concluimos que

vol(f(X)) < M"vol(X)
U

Para finalizar con la demostracion en el caso general, consideremos una de-
scomposicién D = {CY,...,Cy} de Q y puntos §; € C; para i : i,....k. En-
tonces los conjuntos f(C;) definen una descomposicién de f(Q2) y los puntos
f(&) € f(C;). A esta descomposicién la denotamos por Df. Usando la de-
sigualdad del valor medio se puede demostrar que existen constantes ay, as
tales que

aydiam(Df) < diam(D) < asdiam (DY)

gracias a que 2 es compacto. Definamos T; = f'(&;) € M,,x, parai =1, ..., k,
y

N; = sup{|| T f'(2)ll/z € Ci} - M = sup{[IT3(f ™)' (w)ll/y € F(C2)}

con ||-|| la misma del lema anterior. Entonces se tiene que

vol(f(Cy)) = vol(T,T ' £(Cy))
| det(T3)|vol(T 1 £(C3))
< | det(T;)| N} vol(C3)

de igual manera

vol(C;) < | det(T; ) |vol(f(C;)) M}

2
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De lo anterior se obtiene que

vol(C;)| det(T;)| — vol(f(Ci))
vol(C;)| det(T;)| — vol(f(Ci))

Definamos también ¢(z,y) = ||(f'(y))"*f'(z)||, de este modo ¢(z,z) = 1
para todo x € €.

Luego, gracias a los lemas anteriores, dado ¢ > 0 existe o > 0 tal que si
diam(D) < ¢ entonces

vol(f(Cy)) (M} — 1)
vol(Cj)| det(T3)[(1 — N}')

INI —1|<e AN |M!-1|<e
De todo lo anterior, se concluye que existe una constante B tal que
[vol(C})| det(T;)| — vol(f(C;))| < Bevol(f(C;))
Segun la definicién de v-integrable debemos comparar la suma de Riemann

de h := go f| det D f| asociada la particion D y a los puntos & con el supuesto
valor de la integral: [ = ff r)dr

S(h,D,§&) — g(x)dx
= E g l de vol(C;) — g(x)dx

k

< lZg FEDIdet(T,)vol(C1) = 3 a(F(E)vl(F(C) + -
+|Zg (€Ol (£(C) - /f(mg(x)dxl

< BeZm F€))Ivol(f(Co)) + -
+|Zg (€Ol (£(C) - /f(mg(x)dxl

< Bezm F€))VOl(F(C9) + S(9, DF. £(£)) - /f g
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En la dltima desigualdad, gracias a que g es v-integrable sobre f(2) tenemos
que la sumatoria de la izquierda estd acotada y el término de la derecha
se puede hacer tan pequeno como se desee tomando un ¢ suficientemente
pequefio. Por lo tanto dado & > 0 existe & > 0 tal que si diamD < 0,
entonces

S(h. D, €) — /f(m g(x)da| < &

es decir, go f|det Df| es v-integrable en Q y

/Q g0 f(y)| det Df (y)|dy = / g(x)dz

f(Q)

pues la integral es tnica. 1.
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5.6 Ejercicios

1. Considere el siguiente sistema no-lineal:

xfxg + x%xl + y%yl + o
T1TaY1 + T2Y1Y2 + Y2101 + YoT1T2 =
(a) Demuestre que es posible despejar (yi,ys) en funcién de (z1, xs)
en torno a algin punto.

(b) Encuentre los valores de :

i Y2
(17_1) ) 8—.1'2(1’_1)

o
81'2

2. Sea z(z,y) una funcion diferenciable definida implicitamente por la
ecuacion:

— s (Y
2=z f()
donde f : IR — IR es ua funcion derivable. Demuestre que

Indicacion: Considere F': IR* — IR definida como F(z,y,2z) =z — x -

e

3. Considere el siguiente sistema no lineal:

sin(xy - y1) + x3 cos(yz)
Yo + :17% + (sinh(:zrg))2 = 0

Encuentre los valores de 224(1,0,0) y $%2(1,0,0).
2 r3
Indicacion: Considere la funcion
g:R*x R* — IR?
(Z,9) = (u(@ 9),v(Z,9))
con T = (1,79, 23), ¥ = (y1,%2), u,v : IR® x IR*> — IR son tales que

w(Z,y) = sin(zy - y1) + w3 cos(y2)

—

v(Z,7) =y2 + r7 + (senh(acg))2
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4. (a)

Mostrar que cerca del punto (z,y,u,v) = (1,1,1,1) podemos re-
solver el sistema

Tu+yvu? = 2
zu® +y*t = 2
de manera tnica para v y v como funciones de x e y. Calcular %

Considere el sistema

zt + ot
= u
x
sinz +cosy = v

Determine cerca de cuales puntos (z,y) podemos resolver x e y en
términos de u y v

Analizar la solubilidad del sistema

3r+2y+ 22 +u+v? = 0
e +3y+ 2l tv+w+2 = 0
r+z+w+ui+2 = 0

para u,v,w en términos de z,y,z cercade v =y =2 =0, u =
v=0yw=-2.

Hallar 2|, y %b:l s1
* = 2ry+yi+ar+y—2=0

2 .
Hallar % y % si

In(v/2?24+y?) =a- arctg(%) (a #0)

Hallar % y g—;

si
xcos(y) +ycos(z) + zcos(z) =1

Las funciones y y z de la variable independiente x se dan por el

. . _ — dy dz d’y
sistema de ecuaciones ryz = ay r +y + z = b; Hallar 3%, 22, =%
d>z
dz?
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6. (a) Sea la funcion z dada por la ecuacién

2?4 92 + 22 = ¢p(ax + by + c2)

donde ¢ es una funcién cualquiera diferenciable y a, b, ¢ son
constantes; demostrar que:

0 9,
(cy — bz)a—; + (az — cx)a—; =bxr — ay
(b) La funcién z estd definida por la siguiente ecuacién

F(z —az,y—10bz)=0

donde F' es una funcién diferenciable Encuentre a que es igual la

expresion
a% + b%
ox oy
(c) Si F(%,%) =0, Calcular
ox yay

(d) Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacién

y =z¢(2) + x(2)
Satisface la ecuacién

0*z 0z, 020z 7z 0%z 0z,
L L e L
0x? "y Or dy dxdy  Oy? Ox

7. Para
f(u,v) = (u+ (logv)?, uw, w?)

(a) Muestre que f no es inyectiva



5.6. EJERCICIOS 165

8.

10.

11.

12.

(b) Encuentre un dominio € de manera que la funcién sea inyectiva
en {2

(c) Calcule D(f7')(1,0,1) cuando f se considera en ).

Encuentre el minimo de la funcién f(z,y) = zy + yz sujeto a las re-
stricciones z%y* = 2 y xy = 2.

. Sea f(r,y) = (¢* —y?, 2zy)

(a) Demuestre que para todo (a,b) # (0,0), f es invertible localmente
en (a,b).

(b) Demostrar que f no es inyectiva.
(c) Calcular aproximadamente f~!'(—3.01,3.98). Use la férmula de
Taylor. Note que (f(1,2) = (—3,4))
Sean f(u,v) = (u® + u?v + 10v,u + v*)
(a) Encuentre el conjunto de puntos en los cuales f es invertible lo-
calmente.

(b) Compruebe que (1, 1) pertenece al conjunto obtenido en la parte
(a), encontrar (aproximadamente) el valor de f~!(11.8,2.2).

Sean x,y, z tres variables relacionadas por una ecuacion de la forma
f(z,y,z) = 0 donde f es una funcién tal que df/0x,0f/dy,0f/0z son
distintos de cero. Por lo tanto es posible escribir: x = z(y, z), y =
y(x,z), z = z(x,y), donde estas funciones son diferenciables. Muestre
que

Ox Jy 0z

oyo-0r -

Muestre que las ecuaciones
-y —uP P +4d = 0
2vy +y? —2uP + 30t +8 =

determinan funciones u(z,y) y v(z,y) en torno al punto z = 2,y = —1
tales que u(2,—1) =2y v(2,—1) = 1. Calcular % y g—z
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13.

14.

15.

16.

17.

CAPITULO 5. COMPLEMENTOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Calcular [ [ dxdy donde S es el dominio limitado por
5

(1'2 y2 I.Z y2

2 _
2T TR R
Indicacién: Use x = ar cos @;y = brsin @.
((1+]z+yl)
Sea f(.%‘, Y, = t) = f (.T,'t + lngt + Z)dt Calcular %, %, % en

erty+z
aquellos puntos donde existan.

Considere la funcion

z+ct
1 1
u(z,t) = §[f(x+ct) + fx —ct)] + % / g(s)ds
r—ct
) t x+e(t—s)
—i—% / F(o,s)dods
0 z—c(t—s)
Muestre que
Pu  ,0%u
Z - _ 22" - F
oz~ © o2 (1)
u(z,0) = f(z)
ou
Zw0) = glo)

Considere la siguiente ecuacién integral

u(z) =5 +/ sin(u(s) + x)ds
0
En el capitulo anterior se demostré que tiene una tnica solucién en
C([0,1/2], R).
Derivando dos veces la ecuacién integral (justifique por que se puede

derivar), encuentre la ecuacién diferencial que satisface su solucién

Counsidere las funciones
2

g(x) v
F(z) = /0 flx+txt)dt, G(x,y)= /0 g(z,y,z)dz

Calcule F'(z) y %—g(x,y)
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18.

19.

20.

21.

22.

Encuentre una aproximacion de la raiz de cosx — ze® = 0, iterando 3
veces la féormula de Newton para x; = 9.

Sea f : IR® — IR" un difeomorfismo de clase C' (es decir, un home-
omorfismo con f y f~! de clase C'), que satisface que f(B) C B,
donde B es la bola unitaria cerrada y |detf'(z)| < 1 para todo = € B.
Demuestre que para toda funcién continua g : B — IR" se tiene que

lim g(x)der =0

donde f* es f compuesta consigo misma k veces.

Sea B, la bola unitaria en IR". Muestre que

Vol(By) =2 | /1— (22 + y?+ 22)dadydz.

B3

Tomando coordenadas esféricas muestre que el volumen de By es igual

a
/2 2 pl
2/ / / r?sin(¢p)V'1 — r2drdfde
—ri2Jo Jo

y concluya que Vol(B,;) = 7%/2. En general muestre que el volumen
de la bola de radio r es rin?/2.

Sea f : U — IR" una funcién de clase C! en el abierto U C IR". Sea
a € U tal que f'(a) es invertible. Muestre que

. vol(f(B(a,r)) _ :
}}_{%W = |detf"(a)|.

Como en el ejercicio anterior muestre que si f'(a) no es invertible en-

tonces
i YL (B(a.1))

= 0.
r—0 vol(B(a,r)



