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Profesor: Fernando Lema
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Pregunta 1.

a.- La velocidad (en mts/seg) de un grupo de particulas es una v.a. normal.

i) Si el 50% de las particulas tiene velocidades mayores a 20(mts/seg) y el 16% tiene velocidades

menores a 15(mts/seg), determine ;1 y 0.

SOLUCION

Si V denota la velocidad en estudio, se tiene que V ~ N(u,0?), es decir % ~ N(0,1)
Por otra parte, se tiene que el 50% de las particulas tiene velocidad mayor a 20, es decir:

P(V > 20) =0,5
de lo que se tiene que
— 20 —
P <V“ > 0“) -0,5
o o

Pero como % ~ N(0,1), se deduce que

De aqui, se deduce que

Por otra parte, se tiene que el 16% tiene velocidades menores a 15, es decir:
P(V < 15)=0,16

de lo que se deduce:

Vepu 15—
P( e ”)::Q16
g

g

Pero como % ~ N(0,1), se tiene

_ 15 —
P(V w15 “):Qm

g g

mirando la tabla normal, se tiene:

15 —
- H_ 1
g
como u = 20, se tiene:
15—-20
_ = 1
o
5
— — 1
o
o = 5

asi, se tiene:



En adelante suponga p =21 y 0% = 36

ii) Si se toman dos particulas independientes, ;cual es la probabilidad que sus velocidades
difieren en menos de 1(mt/seg)?

SOLUCION

Sean V1 y V5 las velocidad de cada una de las particulas. Se tiene que estas variables aleatorias son independi-
entes.

Se quiere calcular la probabilidad que
P(| Vi =V |< 1)

Dado que V7 y V5 son N(21, 36), independientes, se tiene que
Vi — Vo~ N(0, 72)
Por otra parte
P(IVi—-Va| < 1)=P(-1<V;—-Va<1)
Dada la simetria respecto al eje z = 0 de la variable aleatoria V3 — V5, se tiene que
P(Vi—Vo>1)=P(V; — Vo < —1)

pero

Vi-Va 1
IP(Vl—Vg>1):IP<1 2> )

V72T VT2

notando que L\/ﬁv? ~ N(0,1), se tiene que

Vi—Va
V72

]P’(V1—V2>1):IP< >0,11>=0,4562

Ademas, se tiene que

PV — Vo< =) +P(-1<V=Vo<)+P(V1 =V >1) = 1
0,4562+P(—1 <V — V2 <1)40,4562 = 1
P(-1<V;—-Va<1) = 1-0,9124

asi

’]P’(71<V17V2<1):0,0876‘




iii) Determine n tal que P(| X — 11 |< 0,05) = 0,9
SOLUCION
Notemos que o o
P(| X — 4 |< 0,05) = P(—0,05 < X — pu < 0,05)
Dado que X ~ N(21,36), se tiene que X ~ N(21,3%), y ademas X — 21 ~ N(0, 2%). Esto ultimo indica que la

n

funcién de densidad de X — 21 es simétrica respecto a el eje x=0, por lo que
P(X —pu < —0,05) =P(X — > 0,05)
luego, se tiene
PX—p < —0,05)+P(| X —p|<0,05) +P(X —p>0,05 =1

Luego -
0,9+2-P(X —p>0,05)=1

es decir o
P(X —u>0,05) =0,05

P(X — pu > 0,05) ]P><(X621)\/ﬁ > 0’056'ﬁ> =0,05

Por otra parte

usando la tabla normal, se deduce que

0,05 /n

= 1,64
6 3

vn = 7680

luego

n = 58.982.400



b.- Se disparan dardos en forma uniforme a un disco de radio 3. Si se cae a menos de 1 unidad del
centro, se obtiene 5 puntos, si se cae entre 1 unidad y 2 unidades del centro se obtiene 2 puntos; en
caso contrario se obtiene 0 puntos.

i) Si U denota la v.a. “puntos obtenidos en un lanzamiento”. Determine E(U) y Var(U).

SOLUCION

Notemos que U puede tomar sélo 3 valores: 5, 2 y 0.
Dado que los dardos se disparan en forma uniforme, se tiene que

T-12 1
PU=9="3"5%
T-(22-12) 3
PU=2)= - 32 )
T(32-22) 5
PU=0) = 732 9
Asi, se tiene
1 1 5
EU) = 5-=+2--40-2
) 9+ 3+ 9
_ 5+6
9
Asi
11

Por otra parte

Se tiene que

asi

luego

Var(U) = ?-(E)Q

333 — 121
81

asi

212

Var(U) a1




ii) Si se disparan 50 dardos. Calcule la probabilidad de obtener al menos 65 puntos.

SOLUCION

Se quiere calcular:

se tiene que

50
P Ui>65 | =P(U—-—>_———
<§L>> < 9 750 9

50 77— 1\ /) 65 _ 11 . /Fg
1P><§ Ui>65>:IP’ U-%) 50>(0 2) Vo0
i1 212 212

81 81
50 7711
U— %) v50
P (ZUZ- > 65) _p({U=) V5O 0,34
; 212
i=1 81
Por el Teorema Central del Limite, se puede decir que
U — 1) v/50
% ~ N(0,1)
212
81
Se tiene que
U - 1) V/50
P ( 9) > 0,34 | =0,3669
212
81

es decir

=1

50
P (ZUZ» > 65) =0, 3669




Pregunta 2.

a.- Considere una v.a. X ~ exponencial(a), sea § =1/«

i) Se toma una m.a. de tamano dos, X;, X5 y se proponen los siguientes estimadores de 6.

X+ X, 5 X+ X,
2 - 3

é:

Basado en el criterio del Error Cuadratico medio, determine qué estimador es “preferible”.

SOLUCION

Si consideramos que si X ~ exponen

entonces

cial(a), se tiene que:

fx(@)=a-e

E(X) :é Var(X) = %

Calculemos el error cuadréatico medio para cada uno de los estimadores:

ECM(0)

por otra parte

&y
Q
<
/N
)
S~
I

~
~ ~

Luego, como FCM () < ECM(9) ,

estimador 6.

~ ~

Var(0) + sesgo(6)?

2
v () (7))

2

i Var(X, + Xs) + (; CE(X)) +E(Xy)] - 9>
2

% Var(X:1) +Var(Xz)] + (; 2 é - ;)

1o 1

4 a?

1 1

2 a2

. N 2
Var (9) + sesgo (0)
2
vor(B57)+ (2(257) )

1 1 ’
5 Var(Xi+ X) + (3 [E(X) + E(X2)] — 9>
1 1 1 1)\?
L X X ) R —
Q[V(“"( 1) + Var( 2)]+(3 o a)

1 1 “11\?

Z.9.— il

9 a2+(3 a)

21,1 1

9 a2 9 a2

11

3 a2

se tiene que bajo el criterio del error cuadratico medio, es preferible el



ii) Se toma una m.a. de tamano n de X. Determine el EMV de 0 y para n grande determine su
distribucién.

SOLUCION

Calculemos el estimador de maxima verosimilitud para «. Se tiene que la funcién se verosimilitud esta dada
por:

L(Xy, ..., X,|a) = Haoe*‘”i
i=1
i — QT
= q"ei=1
n —a‘£ T,
= a"e =t
luego
log(L(X1,...., Xn|a)) = n-log(a) —ain
i=1

derivando con respecto a «, se tiene

Olog(L(Xy,..., Xpla)) n "
Oa o« ;xz

asi, igualando a cero se tiene

3

1 2. i

i=1

AEMV n

1

ApMYV = =

X

Luego, por la propiedad de invarianza, se tiene:

1 _

Oenmv = =X

AEMV

Con esto, y usando el Teorema Central del Limite, es directo que

- Var(X
Opnmy = X ~ N(E(X), T())
es decir
— 1 1
Oppv =X ~ N — 5
o’ o?n

92
eEMV ~ N(H, 7)
n




iii) Considere el resultado anterior para construir un intervalo de confianza de 6§, con confianza
1—a=0,9

SOLUCION
Con la parte anterior, se tiene:
X -0
=0y
Dado el nivel de confianza, se quiere encontrar el numero h, tal que
X -0
IP’(—h<( 9)ﬁ<h):0,9

Lo que, por la simetria de la normal es equivalente a

P(Z <h)=0,95
o bien

P(Z > h)=0,05

donde Z ~ N(0,1).
Por medio de la tabla normal, se tiene:
h~1,64

se tiene entonces, que con una confianza del 90% se tiene la siguiente desigualdad

X _
—-1,64 < % < 1,64
X
1,64 < T\/ﬁ < 1,64
X
Vn—1,64 < T\/ﬁ <Vn+1,64
asi, el intervalo de confianza es de la forma:
X X
XV <0< XV
Vv +1,64 Vi —1,64




b.- Sea 0 la temperatura de un cuerpo (6 desconocido) Se dispone de dos termémetros tal que el
primero entrega una temperatura 77 con E(77) =60 y Var(T1) y el segundo una temperatura 7> con
E(Ty) =0 y Var(Ty). Sea T = oT; + §T>. Determine «, § para que T sea un estimador insesgado de 6
y tenga varianza minima. (77 y 7> son independientes)

SOLUCION

Pedir que T sea insesgado equivale a:

E(T) =06
es decir
E(OéTl + ﬂTz) =40
pero
E(OéTl + ﬁTQ) = OéE(Tl) + BE(TQ)
= abf + 30
(a+ 0)0

luego, pedir que el estimador sea insesgado equivale a

(a+05)0 =06

pedir que tenga varianza minima, equivale a minimizar
Var(T) = Var(aT) + BT)
?Var(Ty) + 32Var(T)
luego, como se quiere que el ademas el estimador sea insesgado, se tiene que la varianza de T est4 dada por:
Var(T) = o*Var(Ty) + (1 — )*Var(Ty)

luego, para encontrar el valor de o que minimiza la varianza, simplemente se deriva y se iguala a cero, teniendo:

8‘/;77@ =2aVar(Ty) —2(1 —a)Var(Tz) =0
a
luego
20 (Var(Ty) + Var(Tz)) = 2Var(Ts)
se tiene
o Var(Ty)
- Var(Ty) + Var(Ty)
por lo que

B Var(Ty)
~ Var(Th) + Var(Ty)

s




Pregunta 3.

a.- Se sospecha que cierto rio esta altamente contaminado con bacterias, superando el nivel permitido
(que es de 200 por unidad de volumen (UV)). Se toma una muestra de tamaino 10, es decir, se toma
10 UV, contando la cantidad de bacterias y obteniendo:

175 190 215 198 184
207 210 193 196 180

Suponga que la cantidad de bacterias por UV tiene distribucién N(u,o?)

i) Suponiendo conocido 02 (02 = 169). Determine el intervalo de confianza simétrico para y con
confianza 0,99.

SOLUCION

Se tiene que la media empirica (muestral) es:

KXemp = 194,8

por otra parte, se tiene que o
X — pu)Vv10
(X~ p)v10 ~ N(0,1)
13

Se quiere encontrar el valor de h tal que

X — 10

P(—h < (X - mv1o < h) =0,99
13
lo que equivale a
X — 10
P(% > h) = 0,005

13
se tiene que el valor de h es aproximadamente a 2,56.
Luego

X — 10

P(—2,56 < %ﬁ < 2,56) = 0,99
pero o
X —p)v10 _
P(—2,56 < % < 2,56) = P(—10,5241 < X — pu < 10,5241)

asi

P(X — 10,5241 < < X + 10,5241) = 0,99

luego, el intervalo de confianza es:

] 1.C.al99% : [184,2759; 205, 3241] \




ii) Un estudiante dice que no hay problemas de contaminacién ya que habia calculado un
intervalo de confianza simétrico para i, obteniendo

(190, 6 ; 199)

. Qué confianza tiene ese intervalo?
.Qué puede concluir de i) y de lo dicho por el estudiante?

SOLUCION
Se tiene
X — /1
P < KZWVI0 Gy g
13
— 13 — 13
P(X ——h<pu<X+—7—h) =1-
( V10 a V10 ) “

donde % ~ N(0,1)
Por simetria, se tiene

(X — p)V10 B a a
IP( 13 <h) =1 atg=1-35
por otra parte, se tiene que el
- 13
X——h = 190,6
V10
- 13
X+ —=h = 199
V10
de donde se tiene que
h=1,0217
Luego
X — 10 X — 10 X — 10
P(% <h)= P(% <1,0217) =1 —P(% > 1,0217)
13 13 13
mirando la tabla normal se tiene
X — 10 X — 1)V10
P(% <h) =1 —P(% >1,0217) = 1 — 0, 1539
13 13
es decir o
~Z 0.1
5 0,1539
luego
a=0,3078

Es decir, la confianza del intervalo propuesto es de 69,22%.
Claramente, es una confianza muy baja, por lo que el intervalo presentado no puede ser considerado para tomar
alguna desicién.



iii) Determine un intervalo de confianza del 95% para o°.

SOLUCION

Sabemos que
n

Y (X - X)

i=1 2
o2 ~ Xn-1

En este caso, n = 10.
Un intervalo de la forma [0,h], pediria determinar h, tal que

> (X - X)°
P(h < =L ) =10,95

2

Luego, como

mirando las tablas, se tiene que h = 3, 33.
Por otra parte, se tiene

3 (X~ X)” =1553,6
=1
luego
(X - X)°
i=1

P(h < *

1553, 6
e 280) o

o 3,33

asi, un intervalo de confianza para la varianza del 95% seria el intervalo

[0; 466, 5465]



b.- Sea X v.a. con densidad

Be > c
) = J 2P z
/(@) {0 z<c

basado en una m.a Xi,...., X,

Determine el EMV de (3, suponiendo ¢ conocido. Ademas determine el EMV de c.

SOLUCION

Se tiene que la funcion de verosimilitud esta dada por
n
fBecf
L(le"'aXnMg,c) = HW

i=1"1

ﬂncnﬁ
B+1

log(L(X1, ..., Xu|B,¢)) = n-log(B)+nflog(c) — (B+1)D log(w:)

,
f=s

tomando logaritmo queda

i=1
derivando con respecto a beta se tiene
log(L(X1, ..., Xn|B,¢)) 1 -
=n-—+nlog(c) — log(x;
5 5+ nlog(c) = X_log(z)
igualando a cero se tiene
1 n
n-— +nlog(c) — Y log(z;) = 0
3 (c) ; ()
1 1
— +log(c) — fZlog(xi) = 0
p i
1 1 —
= —log(c)+ =) log(x;
5 @+ 3 teg(z)
asi, el estimador de méaxima verosimilitud para (8 suponiendo ¢ conocido, es:

1

Bemv =

3

1S log(x:) — log(c)
=1

Ahora bien, si se deriva con respecto a ¢, se obtiene que:
8109(L(X1, sy X’l’b'ﬂ? C)) _ @

Oc c
lo que al ser igualado a cero, se llega a una contradiccién.
De este modo, se debe hacer otro analisis para la estimacién de méxima verosimilitud de c.

Veamos nuevamente el logaritmo de la funcién de verosimilitud

log(L(X1,...,Xn|0,¢)) = n-log(B)+nplog(c) — (B+ 1)Zlog(xi)

Esto puede ser visto como una funcién lineal afin, con pendiente positiva, de la variable log(c)
Pero notemos que esta ecuacion se tiene siy solo si ¢ < x; Vi € {1,...,n}, de modo que imponiendo la condicién
anterior, la funcién se maximiza en el punto

CEMV = min I;
ie{l,...,n}




