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Pregunta 1.

a.- En cierto juego de loteria se sortea un premio de $G y cada boleto cuesta $C. La probabilidad
de ganar en un sorteo es p y usted esta dispuesto a jugar “hasta que gane”.

i) Determine la distribucién de probabilidades de la variable U: Utilidad obtenida.
ii) Calcule la probabilidad que usted termine la operacién con una utilidad no negativa.

SOLUCION

i)
Notemos que
U=G-N-C

donde N representa la cantidad de boletos comprados hasta que gané. Es claro que el caracter aleatorio de U
viene heredado por N, ya que ni G ni C son aleatorios.
Dado que
Ry =N

se tiene

Ry={G-k-C:keN}
Notemos ademas que

N ~ Geom(p)

es decir

P(N=k)=p-(1-p)*"
Ademas, se tiene

N=k<—-N-C=-k-C<—=G-N-C=G—-k-C
Asi se tiene que
PIN=k)=PU=G-k-C)

de este modo,
p-(1 —p)%_l si —Gam eN
0 s$tno

]P’(U:m):IE”(N:C):{

ii)

Se tiene
G
PU > 0)=P(G-N-C>0)=P 62]\7
pero
N ~ Geom(p)
luego



b.- Sea X variable aleatoria discreta tal que Rx C N. Se define la funcién generadora de probabilidades
de X como:

Gx(z) =E(z%) = izk -P(X = k)
k=0

i) Calcule dng;fm(z) evaluada en z = 0.

ii) Calcule Gx(z) si X ~ Poisson(\)
SOLUCION

i)

Podemos escribir
Gx(2)=P(X=0)+2-PX=1)+22P(X=2)+2*P(X =3) +... + 2" - P(X =n) + ...

calculemos las primeras derivadas para poder planear algin tipo de ecuacién.

dG;(z) “P(X =1) 422 P(X =2)+322 P(X =3) 4 ... 4 02" -P(X =n) +..
z
2
%’2(2(2()ZQP(X:2)+3.2'Z'P(X:3)+'“+n(n—1)2n_2~P(X:n)_i,_._.
3
%53(2):3.2]P’(X:3)+...—|—n(n—1)(n_2)2n73.]p(X:n)_i_m
luego, es facil intuir que
dZ" z=0

la demostracién formal, pasa por ver que

d"Gx(z) = Kk ,_
-2 = "P(Z =k
dzn ;l(k: - n)!z ( )

ii)
Sabemos que si X ~ Poisson()), entonces

P(X =k) =

luego

Gx(z) = sz . GT

es decir



c.- Suponga que la funcion de densidad conjunta de X e Y esta dado por

e~ /Yo=Y

f('rvy):{ Y

0 S no

0<x<o0,0<y <0

Calcule P(X >1|Y =y)
SOLUCION
para el célculo pedido, se necesita usar fx|y(z | y), pero sabemos que

el | ) = L)

ahora bien

Ir(y) = [ fxvy(z,y)de
/

—z/Y,—Y
_ /udm
Yy

con esto
6_7"/3!

fxyy(@ly) =

luego

ooefm/y
P(X > 1|Y:y):/ dz
Y
1

se tiene que
P(X>1|Y =y)=e /Y



Pregunta 2.

a.- Sean X e Y variables aleatorias independientes. Muestre que:

Var(X -Y) =Var(X) - Var(Y) + Var(X) - E(Y)? + Var(Y) - E(X)?

SOLUCION

Desarrollemos el lado derecho:
Se tiene

Var(X)-Var(Y) = (E(X?) —E(X)?) - (E(Y?) —E(Y)?)
= E(X?)-E(Y?) -E(X?) -E(Y)?-EX)? E(Y?) +EX)? E(Y)?

Ahora bien, como X e Y son independientes, entonces X2 e Y2 son independientes.
Luego

E(X) -E(Y) = E(X'Y)
E(X?)-E(Y?) = E(X*-Y?)=E(X Y)?

Se tiene entonces
Var(X)-Var(Y) =E(X?-Y?) —E(X?) -E(Y)? - E(X)? E(Y?) +E(X -Y)?
Por otra parte, se tiene

Var(X)-E(Y)? = E(X?)-E(Y)*-EX)* EY)?

Var(Y) -E(X)* = E(Y?) K

sumando, queda

Var(X)-Var(Y) 4+ Var(X)-EY)? +Var(Y) -E(X)? = E(X-Y))) -E(X-Y)?
= Var(X-Y)

luego, hemos probado lo que se queria.



b.- Paula y Pedro quieren cortar una pieza rectangular de un papel. Como ellos son probabilistas
deciden determinar la forma exacta de su rectangulo usando la realizacion de una variable aleatoria
positiva U. Pedro, como es flojo, considera una tinica realizacién de su v.a. y por lo tanto corta
un cuadrado de lados igual al valor que tomé U. Mientras que Paula consideré dos realizaciones
independientes de U, una para el largo y otra para el ancho de su rectangulo. Calcule las esperanzas
de las areas de los rectangulos y indique cual es la mayor.

SOLUCION

Pedro toma la variable aleatoria U y a partir de esa variable aleatoria, construye un cuadrado, de modo que las
variables aleatorias que representan el area y el perimetro de la figura generada por pedro son:

Apgpro = U’
Ppgpro = 4-U
De modo
E(Aprpro) = E(U?)
E(Pprpro) = E@4-U)=4-E(U)

Por otra parte, Paula toma dos variables aleatoria X e Y, independientes entre si, pero con la misma distribucién
que U (v.a. tomada por Pedro). Ahora bien, las variables aleatorias que representan el area y el perimetro del
rectangulo generado por Paula son:

Apavra = XY
Ppayra = 2'(X+Y)

De modo que

E(Apavra) = E(X-Y)
E(Ppavra) = E@2-(X+Y))=2-(EX)+E(Y))

Ahora, como X e Y son independientes, entonces
E(X-Y)=E(X) -E(Y)

Pero como X, Y y U tienen la misma distribucién, entonces

Luego

E(Apavra) = EU)?

E(Ppavra) = 4-E(U)
De modo que

E(Ppepro) = E(Ppaura)
Para comparar las dreas, notemos que

E(APEDRO) — E(APAULA) = ]E(UZ) — E(U)2 = VCW’(U) Z 0

luego
E(Apepro) > E(Apavra)



c.- En un juego usted gana un partido con probabilidad p. Cuando usted gana, su capital se duplica
y cuando pierde se reduce a la mitad. Si comienza con C (UM) de capital y juega n partidos. Calcule
la esperanza de la utilidad.

SOLUCION
Si se define las variables aleatorias independientes

X — 2 conprobabilidadp
o 5 conprobabilidadl —p

se tiene que la si, se juegan n partidos, entonces la utilidad queda expresada como:

v- (HX> <

o - o((ib)

e E<Hx>

luego

esto ultimo por ser C' constante.
Por otra parte, las variables X; son independientes, entonces se tiene:

E(U) =C- (ﬁE(XQ)

i=1

ahora bien,
1
EX:) = 2p+50-p)
_3 1
- 2P
luego

EU)=C- (3p+ 1)"



Pregunta 3.

a.- Sean X, Y variables aleatorias independientes tal que X ~ exp(a) y Y ~ exp(f).
i) Calcule P(X >Y)
ii) Sean Z = X +Y, W = &<, a = 3. Usando el T.C.V. determine

X+Y?
fZW(Z7w)7 fZ(Z)v fW(w)

SOLUCION

i)
Considerando que si X ~ exp(a), entonces fx(z) = ae™** si & > 0, entonces se tiene que por ser X e Y
independientes_

Ixv(z,y) = fx(@)- fr(y)

= af-e Py

ahora bien

P(X > Y):77fXY($ay)dyd$

00
pero

oo

//fxy(wyy)dydm = //ag.efawfﬁydydx
0 00

0

|
o~ o8 o ——

- e_(“/ﬁe_m’dydm
0

a-e [1 - efﬁz] dx

i)
Se toma a = (3
Setiene Z=X+Y y W = XLW, el teorema de cambio de variables dice:

90 -1
det ( Z)‘
3xj

X
U(z,y) = <w+y7 Hy)

fxy(z,y) =a? e @) = o2 gm0z

ov; < 1 1 )
— " -
Ox; @+y)?  (@ty)?

fzw(z,w) = fxy(z,y)-

donde

Primero, notemos que

por otra parte




asi, se tiene

<8\I/ ) —r—y -1
det =
O (x—i—y) Tty

1
‘ <3x])‘ a:+y ;

asi, se tiene

- z-e7 % siz>0we (0,1)
0 5ino

fzw(z,w) = {

Notemos que
Rz =R" y Rw = (071)

Asi,
1
fz(z) = /a2 e~ - zdw
0
1
= o? efo‘z-z/dw
0
— 0(2 . efozz P
es decir

0 S No

a2 e .z siz>0
fZ(Z)Z{ :

aceptando que fz(z) es funcién de densidad, entonces

{fz(z)dz =

fzw(z,w) = fz(2)

=[mwwmw=[h@w=

’ W ~ Uniforme(0,1) ‘

pero

luego

asi se tiene que

Notemos que Z y W son independientes, pues

fzw(z,w) = fz(2) - fw(w)



b.- Sean X, X5, ... variables aleatorias iid, y sea N una variable aleatoria a valores enteros no negativos,
e independiente de {X,};cn.
Sea

Muestre que

SOLUCION
Es claro que
N
E(S | N) = Y E(X)
i=1
pero como todas las variables aleatorias tienen la misma distribucién, entonces se tiene
E(X:) = E(X;) Vi,j

en particular se tiene

luego

por ultimo, se sabe que

pero E(X7) es un valor numérico, luego



