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Pregunta 1.

a.- Se escoge una carta de un mazo corriente. Sean A, B dos eventos asociados al espacio muestra
de este experimento. Indique A, B para que sean:

i) Excluyentes, pero no independientes.

SOLUCION

basta tomar A # @ y AY # 0, tal que 0 < P(4) < 1.

en efecto. AN AY = 0y P(AN AY) = P(O) = 0, pero P(A) - P(A®) # 0, es decir, los eventos no son
independientes.

ii) Independientes, pero no excluyentes.

SOLUCION
basta tomar el espacio entero y otro evento cualquiera A # @.
en efecto. QNA = A# @, es decir, no son excluyentes, y por otra parte P(2NA) = P(Q)-P(A), ya que P(Q2) = 1.

iii) Independientes y excluyentes.

SOLUCION

Ne necesita que los eventos A y B cumplan con lo siguiente ANB =0 y P(ANB) =P(A)-P(B). Con esto, se
debe cumplir que P(A) - P(B) = P(AN B) = P(Q) = 0, es decir P(A) = 0 o bien P(B) = 0, basta entonces tomar
A =@ y B cualquier evento.

iv) No independientes y no excluyentes.

SOLUCION
Basta tomar A £ Q y B D A, tales que P(4) 20y 0 < P(B) < 1.
en efecto, ANB = A # 0, es decir, no son excluyentes, y ademas, P(ANB) = P(A) # P(A) -P(B), si P(B) < 1.



b.- Considere que en el circuito de la figura las componente A, B, C, D, E funcionan con probabilidad
p y en forma independiente. Calcule la probabilidad de haya paso de I a O.

SOLUCION.

El circuito puede ser dividido en dos, la Componente 1, que contiene a A, B y C, y la Componente 2, que
contiene a D y E.
Para que haya paso de I a O, debe haber paso por la Componente 1 y por la Componente 2.
Se define C'1 como el evento que indica que hay paso de corriente por la Componente 1. De manera andloga se
define C2.
Luego, lo que se pide calcular, es
P(C1NC2)

En este caso, se recurrird al complemento. Luego, se tiene:
P(C1NC2) = 1-P((C1nC2)%)
= 1-P(C1°uC2°)
pero es sabido que
P(C1° U C2°) = P(C19) + P(C29) — P(C1¢ N C2°)

Calcular P(C1%) es calcular la probabilidad de que no haya paso por la Componente 1, y para que ello ocurra,
se necesita que las componente A, B y C fallen al mismo tiempo. Y como probabilidad que cada uno componente
funcione es p, entonces la probabilidad de que falle es (1 — p), y luego, por independencia, se tiene que

B(C1°) = (1 - p)*
De manera analoga se concluye que
B(C2C) = (1 - p)’

Ademés, para que no haya pasa por la Componente 1 ni por la Componente 2, todas las componentes debe estar
falladas. luego
P(C1° N C2%) = (1 —p)®

Asi se tiene que
P(C19UC2%) = (1 - p)* + (1 - p)2 — (1 - p)°

luego
P(C1NC2) = 1-[(1-p’+(1—-p)?-(1-p)°]
= 1-(1-p°-1-p°+@1-p)°



c.- Sea Ay,..., A, eventos cualesquiera. Se definen B, = A;, By, = A{ N Ay, B3 = A{ N AS N A3, etc.
Demuestre que

P(A;UAU..UA,) =) P(B)
=1

SOLUCION
Notemos que
AiUAU..UA, =B UB,U...UB,

Demostrémoslo por induccién.

para n = 1, es trivial, ya que, por definicion A; = Bj.
Demostremos la implicaciéon inductiva.

Se tiene que

AjUAU..UA, 1 UA, UByy1 = AiUAU.LUA, 1 UAUATNATN..NATNA)
= [AJUAU..UA, 1JUA,U(AF NAT N..NAS N Api)

= [AfnAfn.. mAff_l]c U(AfnAYn..nASNA) UA,

_ [([Af NAS .45, ) ULAf nagn AT )

N ([Af NASN...N Affl]c U [AS N Anﬂ])} UA,
= [QN(A1UAU..UA,_1U[AS N Ap])] U A,
= A UAU..UA, 1 U([ASNA 1] UAY)
= A UAU..UA, 1 U([ASUA]N[A,,1U4,])
= AUAU..UA, 1UQN[A 1 UAL)
= AUAU..UA, JUA UA,
Hemos probado entonces que
ATUAU..UA, 1 UA, UBpy1 =AUA U UA,_UA, UA,

Pero por Hipétesis de Induccion, se concluye que

AT UAU...UA,_1 UAnUAn+1 =BiUByU..UB,_1 UBnUBn+1

Por otra parte, nétese que

En efecto.
sin pérdida de generalidad, supongamos i < j
se tiene
c c
B, = AYN..NA7 NA
c c c c
B; = A{n..nAY NATN..NAS  NA,
Luego,
BinB; = A{NAYN.NAZ NANAYN..NAS N A;

= AYNAfN..NAZ N(ANAY)N..NAY N4
= A{NAYN.NAZ NON..NAS 1 NA;
0]

De esta manera, se tiene que la unién de la familia B; es disjunta. Luego, se tiene, que la probabilidad de la
unién es suma de probabilidades. Se concluye que

P(A UAU...UA,1UA,) = P(BiUByU..UB,_1UB,)

= ZHD(Bi)



Pregunta 2.

a.- Considere el conjunto Q = {1,2,...,1000} equiprobable. Se dice que un nimero es coprimo con
otro si sélo si no tienen divisores comunes excepto el uno. ;Cual es la probabilidad que al elegir un
nimero de () éste sea coprimo con 67

SOLUCION

Dado que 6 = 2 - 3, un namero va a ser coprimo con 6 si NO es divisible ni por 2 ni por 3. En este caso, es
mejor, calcular la probabilidad del complemento.
Sea A el evento que indica que se eligié6 un niimero coprimo con 6.
luego
P(A) =1 —P(A°)

Para que un nimero no sea coprimo con 6, este debe o bien ser divisible por 2 o bien por 3.
Definamos el evento D2, como aquel que indica que se extrajo un nimero divisible por 2. De manera analoga
se define D3.
Luego
P(AY) = P(D2 U D3) = P(D2) +P(D3) — P(D2 N D3)
Notemos que el evento D2 N D3, es igual al evento que indica que se extrae un ntmero divisible por 6.

Dado que 2 = {1, ..., 1000}, se tiene:
500

1000

333
1000

166
1000

P(D2) =

P(D3) =

P(D2N D3) =

Luego

1
IP’(AC): 500 + 333 166 _ 667
1000 © 1000 1000 1000

Entonces
667 333

P(A)=1— e = 2
1000 1000



b.- En una pasteleria se vende 5 tipos de pasteles y usted necesita llevar 4 pasteles.
i) (De cuantas maneras se puede realizar su pedido?
SOLUCION

Todo pedido se puede asignar a uno y sélo uno de los siguientes grupos:

1. Todos los pasteles iguales.

2. 3 pasteles iguales y uno distinto.

3. 2 pasteles iguales y 2 pasteles iguales (distintos a los otros).

4. 2 pasteles iguales y 2 pasteles distintos (entre si y distintos a los primeros).
5. Todods los pasteles distintos.

Lo fundamental para el conteo, es tener en cuenta que el orden en que se hace el pedido es redundante, es decir, no
debe ser considerado.

Otra observacién importante es el hecho que los grupos recién definido generan una particién del espacio muestral.

De este modo, lo inico que hay que hacer es contar los elementos de cada grupo.

El GRUPO 1, claramente tiene 5 elementos.

Sea T={a, b, c, d, e}. Este conjunto de alguna manera representa los tipos de pasteles.

El GRUPO 2, tiene (g) - 2 elementos. Esto es, pues por cada subconjunto de tamafio 2 de T, por ejemplo {a,
e}, se puede generar dos pedidos del GRUPO 2, tres pasteles del tipo a y uno del tipo e, o bien, tres pasteles del
tipo e y uno del tipo a.

El GRUPO 3, tiene (3) elementos. Esto es por un argumento similar al anterior.

El GRUPO 4 tiene (g) -3 elemetos. Esto es, ya que por cada subconjunto de tamafio 3 de T, por ejemplo {a,b,c},
se pueden generar 3 pedidos de este tipo, 2 a, 1 b y 1c; o bien la, 2b y 1c, o bien, 1la, 1 by 2 c.

Y finalmente el GRUPO 5 tiene (]) elementos.

Asi, la cantidad total de pedidos posibles es:
5 5 5 5
9. )
ez )+ (5)+o-(5) ()

ii) Si el pastelero forma su pedido asignando los 4 pasteles al azar. Calcule la probabilidad que
lleve pasteles distintos. Explicite el espacio muestral.

SOLUCION

Para este experimento, el espacio muestral es
Q= {(21, ®2, 23,24) : x; € {a,b,c,d,e}}

Hay que observar que las componentes de la tupla pueden ser iguales.
Es claro que |  |= 5%
Por otra parte, los casos favorables son 5 -4 -3 -2, asi, la probabilidad pedida es:

5-4-3-2 24
54 125



c.- Un grupo de alumnos del curso estia formado por dos hombres (H; y H;) y dos mujeres (M; y
Ms).

i) La tarea consta de 12 problemas y estos se asignan al azar (3 por persona). ;De cuantas
maneras se puede repartir los problemas?

SOLUCION

Dado que el orden en que se realiza la reparticion da igual, sino que lo importante es con qué preguntas se queda
cada persona, la cantidad de reparticiones posibles son:

12 9 6
3 3 3
En efecto, supongamos que la primera persona que se le entregan las tareas al azar es Hi. A él se le puede
asignar de ('7) formas las 3 preguntas.
Una vez asigna dichas preguntas, se debe entregar las 3 preguntas a Hs, el cual puede tomar de (g) formas las

preguntas (ya que H; ya tiene 3 preguntas). Ahora, hay que asignar preguntas a M, quien tiene (g) formas de
elegir preguntas, y como sobran 3 preguntas, esas son asignadas a Mo.

ii) 4 Cudl es la probabilidad de que a H; le corresponda hacer problemas consecutivos?
SOLUCION

H, puede tomar sus 3 preguntas de (132) maneras. Estos serias los casos totales.
Dado que para este caso, el espacio muestral son todos los subconjuntos de las preguntas de tamano 3, los casos

favorables serian:
{1,2,3);:{2,3,4};..; {10,11,12}

Que son 10 casos.
Asi, la probabilidad pedida es:

iii) ;Cual es la probabilidad que a todos les corresponda hacer problemas consecutivos? Ex-
plicite el espacio muestral.

SOLUCION

Dado el problema, el espacio muestral seria de la siguiente forma:

Q= {({xiu Liys $i3},{$i4, Liss xie}a{xim Tig, xig}v{xima Liyys xim}) tin #imSim#n}

donde i,, es un namero de {1,2,...,12}, y x, representa la pregunta ¢

En la parte i), se calculo | ©|.

Por lo que, lo tnico que queda es contar las casos favorables.

Claramente, para que todos tengan preguntas consecutivas, la inica salida es que las preguntas asignadas a una
persona sean: {1,2,3}, o bien, {4,5,6}, o bien, {7,8,9}, o bien, {10,11,12}.

Se tiene entonces, 4 opciones, considerando las permutaciones, entonces, se tiene 4! formas de repartir las
preguntas consecutivas.

Asi, la probabilidad pedida es:
4!

() () ()



Pregunta 3.

a.- Se lanza un dado perfecto y J denota el resultado obtenido. Se tira tres veces una moneda tal
que P(cara) = 3.
i) Calcule la probabilidad que J =1 si se obtuvieron 3 caras.

SOLUCION

Se pide calcular P(J =1 | tres caras).
Por el teorema de Bayes, se sabe que

P(tres caras | J =1)-P(J =1)
P(tres caras)

P(J =1 tres caras) =

Es claro que

3
1 1 1 1
P(t J=1)==.-.-=|(2=
(tres caras | ) 5 58 <6)
Ademas )
PJ=1)=—
(J=1)=1¢
Por otra parte, usando Probabilidades totales, se tiene:
P(tres caras) = P(tres caras|J=1)-P(J=1)+...

+P(tres caras | J =6) - P(J =6)

luego

1\’ 1 /2\° 1 6\° 1
P(tres caras) = G -64- 5 .6_|__”+ i) G

1 .
= o [1+2°+..46°]
Finalemente, se tiene:
(7.1 1
P(J =1 |tres caras) = 6 6 =
( | ) ar-l+224+..+46% 1+234..4+63

ii) Calcule la probabilidad que J sea impar si se obtuvieron 3 caras.

SOLUCION
Se pide calcular
P(J impar | tres caras)

Que J sea impar, quiere decir que J = 1, o bien, J = 3, o bien J = 5.
Luego, se tiene
P(J impar | tres caras) =P(J =1V J=3 V J=05|tres caras)

Dado que los eventos J =1, J =3y J = 5, son disjuntos, y ademaés, sabiendo que la probabilidad condicional
es medida de probabilidad, se tiene:

P(J impar | tres caras) = P(J=1]|tres caras)
+P(J =3 | tres caras)
+P(J =5 | tres caras)

En la parte anterior, ya se calcul6 el primer término, por otra parte, se tiene que

P(tres caras | J = 3)-P(J = 3)
P(tres caras)

P(J = 3]|trescaras) =



pero

3\ 2
P(tres caras |J = 3) = (6)
luego
(2)3 1 27
P(J = 3|t = S =
( | T@SCGT’GS) 6%[1—"-23"“1‘63} 1+23++63
De manera similar, se tiene
(2)°.1 125
P(J = 5 |trescaras)= . u =
( | ) T+ 4. +65 1+2°+..+6

Luego
1+27+125

P(J impar | tres caras) = 1125+ . 168



b.- Sean A, B dos evectos tal que P(4) > 0 y P(B) > 0. Se dice que B repele a A si P(A|B) < P(A), y
que B atrae a A si no se cumple que B repele a A. Demuestre que si B atrae a A, entonces A atrae
a By B¢ repele a A.

SOLUCION

Se tiene que
B repele a A <= P(A|B) < P(A)
B atrae a A <= P(A|B) > P(A)

Se pide demostrar
A atrae a B

B atrae a A =
{BC repele a A

es decir, se pide demostrar que

P(B | A) > P(B)

P(A|B) > P(A) = {IP’(A | BY) < P(A)

Demostremos la primera implicancia:

luego, por hipétesis, se tiene

P(B | A) = : > : =P(B)

Por lo que se llegd a lo que se queria demostrar.

Por otra parte. .
P(B“ | A)-P(A 1-P(B|A) -PA
P(A | BC) = ( ]PJ(BQ) (4 _( (P(BC;) (4)

Pero se acaba de probar, que
P(A| B) >P(A) = P(B| A) >P(B)

Luego se tiene
—-P(B | A) < —P(B)
Entonces se tiene
(1-P(B|A) -P4) (1-P(B)) - P4)

P(A | BY) = B(BC) < B(BO) =P(A)

Por lo que se probé que lo se deseaba.



