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PROCESOS DE MARKOV A TIEMPO Y ESTADOS DISCRETOS

RESUMEN. Las cadenas de Markov fueron introducidas en 1907 por el matemético ruso An-
drei Andreevitch Markov (1856 — 1922), mientras buscaba condiciones mas débiles para la
demostracion del Teorema Central del Limite. A pesar de su origen instrumental la teoria
de cadenas de Markov se ha vuelto un tema de estudio en si misma por su amplio espectro
de aplicacion.

En este capitulo del curso introduciremos las cadenas de Markov y estudiaremos sus propie-
dades més basicas.

A A Mapron (1886).
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1. INTRODUCCION

En lo sucesivo consideraremos un conjunto numerable £ y un espacio de probabilidad (2, F, P).
Supongamos que ademés tenemos una sucecion de variables aleatorias definidas desde (2, F, P)
a F, es decir:

X,: (Q,F,P)—FE, VneN
Diremos que (X,,)nen €8 un proceso estocéstico a tiempo discreto a valores en E.
Definicién 1. [Cadena de Markov]

Un proceso (X,,)nen como el anterior, se dice Cadena de Markov si para todo n € N y para
todo (ig,...,1,) € E™ tal que P(Xy = ig,..., X, =1i,) > 0, se tiene que:

(1) P(Xni1 =tns1/Xo =i0, X1 =11,..., Xpn =1n) = P(Xps1 = tni1/Xpn = in)
Si ademas se tiene que Vi,7 € E, Vn € N:
(2) P(Xpp1 =i/X, =) =P(X; =i/X, =)
Se dice que el proceso es una Cadena de Markov Homogenea. En este caso (X, )nen se puede
caracterizar por el par ((A\,)ner, P = (pij)ijer) donde:
i = P(Xo=1)
pij = P(X1=1i/Xo=))
Diremos que A es la distribucion inicial de la cadena y que P es su matriz de transicion.

Ejemplo 1. Supongamos que (X, ),en s una sucesion de variables aleatorias independientes.
Entonces (X,,)nen es cadena de Markov.

O

Antes de ver méas ejemplos veamos un teorema que caracteriza a las cadenas de Markov
homogeneas.

Teorema 1.

Sea A un vector de probabilidad sobre E y sea P una matriz estocastica. Entonces (X,,)nen
es una cadena de Markov homogenea con distribucién inicial A y matriz de transicion P siy
solo si:

(3) Vn € N, \V/io, e ,'in - E . ]P)(XO - 'iO, e ,Xn - Zn) = )\iopioilpiliz .. 'pin—lin

Demostracion.
=P(Xo=ip,...,Xn=1n) = P(X,=1,/Xo="rt0,...,Xpn1=1n1)P(Xo=rt0,..., X1 =1n_1)
= P(Xni1=tni1/Xn =0)P(Xo =d0, ..., X1 =1n_1)
= pii, P(Xo=10,.-, Xpn-1=1n_1)
[terando este razonamiento encontramos que:
P(Xo=1d0,.--, X0 =1n) = Dinin1Pinrin_s---PiriP(X1 = 11/ X0 = i9)P(Xo = ip)

= Dinin_1Pin_rin_2 - - - PiriaPiois Mg
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Demostremos ahora la otra implicancia:

]P)(Xn—i-l = 7;n-‘,-la X, = Zn)
P(X, =iy,)

Zko,...,kn71€E P(Xn+1 = in+17 Xn = ’in, Xn—l = kn—lu e 7X0 = ]{70)

]P)(Xn—i-l - 7;n-i—l/)(n - Zn) -

Zko,...,kn71€E P(Xn = 1n, Xn—l = kn—la s 7X0 = kO)
Zko,...,kn,leE Akopkoklpklkz -+ Php—1inPiningr

Zko,...,k,,L,lEE Akopkoklpklkz . 'pknflin

D ko s € 2 MeoPhioki Pkiks -+ - Phn i

pinin+1
Zko,...,kn,leE Akopkoklpkllﬂ -+ - Pkp_yin

pinin+1

Por otro lado:
]P(XO - ’io, ey Xn — ’in, Xn+1 - ’in+1>
]P)(XO :’io,...,Xn :’Ln>
)‘iopiohpilh o PipvinPininia
)‘iopiohphiz - Pip_vin

pinin+1

]P)(Xn-l—l = Z.n—i-l/AXVO = 7;07 ce aXn = Zn)

Asi tenemos que:

P(Xn+1 — ’én+1/X0 — io, P ,Xn — Zn) — ]P)(Xn—i-l — in—i—l/Xn — Zn)

O

Ejemplo 2. Supongamos que £ = Z y consideremos (Y},),en sucesion de variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas. Entonces (X,,)nen definido como:

0 n=>0
X”_{ Yi+...+Y, n>1

es proceso de markov. En efecto, definamos p(k) = P(Y; = k) vy pij = pu(j — 7). Ademas
notemos que Xy = 0 es determinista, luego:

PXo=0,X1=ky,....Xpn=k,) = PV 1=k, Yo=ky—ky,....Y, =k, —k,_1)
= p(ky — 0)uka — k1) .. (b — K1)
= POk Pkiks - - - Pkn_1kn
Y como una trayectoria que no parte de 0 tiene probabilidad 0 tenemos que:
P(Xo=0,X1 =ky,...., X5 = kn) = 60(ko)ProkyPrrks - - - Dkpy 1k
Luego por el teorema 1 (X, ),en es cadena de Markov homogenea con matriz de transicion

P = (pij)ijez v distribucion inicial dg(-).
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1.1. Representaciéon Grafica de las Cadenas de Markov Homogeneas. Una cadena
de Markov homogenea se puede representar naturalmente como un grafo dirigido, donde los
nodos del grafo representan los estados del conjunto E y los arcos representan las posibles
transiciones de la cadena, es decir existe un arco desde el nodo ¢ al nodo j si p;; > 0. Veamos
un ejemplo. Consideremos F = {1,2,3} y la matriz estocéstica:

0 1/2 1/2
P=| 0 1 0
1/3 1/3 1/3

En este caso el grafo dirigido que representa la cadena es el siguiente:

'

112 x:\
AL

k\ 3 |(x:

FIiGURA 1.

Teorema 2. [Propiedad de Markov Simple:]
Un proceso (X,)nen es cadena de Markov si y s6lo si Vn € N condicional en {X, = i} el
proceso (X,+m)men es independiente de { Xy, ..., X, 1}

Ademas si (X,)nen es cadena de Markov homogenea con matriz de transicion P entonces
condicional a {X,, = i}, (X,1m)men es cadena de Markov homogenea con distribucion inicial
0; v matriz de transicion P.

Demostraciéon. Probamos la doble implicancia:

< Queremos probar que la independencia entre el pasado y el futuro condicional al presente
implica que se satisfaga la definicion de cadena de Markov:

P(Xo = o, X1 = i1y s X = iy Xns1 = ins1)
P(Xo = 10, X1 = i1, .-, Xy = in)
P(Xo =10, .., Xy = in, Xpnt1 = tns1/ Xy = i) P(X,, = i)
P(Xo =0, X1 =01,..., X, = 1ip)
P(Xo = iy s Xnot = in-1/ X = i) P(Xo = i)
P(Xo =ip, X1 =i1,..., X, =1p)
P(Xpi1 = ins1/ X = in)

= P(Xn—l—l = Z>n—|—1/)(n = Zn)
4
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= Lo que queremos probar ahora es que para todo evento B que dependa sélo de X, ..., X, 1
se tiene que:

P(Ban—i-l:in—l—l’---;Xn-i-m:in-i-m/Xn:i) = ]P)(B/Xn:71> X
]P)(Xn-l—l = Z.n—i-1> s aXn-‘rm = 7;n—l-m/)(n = Z)

Se puede probar de que basta probar la igualdad anterior para evento B elementales, del tipo

B =Xy =1y,...,X,.1 = i,_1, luego nos restringiremos a este tipo de eventos. Luego, si
llamamos B, = {X,11 = tna1, -+ Xogom = fnam )
, P(B, X, =i, B,)
P(B, B,/ X, = :
(B. B /X =1) P(X, = i)
B P(B,./X, =i, B)P(X, =1, B)
B P(X, =1i)

— P(By/X, =i)P(B/X, = i)

Donde la tltima igualdad se obtiene por la pérdida de memoria de las cadenas de Markov y
la definicién de probabilidad condicional.
Por ultimo notemos que si la cadena es homogenea con matriz de transicion P, entonces:

P(Bm/Xn = Z) = piyin+1pin+17in+2 . ’pin+m717in+m

Lo que corresponde a una cadena de Markov homogenea que parte “fresca” en ¢ con matriz
de transicion P.

O

2. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS

Definicién 2. [Probabilidad de Transicion en n pasos]
Dada una cadena de Markov homogenea (X, ),en la probabilidad de transicion de i a j en n
pasos la denotaremos por (P™),; y corresponde a:

(P(n)U—P( _j/XO—Z)
Notemos que por ser la cadena homogenea se tiene que:

(P™)sj = P(Xpim = j/Xm = i)

Proposicion 1.
Sea (X,,)nen una cadena de Markov homogenea ~ (A, P) entonces se tiene que:

i. P = P" En particular Pt = PP Tuego se satisface la ecuacion de
Chapman-Kolmogorov:
(4) po™ =" ppl
keE

ii. P(X,, =1) = (\'P");



iii. Si f: F — R es acotada, entonces:

Ez(f(Xn)) = (P(n)f)i

donde E;(+) es la esperanza bajo la ley P;(-) = P(-/ Xy = 7).
iv. E(f(X,)) = XPWf

Demostracion. i. Primero calculemos: P(X,, = j/Xo =1).

‘ . P(Xo=14X1=Fk,..., X1 =kn1, X, =7)
PilXo =/ Xo=i) = 3 P(Xo = 1)
Kt yoskn_1€E 0=

. Z )\ip’i7k1pk‘1,k2 c 'pknflyj

Y
kl,---7kn71€E v
= E PikiPky ks -+ - Phn_1,j
kl,---7kn71€E
_ n
= Pz’j

Ejemplo 3. [Mutacion de Virus:|

Supongamos que un virus puede existir en IV cepas diferentes y en cada generaciéon se man-
tiene como la misma cepa o muta con probabilidad « a una cepa diferente que se escoge al
azar. {Cuédl es la probabilidad de que la cepa a la cual pertenece el virus en el tiempo n sea

la misma que en el tiempo 07
COMPLETAR

3. ESTRUCTURA DE CLASES

A veces es posible dividir una cadena de Markov en partes més pequenas, en teoria mas
simples que la cadena completa. Esto se hace identificando las clases de estados comunicados
presentes en la cadena. Diremos que ¢ lleva a j lo que escribimos como ¢ — 7 si

P(3neN: X, =j)>0

Diremos que 7 se comunica con j sii — j A j — i.

Teorema 3.
Consideremos dos estados distintos i, j € E. Entonces son equivalentes:

ii. dn € N, Elil,. .. ,in_l e E: PiiyDivio - - - Pin_1j > 0.
(n)

lii. p;;° > 0 para algin n > 0.

Demostracién. Basta con notar lo siguiente:

pgl) <Pi(FneN: X, =7 < E :p,(?)
n>0
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De donde es clara la equivalencia entre (z) y (ii). Para probar que (i¢) y (4i¢) son equivalentes

basta notar que:

pz(f)— Z Diiy Piriz - - - Pin—1j

11,02,y in—1

Recordemos que Vi € E : pgg) =1 = i — i. Ademés de (it) es claro que i — j A
j — k= 1 — k. Luego < es una relacion de equivalencia en E y entonces particiona E en
clases.

Diremos que una clase C' es cerrada si:
1€Cii—yj =>jelC
Es decir una clase cerrada es una clase desde la que no hay escape. Un estado ¢ es absorbente

si {i} es una clase cerrada. Una cadena en que E es la unica clase se dice irreducible.

Ejemplo 4. Encuentre las clases de estados comunicados de la cadena de Markov homogenea
asociada a la siguiente matriz de transicion:

20000
001000
1 1 1
s 003 20

-] 3

P 000%%0
000001
000010

Es facil encontrar las clases comunicadas observando el diagrama de estados de la cadena:
4

? Mo

FIGURA 2.

|.|.II

4. TIEMPOS DE LLEGADA Y PROBABILIDAD DE ABSORCION

Sea (X, )nen una cadena de Markov homogenea con matriz de transicion P. El tiempo de
llegada al conjunto A C E corresponde a la variable aleatoria:

H*w):Q — NU{+oo}
HYw) = mf{n>0:X,(w)<c A}
7



Con la convencion de que inf ) = +o0o. La probabilidad partiendo de i € E de que (X,,)nen
llegue alguna vez a A es entonces:

ht = P(H* < +00)

)

Cuando A es una clase cerrada, h?* es llamada probabilidad de absorciéon. El tiempo medio
que le toma a (X,,),en llegar a A esta dado por:

k=Ei(H") = nPi(H* = n) + coP;(H* = o0)

7
n<oo

Con la convenciéon de que 0 - oo = 0.

Lo notable de los vectores (hi');cp v (k2)icr es que pueden ser calculados como la soluciéon

a ciertos problemas lineales. Antes de ver el resultado general, veamos un ejemplo.

Ejemplo 5. Consideremos la cadena de Markov homogenea dada por el siguiente diagrama
de estados:
Partiendo de 2. ;Cudl es la probabilidad de absorciéon en 47; Cuénto tiempo es necesario en

2 1/2
| 2 3 4
142

FiGURA 3.

promedio para que la cadena sea absorvida por {1,4}7. Sean:
h; = P;(llegar a 4), k; = E;(tiempo para llegar a {1,4})
Claramente: hy = 0, hy = 1. Supongamos ahora que la cadena parte de 2, entonces:

hy = Py(llegar a 4)
= Py(llegar a 4/X; = 1)Py(X; = 1) + Py(llegar a 4/X, = 3)Po(X; = 3)

= %I%(llegar ad/Xy=1)+ %I%(llegar ad/X;=3)
Pero por la propiedad de Markov simple:
Py(llegar a 4/X; =1) = hy A Py(llegar a4/X; = 1) = hs
Luego:
he = %hl + %hg
Anélogamente, encontramos que:

1 1
hs = —ho + =h
3 282+2 4



En resumen:

hl - 0
1 1
h2 - §h1 + §h3
1 1
hg = §h2 + §h4
h4 - 1

Luego la probabilidad de llegar a 4 partiendo de 2 es 1/3.Estudiemos ahora el tiempo de
absorcion del conjunto {1,4}. Notemos que k; = k4 = 0. Supongamos que empezamos en 2.
Entonces:

ks = IEg(tiempo para llegar a {1,4})
= 1+ Ey(tiempo para llegar a {1,4}/X; = 1)Py(X; = 1)
+E,(tiempo para llegar a {1,4}/X; = 3)Py(X; = 3)

1
= 1+ §E2(tiemp0 para llegar a {1,4}/X; =1)
1
+§E2(tiemp0 para llegar a {1,4}/X, = 3)

Pero por la propiedad de Markov tenemos E,(tiempo para llegar a {1,4}/X; = 1) = k; y
Es(tiempo para llegar a {1,4}/X; = 3) = k3. Luego tenemos que:

1
k‘g =1 + §(k1 + k‘g)
Anélogamente:
1
]{?3 == 1 + 5(]472 + ]{54)

Con lo que podemos encontrar que ko = 2.

Ahora pasemos al resultado general:

Teorema 4.
El vector de probabilidades de llegada a A : h** = (h#!);c es la solucién no negativa minimal

del sistema:
M = 1 1€ A
P ‘ .
( A){ hit = Yeppiyhi i¢ A

Donde la minimalidad se entiende como sigue: si (z;);cx es otra solucion no negativa de (Py)
entonces x; > h{‘ Vi e E.

Demostraciéon. Primero probaremos que h* satisface (P4). Si Xo =i € A entonces H* = 0,
luego h* = 1. Si Xy =i ¢ A, entonces por la propiedad de Markov:

Pi(H* < 00/X1 = j) =P;(H* < 00) = h{
9



Luego como:
Wt =PBy(H* < 00) = Y Bi(H" < 00/Xy = j)P, = 2Py
jEE jel

Veamos ahora que h* es la solucién minimal de (P4). Para esto supongamos que (z;)icr s
otra solucion no negativa de (P,) entonces:

» Parai € A, h' =1 =u;.

= Ahora supongamos que i ¢ A, entonces:
T = Zpijxj = Zpij + sz'jzj
jEE jEA j¢A

Sustituyendo z; obtenemos:

Ti = Zpij + Zpij (Z Djk + ijkxk)

jeA jgA keA k¢ A

- Zpij + Zpij ijk + Zpij ijkxk

jeA j¢A  keA JgA  k¢A

- Zpij T Z Zpijpjk + Z Zpijpjkxk

jeA j¢A keA J2A k¢A

= ]P)Z(Xl € A) —|—]P)Z(X1 ¢ A,Xg c A) -+ ZZpijpjkxk
JEA kA

= Pi(H =1)+Py( )+ DD Pkt
JEA k¢A

= Py(HA<2)+ ZZpijpjkak

JEA k¢A
Si seguimos sustituyendo el z; de la derecha n — 2 veces més obtendriamos:

xTr; = ]P)Z(HA S n) + Z C Z DPiji -+ Pin_1jnLijn
J1¢A  Jn¢A
Como (x;);cg es no negativo, el segundo término de la derecha también es no negativo,
luego tenemos que:
VneN: z; >P(H* <n)
Entonces:
x; > lim Py(HA < n) =P;(H* < 00) = b

n—oo

Ejemplo 6. [La ruina del jugador]|
Considere la cadena de Markov dada por el siguiente diagrama de estados:

donde p =1 — g < 1. Las probabilidades de transicién para ¢ = 1,2, ... son:
10
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FIGURA 4.
poo = 1

Pii-1 = (¢

Dii+1 = P

Consideremos A = {0} y notemos h = h*. Del teorema sabemos que h es la solucién minimal
no negativa de:

hy = 1
h; = phiyr+qhi 1 Vi=1,2,...
Esta ecuacion por recurrencia la podemos resolver utilizandoe en lado izquierdo que p+q = 1:
hi = phiy1+qhia
& (p+qhi = phig+qhia
& plhiti —hi) = q(hi — hi1)
Sea: a; = h; — h;_1 = a;4y1 = %ai Vi=1,2,...

Teorema 5.
El vector de tiempos esperados de llegada a A : k* = (kf');cx es la solucién no negativa
minimal del sistema:

(F2) k= 1+ gapyk) i¢ A

5. PROPIEDAD DE MARKOV FUERTE

5.1. Tiempos de Parada.

Definicién 3. [Tiempo de Parada]

Una variable aleatoria T : Q@ — {0,1,2,...} U {oco} es un tiempo de parada del proceso
(X )nen si el evento {T' = n} depende sblo de las variables X, X5, ..., X, paran=20,1,...
Intuitivamente, observando el proceso es posible determinar si 7" ha ocurrido.

Ejemplo 7. Son tiempos de parada:

i. El primer tiempo de pasada por un estado:
T; =inf{n >1: X, =j}

Pues: {T; =n} ={X1#j,.... X1 # 4, X =j}
ii. H4 tiempo de la primera llegada a A C E, definido en la secciéon anterior, pues:
{H=n}={Xo ¢ A X, ¢ A, ... X,.1¢AX,€A}
11



5.2. Propiedad de Markov Fuerte.

Teorema 6. [Propiedad de Markov Fuerte]

Sea (X,)nen una cadena de Markov homogenea (A, P) y sea T un tiempo de parada de
(Xn)nen. Entonces, condicional en {T' < oo} y {X7 = i}, (Xryn)n>0 €s una cadena de
Markov homogenea (0;, P) independiente de X, X1, ..., Xr.

Demostracion.

6. INTRODUCCION AL COMPORTAMIENTO EN TIEMPO LARGO DE CADENAS DE
MARKOV

6.1. Recurrencia y Transiencia.

Definiciéon 4. [Transiencia y Recurrencia]
Sea (X, )nen una cadena de Markov homogenea con matriz de transicion P decimos que un
estado i € I es:

1. Transiente si:

P(X,, = i, para infinitos n) =0
2. Recurrente si

P(X,, =i, para infinitos n) =1

Luego un estado es recurrente si la cadena vuelve a él infinitas veces con probabilidad 1,
mientras que un estado es transiente si la cadena eventualmente deja ese estado para siempre.

Nuestro primer objetivo es probar el siguiente teorema:

Teorema 7.
Se tiene la siguiente dicotomia:

i. Si IP;(T; < co) = 1 entonces ¢ es recurrente y » .-, pl(-?) = 00.

(n)

ii. Si P;(7; < 00) < 1 entonces i es transiente y > o~ p;;’ < 00.

Donde T; = inf{n > 1: X,, = i}, es el primer tiempo de retorno a i.
En particular todo estado es transiente o recurrente.

Para demostrar este teorema necesitamos algunas definiciones previas y un par de lemas.

Definiciéon 5. [Tiempos de retorno y largos de excursion]

Se define el r-ésimo tiempo de retorno por i, TZ-(T) inductivamente de la siguiente forma:

0 r=20
,Tz(r): T‘Z r=1

mf{n>T" ™V +1: X, =i} r>2
12



Se define el largo de la r-ésima excursion a 1, SZ-(T) COmMo:

S(’") _ { Ti(T’) _ TZ-(T_l) Ti(T’—l) < 00

i 0 T'(T’—l) —
Lema 1.
Parar = 2,3, ..., condicional en el evento Ti(r_l) < 00, SZ.(T) es independiente de {X,,, : m < Ti(r_l)}
y

P(S" = n/T" Y < 00) = Pi(T; = n)

Demostracion. Consideremos el tiempo de parada T = Ti(r_l). Luego por la definicién de
T, en el evento T' < oo tenemos que Xy = i, ademas por la propiedad de Markov fuerte:

» (X74n)nen es cadena de Markov homogenea (4;, P).
» (X74n)nen es independiente de Xy, ..., X7

Si ahora consideramos el proceso (Y},),en definido como Y, = X7, condicional a T" < oo
tenemos que:

o _ ) _ =)
= f{n>T"V4+1:X, =i} -1V

inf{n >1: Xpr,, =1}

= imf{n>1:Y, =1}

Luego SZ.(T) es el primer tiempo de retorno a i de la cadena (Y),)nen. Pero, condicional a
T < 00, (Yy)nen tiene la misma ley que (X, ),en condicional a Xy = 7. Luego:

P(S" = n/T" ™Y < 00) = Pi(T; = n)

O

Introduzcamos ahora la variable V; que representa el niimero de visitas a ¢ que realiza el
proceso y notemos que:
Vi=) lx,—p

n>0
Y ademas:
Ei(Vi) = E, (Z ]l{anz‘}> = Ei(lix,—y) = Y P(X,=i) =Y p
n>0 n>0 n>0 n>0
Por ultimo notemos, que un estado es recurrente si IP;(V; = oo) = 1y transiente si P;(V; = o0o) = 0.
Lema 2.

Para r =0,1,..., se tiene que P;(V; > r) = f], donde f; = P;(T; < o0).
13



Demostraciéon. Primero notemos que:
Pi(Vi>0) > P(Vi=1)=1=f}
Ahora procedamos por induccion. Para esto supongamos que Vk =0,...,r: Pi(V; > k) =

f%. Entonces:

O

Demostraciéon. (del Teorema [T])
Antes de pasar a la demostracion del teorema, recordemos que si X es una variable aleatoria
con valores enteros no negativos se tiene que:

d>PX>r) =) ) IP(X:U):Zip(xzv)zzvp(xzv)zﬁi()@

r>0 r>0 v>r+1 v>1 r=0 v>1

Ahora pasemos al teorema:

i. Si P;(7T; < oo) = 1 entonces por el lema anterior tenemos que P;(V; > r) =1, Vr > 1.
Entonces:

lim P;(V; >r)=1

r—00

Pero como los eventos {V; > r} son decrecientes tenemos que:
lim {V; > r} ={V; = o}
r—00

Lo que sumado a lo anterior nos dice que: P;(V; = oo) = 1. Por lo tanto, i es recurrente.
Ademas:

(Vi) =00 = > pif’

n>0

ii. Si P;(7T; < o00) < 1, entonces f; < 1, luego:

sz('?):Ei(Vi):ZPi(Vi>T)=Zﬁ= L < 00

1—f
n>0 r>0 r>0 fi

De lo que concluimos que P;(V; = oco0) = 0. Es decir i es transiente.

O

En lo que sigue consideramos (X,,),en una cadena de Markov homogenea de matriz de tran-
sicion P.
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Teorema 8.
Sea C' una clase comunicada de (X, ),en entonces, todos los estados de C' son transientes o
recurrentes.

Demostracion. Sean i,j € C' entonces existen n,m € N tales que: pz(-?) >0y pyin) > 0.
Luego por Chapman-Kolmogorov, Vr > 0 :
(n+r+m)

Pii > pi I pi
De donde tenemos: )
() (ntr+m)
ijj S o Zpii
>0 ii Pji >0

Haciendo lo mismo con j en lugar de ¢ podemos encontrar:
At By ] S R S Ak Bay ol
r>0 r>0 r>0

De donde es directo que la serie para ¢ converge si y solo si la serie para j converge. Luego el
estado i es transiente (resp. recurrente) si'y solo si el estado j es transiente (resp. recurrente).

OJ
Teorema 9.
Toda clase recurrente es cerrada.
Demostracion. COMPLETAR

OJ
Teorema 10.
Toda clase finita cerrada es recurrente.
Demostracion. COMPLETAR

OJ

Teorema 11.
Supongamos que P es irreductible y recurrente. Entonces para todo j € FE se tiene que
P(T; < o0) = 1.

Demostracion. COMPLETAR

6.2. Recurrencia y Transiencia de Paseos Aleatorios.

6.2.1. Paseo Aleatorio en Z.
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6.2.2. Paseo Aleatorio en Z2.

7. REFERENCIAS

= Markov Chains - James R. Norris - Cambrige Series in Statistical and Probabilistic
Mathematics

16



	1. Introducción
	2. Algunos Resultados sobre Cadenas de Markov Homogeneas
	3. Estructura de Clases
	4. Tiempos de Llegada y Probabilidad de Absorción
	5. Propiedad de Markov Fuerte
	6. Introducción al Comportamiento en Tiempo Largo de Cadenas de Markov
	7. Referencias

