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PROCESO DE POISSON EN R,

FIGURA 1. Siméon Denis Poisson (Pithiviers, Francia, 21 de junio de 1781-
Sceaux, Francia, 25 de abril de 1840), fue un fisico y matematico francés al que
se le conoce por sus diferentes trabajos en el campo de la electricidad, también
hizo publicaciones sobre la geometria diferencial y la teoria de probabilidades.
(Fuente: hittp : //es.wikipedia.org/wiki/Simeon__Poisson )

1. INTRODUCCION

Veremos como aparece la v.a. de Poisson cuando observamos durante un intervalo de tiempo
la ocurrencia de ciertos “acontencimientos raros”, asociados a una cantidad grande de objetos
independientes. Por ejemplo, si se observa cierta masa de material radiactivo, y se mide en
un intervalo de tiempo la cantidad particulas radioactivas emitidas (en la préctica, esto es lo
que hace un “contador Geiger”). Cada particula emitida corresponde a la desintegracion de
un atomo. Es muy poco probable que en un intervalo de tiempo (fijo) un determinado atomo
se desintegre, pero estamos observando muchisimos atomos y si es probable que algunos de
ellos lo haran en ese intervalo. Un fenémeno similar se observa cuando registramos los ins-
tantes de llegadas de llamadas telefonicas a una central telefonica (cada una correspondiendo
al instante en que una persona determinada decide hacer una llamada), o las llegadas de
clientes a un servicio.

Una manera de ver la conexién entre estos modelos y la ley de Poisson, es dividiendo el
intervalo de tiempo |0,%] en m intervalos de igual largo |tx_1, tx]. Si suponemos que en cada
intervalo se puede producir a lo més una llegada, cada vez independientemente y con pro-
babilidad p,,, la ley del nimero de llegadas en ]0,¢], cuando m — oo y mp,, tiende a una
constante no nula estas dado por el limite de Poisson.
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Adoptaremos un enfoque en apariencia diferente (pero en realidad equivalente), usado habi-
tualmente la modelacion de fenémenos como los antes descritos. Este se basa en la observacion
empirica, hecha por Erlang en los anos 1910-1920 de que los tiempos entre llegadas en (por
ejemplo) una red telefonica parecen “no tener memoria”, y ser independientes entre si. Esto
nos lleva a la construccion “clasica” del llamado proceso de Poisson en R, . Pero antes
de pasar a ello revisaremos un par de propiedades fundamentales de la variable aleatoria de
Poisson.

Proposicion 1. Propiedad aditiva: Sea \; €]0, oo[ para cada j € N, y (Z;) jen una sucesion
de v.a. independientes con Zj ~ P(;). Sea A := > = \; €]0,00]. Entonces

Demostracion Se tiene

Me—(h-ﬁ\z)

m!
y por induccién se obtiene el resultado para sumas finitas. Si ahora 7 := Z‘;‘;l Z;, dado que
para todor e N, {Z; +---+ Z, <r} \, {Z < r} cuando n — oo, se deduce

P(Zi+---+2Z,<r)—=P(Z<r).
Luego, P(Z <7r) =" _, e‘A%. Si A = oo entonces P(Z < r) = 0 para todo r € N de donde
7 = oo c.s. En caso contrario, tenemos P(Z =7) =P(Z <7r) —P(Z <r —1) = e X

rl”

0]
Lema 1. Sumas condicionadas de v.a. de Poisson Sean Z; ~ P(\;) conj=1...,m v.a.
independientes y X = Z;nzl Aj. Entonces la ley de (Z4, ..., Z,,) condicional a Z := Z;nzl Z;
es multinomial de pardmetros (Z; %, cee ’\T’") Es decir

P(lenl,...,Zm:nm

T n! A\ A )"
A S N R i
j; J n) n1!-~-nm!()\) ()\)

Demostraciéon Se obtiene directamente de las igualdades

m m )\nj m )\n
P (Zl =1y L =, Y 7 :n> = He_)‘jﬁ, P (sz :n> = e_)‘m.
=1 =1 7 '
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Lema 2. Sean A €]0,00[ y p €]0,1[. Sean Z ~ P(X\) y X una v.a. tal que, condicionalmente
a Z, X tiene ley B(Z;p). Es decir, para todo m,k € N con k < m,

P =tz = m) = (} ) 0=t

Entonces, X ~ P(p\), Z — X ~ P((1 —p)A) y son independientes.

Demostracion
PX=m,Z—X=n)=P(X =m|Z=n+m)P(Z=n+m)
n+m >\n+m Y
— m(1 — p)"
( m )p (1-p) CETIN

(pA)me—p)\ ((1 - p>>\)n6—(1—p))\
m)! n!

Ejercicio: Probar reciproca del Lema [Ik

Lema 3. Sea A €]0,0[, Z ~P(A\) y M = (My,...,M,,) una v.a. que condicionalmente a
Z, tiene ley M(Z;p1,...,pm). Entonces las coordenadas de M son independientes entre si,
Yy Mj ~ P(pj)\)

En el ejericio anterior se tiene Z;nzl M, = Z. Luego, para cualquier m € N, una v.a. de
Poisson Z siempre es la suma de m v.a. con ley de Poisson, independientes entre si. Para
generarlas, sabiendo que Z = n, tiramos n veces un dado de m caras y contamos cuantas
veces salio cada una de ellas. Si el dado es equilibrado (p; = % para cada j), entonces las
variables M tienen todas la misma ley. Por lo tanto, para cualquier m € N, una v.a. de

Poisson es la suma de m v.a. i.i.d entre si. Una ley con esta propiedad se dice infinitamente
divisible.

2. CONSTRUCCION DEL PROCESO DE P0OISSON

Consideremos A €]0,00[ y v.a. (Sy)nen(o} independientes de ley e()), definidas en cierto
espacio de probabilidad (€2, F,P). Nos referiremos a estas variables los “tiempos de perma-
nencia’. Llamaremos "instantes de salto del proceso.® “instantes de llegadas” a la sucesion de
v.a. definidas para w € (2,

To(w) =0, Ti(w)=51(w), Th(w)=S51(w)+- -+ Sy(w).

Del hecho que P(S,, = 0) = 0 para todo n, se deduce que la sucesion (7},),en €s c.s. estricta-

mente creciente.
3



El proceso de Poisson en R, de parametro A\ es la familia (N,);cr, de variables
aleatorias definida en (2, F,P) por

Ny(w) = Z LT, @) <t<Toi (@)}

n=0

Para cada “realizacion” (cada w € 2) de todas las variables Ty(w), Ti(w),..., la variable
aleatoria Ny(w) es el nimero de ellas que han tomado valores en el intervalo |0,¢]. A su vez,
los “incrementos del proceso”, es decir las diferencias de la forma N;,; — N, corresponden
exactamente al nimero de eventos ocurridos en el intervalo |s, s + t].

Es importante notar ademaés las siguientes propiedades:

= Para cadat € R, N; es un nimero natural. En particular, es finito c.s. Esto se sigue
del hecho que para t > 0, P(T,, < t) < P(S; <t,...,8, <t)=(1—e" =0
cuando n — oo, luego P(lim,, o T}, < t) = P(N; = 00) = 0.

» Para cada “realizacion” w € €2, tenemos que Ny(w) = 0, y la funcion t — Ny(w) es
no decreciente, continua a la derecha con limite por la izquierda, y constante por
pedazos. Los largos de los pedazos son las variables S,,. Las discontinuidades ocurren
en los instantes de saltos 7}, y son de tamao 1.

A continuacién estudiaremos la “ley del proceso”.

Lema 4. Para todot € R se tiene
N; ~ P(At).

Ademds para cada t > 0, la ley de T,,+1 —t condicional al evento {N; = n} es igual a la ley
de Tl N
P(Tp1 —t>s|N,=n)=P(T; >s) =

Demostraciéon Notar que se tiene la siguiente igualdad de conjuntos:

Luego, dado que T, y S,+1 son independientes, la primera con ley Gamma(\, n) y la segunda
con ley e(\), tenemos

P o A" ¢ At)"
P(N; = n) = / a" e A / Xe Mdy de = —— / e = M o
L'(n) Jo ' (n—1)"J, n!
lo que prueba la primera afirmaciéon. Para la segunda, partimos de la igualdad de conjuntos

{N; =n,Tp1 >t+st={T, <t,T,, + Spe1 >t + s}.

—T

Usando nuevamente la independecia de S,, 1 y T}, obtenemos que
P(Ny =n,T,4 >t+s)= —/ x”_le_’\x/ e Mdy dr = e—A(t+s)( '>
F(n) 0 t+s—x n:

Dividiendo por P(N; = n) se llega a la expresion buscada. O
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La segunda parte del Lema anterior es reminisencia de la pérdida de memoria de la ley
exponencial: nos dice simplemente que si sabemos exactamente cuantas “llegadas” han ocu-
rrido hasta el instante ¢, el tiempo (aleatorio) que transcurrira hasta la llegada siguiente se
comporta como el tiempo (aleatorio) que tarda en ocurrir la primera llegada.

Nos interesa conocer ademas la “ley conjunta” de varias coordenadas, es decir de los tuplas
aleatorias de la forma (NVy,, Ny, ..., Ny, ) para tiempos 0 =ty < t; <ty < ... < tp,.

Lema 5. Sean n,m € N\{0}. Entonces, condicionalmente al evento {N; = n}, la ley de los
tiempos de permanencia (Ty,41 —t, Spio, .., Spnim) €s igual a la ley de (Sy,...,Sn), es decir
son v.a. independienes con ley e(\).

Demostraciéon Tenemos la igualdad

{Nt =n, Tn+1 —t> 81,5n+2 > So,.. -Sn+m > Sm} =
{Tn < t,Tn+1 >t+ Sl,Sn+2 > So,.. -Sn+m > Sm}.

y dado que S, 49, ..., Spim son independientes de (7,,, T}, +1),la probabilidad de este conjunto
es

]P)(Tn <t, Tn+1 >t + sl)P(Sn-‘r? > 825 .- Sn—',—m > Sm) =
P(Nt =n, Tn+1 >t+ Sl)P(Sn+2 > So,... Sn+m > Sm)

Dividiendo por P(N; = n) y usando la segunda parte del lema anterior, concluimos que

P(Tn-i-l —t> 81,5n+2 > So,.. -Sn—l—m > Sm‘Nt — n) —
7j=1

O

Ahora podemos describir completamente la ley de un proceso de Poisson “standard”:

Teorema 1. Sean 0 = t5 < t; < ty < ... < t,, instantes dados. Entonces las variables
aleatorias (Ny, — Nyy, Ny — Nyyy oo, Ny, — Ny, ) son independientes y sus leyes son Poisson
de pardmetros A1, A(to —t1), ..., Mt — tm_1)-

En particular, para todo t,s > 0, Nyrs — Ny tiene ley P(At), igual a la de Ny.

Demostracion Haremos la demostracion para m = 2 (para m > 2, la demostracion es una
generalizacion de este argumento y se deja al lector como ejercicio). Se tiene

P(Ntl - Nto =n, Nt2 - Ntl = m) :]P)(Ntl =n, th =n-+ m)

:P(Tn+m S t2 < Tn+m+1|Nt1 = n)P(Ntl = n>
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Dado que
{Toim <to < Thymir} ={Tns1 + -+ Spam <to <Th1 + -+ Spyma1}
={(Ths1—t1)++Sngm <to—t1 < (Tny1 —t1) + -+ Sntms1 ),
por el lema precedente concluimos que
P(Toim <to < Thims1| Ny, =n) =P(S1 44+ S <to—t1 <S1+ -+ Spt1)

=P(T,, <ty —t1 < Tppi1)
=P(Niy—y, = m)

Combinando las igualdades previas, obtenemos finalmente

P(Ntl — Nto =n, Nt2 — Nt1 = m) = P(Nt2_t1 = m)IP’(Ntl = n)

O

Asi, podemos calcular las covarianzas del proceso para dos instantes s < t. En efecto, dado
que N; — N y Ny son independientes, entonces Ny — Ny — \(t — s) y Ny — As también lo son.
Tenemos entonces

cov(Ng, Ny) =E (N = At)(Ns — As))
=E (N = Ny = A(t = 5))(N; = Xs)) + E ((Ns — As)?) ,
=E (N; — Ny — At — 5)) E (Ny — As) + \%s?
=\%s?
dado que E(N,) = As y que E((N, — \s)?) = A\%s2.

El teorema nos permite también calcular explicitamente la probabilidad de un eventos para

(Nyy, Niyy .., Ny, ): dados naturales ny < --- < n,, tenemos para 0 =ty < t; < ... < t,, que
P(Ny, =n1, Ny, =ng, ..., Ny, = ny) =P(Nyy — Nyy =1, Ny — Ny, =g —ng, ...
 Nip, — Ny, = _nm—l)
ﬁe Atj—ty1) (t' — )T
e (nj —nj-1)!
Sean 0 =ty < t; <ty <...<t, =t Gracias al Lema [l sobre de sumas de v.a. de Poisson

condicionadas, y el teorema anterior, podemos obtener la ley del ntimero de llegadas en cada
intervalo de tiempo |t;_1,%;] condicional al nimero total de llegadas en |0, t]. En efecto,

Ny = (N, — Ni,ooy) + -+ (N — Ny)

es una suma de v.a. de Poisson independientes N;; — N;,_, cada una com parametro A(t; —
tj—1). Luego, la suma de los parametros es At, y por el Lema [ deducimos la siguiente

Proposicion 2. Condicionalmente al evento {N; = n}, (N, — Ni,, 1y ..., Ny — Ny) tiene
Zey M( . lhi—to to tm_tmfl)
R

t
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La ley multinomial nos sugiere que, si sabemos que han ocurrido n llegadas en el intervalo
10, ], los intervalos |¢;_1, t;] en donde ellas se ubican fueron “elegidos” de manera independiente

para cada llegada, y cada intervalo con probabilidad %

De hecho, si Uy, ..., U, son n v.a. i.i.d de ley uniforme en |0, t], es decir, cada U; tiene densidad
1
-1 x
t }Ovt}( )7

entonces el vector con el nimero de ellas que cae en cada intervalo |t;_1,%;], j = 1,...,m

tm—tm—1 )

tiene justamente la misma distribucion multinomial M(n; 870 . ==

t

Esto refleja una relacion profunda entre el proceso de Poisson, visto como una “distribucion
aleatoria de puntos en R,” y la ley uniforme, la que formalizamos a continuacion.

Proposicion 3. Seat >0 y Uy, ..., U, v.a. i.i.d de ley uniforme en |0,t]. Entonces, la ley

de los instantes de salto (T4,...,T,) condicional al evento {N; = n}, es igual a la ley del
reordenamiento creciente (Upy, ..., Uyy) del vector (Uy, ..., Uy).
Demostracién Dado que (11,...,75,) v (Uyy, ..., Uw) son crecientes, basta probar que
]P(Tl < 81,T2 < S9,... ,Tn < 8n|Nt = n) = P(U(l) < S1ye.y U(n) < Sn).

para 0 < s3 < --- <5, <t (si s; > sj41, se puede reemplazar s; por s;1; y se obtiene
un evento equivalente). En ese caso, para (V;)i_, = (T})7_, v (V;)7-; = (Uy))}—, se puede
descomponer {V; < s1,...,V, < s,} en una union disjunta de eventos de la forma

{I{7:V; €0, 1]} = ma, [{j : Vj €]st, salH = ma, . [{7 1 V] €]sumr, sal} = mn
con0<m;<nparai=1....,nymy+---+m,=n (|| denota aqui el cardinal). Pero

P([{j : Uy €0, s1]} = ma, ..., [{7 : Uy €]8n-1, sn]}| = myn)
=P({j: Uj €0, 1]} = ma, ..., [{j : Uj €]sn_1, s0]}| = mn)

(B ()
(my)) - (my!) Nt t
=P(Ns;, =mq,..., N, — Ns,_, =my,|N; =n)
la ultima igualdad gracias a la Proposicion B Se concluye usando la igualdad de eventos
{Ng; =mq,...,Ng, — Ny, =m,, Ny=n} =
{|{.] : ij 6]07 31]}‘ =MmMy,..., ‘{j : ,TJ e]sn—la Sn]}‘ = mnaNt = n}
OJ
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