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1. Introducciéon

El Teorema Central de Limite no es un tnico teorema, sino que consiste en
un conjunto de resultados acerca del comportamiento de la distribuciéon de la
suma (o promedio) de variables aleatorias.

Con Teorema Central del Limite nos referiremos a todo teorema en el que
se afirma, bajo ciertas hipotesis, que la distribucién de la suma de un nimero
muy grande de variables aleatorias se aproxima a una distribucién normal.

El término “Central”, debido a Polya (1920), significa fundamental, o de
“importancia central”, este describe el rol que cumple este teorema en la teoria de
probabilidades. Su importancia radica en que este conjunto de teoremas desvelan
las razones por las cuales, en muchos campos de aplicacién, se encuentran en
todo momento distribuciones normales, o casi normales.

Un ejemplo tipico de este hecho es el caso de los errores de medida. Con
respecto a este tema, Laplace propuso una hipétesis que parece ser plausible.
Considera el error total como una suma de numerosos errores elementales muy
pequenos debidos a causas independientes.

Es casi indudable que varias causas independientes o casi independientes
contribuyen al eror total. Asi por ejemplo, en las observaciones astronémicas,
pequenas variaciones de temperatura, corrientes irregulares de aire, vibraciones
de edificios y hasta el estado de los 6rganos de los sentidos de un observador,
pueden considerarse como algunas pocas de dichas causas numerosas.

El Teorema Central del Limite es obra de muchos grandes matematicos.

Dentro de la historia del Teorema Central del Limite Laplace ocupa un lugar
fundamental: a pesar de que nunca enuncié formalmente este resultado, ni lo
demostré rigurosamente, a él le debemos este importante descubrimeiento.

2. Definiciones Basicas

Esta seccion tiene como objetivo establecer la terminologia y definiciones
bésicas para evitar interrupciones posteriores y lograr una lectura mas fluida.

Definiciéon 1
Una variable aleatoria (v.a.) X se dice Bernoulli si su funcién de probabilidad
esta dada por:
p(0)=P(X =0)=1-p
p()=P(X =1)=p
para algtn p € (0,1)

Definicion 2

Supongamos que se realizan n ensayos independientes, y que en cada uno se
tienen dos resultados posibles: éxito y fracaso. Supongamos también que p es la
probabilidad de éxito de cada ensayo.

Si X representa el nimero de éxitos que ocurren en los n ensayos, entonces
Xse dice una variable aleatoria binomial (o que tiene distribucién binomial) con
parametros (n,p)

Obs. 1: una variable aleatoria Bernoulli es simplemente una binomial de
parametros (1,p)



Obs. 2: una v.a. binomial de parametros (n,p) es la suma de n variables
aleatorias Bernoulli con probabilidad p = P(X; = 1)
Obs. 3: si X es una variable aleatoria binomial con parametros (n, p) notare-
mos
b(k;n,p) = P(X = k)

Definicion 3
Se llama funcién de densidad normal a

Definicion 4
La funcion de distribucion normal es

1 ® 142
(b(.l') = 7%/ €_§t dt

Definicion 5
Sea X una v.a., se llama funcién caracteristica de X a

“+o0
o () = B(e) = / ¢t qF (z)

— 00

Definicién 6

e El momento de orden n es E(X™)

e El momento absoluto de orden n es E(]X|™)

e El n-ésimo momento centrado de X es el momento de orden n de X —E(X),
es decir E((X-E(X))") .

3. Aproximacién normal de la distribucién bino-
mial

3.1. Primera version del Teorema Central del Limite.

La aproximaciéon normal a la distribucién binomial tiene considerable valor
tedrico y préactico.

Desempenné un papel importante en el desarrollo de la teoria de probabili-
dades, ya que condujo al primer teorema del limite.

Esta primer versién del Teorema Central del Limite fue dada por De Moivre
en su libro “The Doctrine of Chances” (1733) !, para el caso especial p = 1.
Laplace generalizo al caso p arbitrario y el resultado se enuncia como sigue:

1De Moivre escribi6 su libro “The Doctrine of Chances” en inglés pues en esa época residia
en Inglaterra, tras haber escapado de Francia por la persecucién de los Protestantes. El titulo
del libro es un sinénimo de “Teoria de la Probabilidad” en concordancia con la frase usada
por Bayes en su famosa obra poéstuma “An Essay Toward Solving a Problem in the Doctrine
of Chances”



Teorema 3.1 (De Moivre-Laplace) Sin — oo y k estd restringido a un in-
tervalo k < K, tal que K3 /n? — 0, entonces para todo € > 0 y n suficientemente
grande se cumple:

1—6<%<1+6 (].)

donde
ap = b(k + m; TL,p)

donde m es el término central, es decir, el unico entero de la forma
m=mnp+4 con—q<d6<p
1
v 1pq

Este teorema se puede enunciar de una forma mas clara, aunque menos
precisa de la siguiente forma? :

h =

]. ’LL2
b(k: ~— e 2
(kimp) ~ s e 2
__ k=mp
donde u = —

Nota: observar que el k al que hace referencia el teorema 3.1 no es el mismo
que el de la formula (2)

3.2. Uso de la aproximacién normal a la binomial.

La aplicacion méas importante del teorema 3.1 consiste en obtener aproxima-
ciones para las probabilidades de la forma,

B

B—m
P(agX gﬁ) :Zb(v;n,p) = Z ag

v=1 k=a—m

donde X es una variable aleatoria con distribucién binomial de parametros
ny p,y m es el término central.

Dentro de los limites de aplicacion del teorema 3.1 obtenemos una buena
aproximacion cuando reeplazamos ag por hé(kh). Esta cantidad puede interpre-
tarse como el area de un rectdngulo de altura ¢(kh), cuya base es un intervalo
de longitud h con centro en kh. Como es habitual, reeemplazamos el area del
rectangulo por el area correspondiente situada entre el eje x y la grafica de ¢;
como es sabido, el error que se comete es despreciable en el limite cuando h — 0.
Cuando «a y 3 son enteros, llegamos a la aproximacion

1 1
P(a <X <f) = ®((8—m+ )h) — @((a —m—)h)
Sin embargo en la formulacion final es preferible reemplazar z; = a_ng v

— B=np. . ca . .
20 = e el error que se comete con esta aproximacién tiende obviamente a

cero junto con h. Por lo tanto hemos demostrado el siguiente

2Esta aproximacion es buena cuando npg > 30



Teorema 3.2 Para z1 y 22 fijos, cuando n — oo

P(np+ 21/pg < X < np+ 25\/0) — (22) — (1) 3)

La relacion de limite adquiere una forma mas agradable si reemplazamos el
término X por
X —np

v pq

*

Asi podemos poner (3) como
P(Zl S X S ZQ) — (ID(ZQ) — (I)(Zl)

Observaciéon: al usar la aproximacion normal a la distribucién binomial, es-
tamos aproximando la distribucién de una variable aleatoria discreta con la
distribucién de una variable aleatoria continua. Por lo tanto hay que tener al-
gin cuidado con los puntos extremos del intervalo considerado. Por ejemplo,
para una variable aleatoria continua, P(X = 3) = 0, mientras que para una
variable aleatoria discreta esta probabilidad puede ser positiva.

Se ha encontrado que la siguiente correccion para continuidad mejora la
aproximacién anterior:

» P(X =k)~ P(k—
» Pa<X<b)~Pla—3<X<b+1)

4. Teorema Central del Limite de Laplace

En esta seccion daremos una idea de la forma en que trabajo Laplace.
El resultado obtenido por Laplace alrededor de 1810, en notacién moderna,
es el siguiente? :

Teorema 4.1 Sean X1,...,X, wvariables aleatorias independientes, identica-
mente distribuidas (iid) y acotadas, discretas o absolutamente continuas. Y sean
p = E(X1) y 0* = Var(Xy). Si n es suficientemente grande, vale la siguiente
aproximacion:

: -
Planp+rivn < X1+ ...+ X, <np+revn) = 7/ gefﬁdt

T1

Observar que el teorema de De Moivre-Laplace es un caso muy particular
del teorema 4.1 si pensamos a la variable aleatoria binomial X como suma de
variables aleatorias independientes Bernoulli X;.

3 A menudo nos referiremos a este teorema como el T.C.L. de Laplace, ya que, a pesar de no
haber establecido explicitamente las hipdtesis, como tampoco haber dado una demostracion
totalmente rigurosa, a él se debe este importante descubrimiento



4.1. Suma de variables aleatorias independientes

La suma de variables aleatorias independientes jugd un papel importante
en el trabajo probabilistico de Laplace desde sus méas tempranos comienzos.
En uno de sus primeros papers publicados, Laplace (1776) apunto6 a calcular la
probabilidad de que la suma de los angulos de inclinacién de las 6rbitas de los
cometas no sobrepase un cierto valor o, que la media aritmética de esos dngulos
esté entre dos limites dados. El supuso que la distribucion de las medidas de
los angulos era aleatoria como asi también supuso tacitamente que todos los
angulos eran estocésticamente independientes. Laplace tuvo éxito en calcular
estas probabilidades para un nimero arbitrario de cometas.

En el caso de un namero considerable de cuerpos celestes las férmulas obteni-
das eran demasiado complicadas para una evaluacién numérica directa. En esta
etapa de su trabajo matematico Laplace no pudo desarrollar aproximaciones
usables.

4.2. Herramientas utilizadas por Laplace
4.2.1. Meétodo de Laplace para aproximar integrales

En su trabajo "Mémoire sur la probabilité des causes"(1774), Laplace desa-
rrollé técnicas para aproximar integrales que dependen de un "gran pardmetro",
como por ejemplo la funcion Gamma

o0
I(s+1)= / e Tatdx
0

donde s es el "gran pardmetro".

La idea basica del "método de aproximacién laplaciano"es la siguiente:

Sea f el integrando que depende de un "gran parametro", y supongamos que
f tiene un tnico maximo muy pronunuciado de manera tal que la integral sobre
un intervalo pequenio alrededor de este maximo contribuye considerablemente
al resultado de la integral. Entonces se puede esperar que la funcion f sea
asintéticamente igual a una funcién de la forma

f(a)e—a(m—a)zkﬂ:...

si f alcanza su maximo en x = a. Basado en esta idea, el método de Laplace
consiste en desarrollar en series apropiadas alrededor de la abscisa del maximo.

En el caso de muchas férmulas probabilisticas este método de aproximacion
funcionaba bastante bien.

En su articulo de 1774, Laplace trat6 problemas de aproximacién con un
estilo analitico muy parecido al de Euler.

En su trabajo posterior dej6 el estilo euleriano y desarrollé, influenciado
por el analisis algebraico de Lagrange, un estilo especial algoritmico-algebraico
trabajando principalmente con desarrollos en series formales. La deduccién de
Laplace del T.C.L. fue escrita en este estilo.

4.2.2. Funciones caracteristicas

La herramienta de Laplace que fue crucial para su éxito en aproximar dis-
tribuciones de sumas de variables aleatorias independientes por distribuciones
normales fue su modificacién de las funciones generatrices.



Mostraremos la esencia de su procedimiento, en el caso especial de variables

aleatorias idéntica y simetricamente distribuidas X7, ..., X, las cuales toman los
valores % (m es un numero natural dado y k = —m, ..., m) con las respectivas

probabilidades pr = p—r.
Para calcular la probabilidad

n .
Pj:P(ZXi:,er (—nm < j < nm)
=1

Laplace utilizé la funcién generatriz T(t) = >, pxt®. Debido a la indepen-
dencia de las variables X, (presupuesta tacitamente por Laplace) P; es igual
al coeficiente de t/ en [T'(t)]" después de desarrollar el producto. La ejecucién
directa de este método es complicada. Laplace introdujo el truco de sustituir
la variable ¢ por ¢ (donde i> = —1). De esta forma surgen, para un caso
particular, lo que hoy llamamos funciones caracteristicas.

Usando la igualdad

1 ™

— | edTde =8,  (t,sel
o o ts ( )

se deduce

L[ e i )"
R —ijT 1kx =
= e [ Dre } dx
2r ) i

4.3. La deducciéon de la aproximaciéon a la distribucién
normal

La dltima integral era, al menos formalmente, accesible para aplicar los méto-
dos de aproximacién de integrales de Laplace. Sin embargo era necesario una
modificacién, ya que Laplace no considerd el desarrollo de todo el integrando
alrededor de su maximo en x = 0, sino que solo lo hizo para el factor

que es la funcion caracteristica de X1 +--- + X,
Desarrollando e*** en series de potencias se obtiene:

1 T m

P = — e—z]m|: eik$:| de =
’ 2m - k;npk

1™ o & 2 o 1KT? "
:§'7ﬂe ! [ Z pe(l —k"2" — 6 + | dx

k=—m

Teniendo en cuenta que py, = p_, y con la abreviacion m?0? = 3" ppk?
obtenemos:

1 T 2 ..2,.2

e—ijm{l_%Jr...} du

Pj:ﬂ .

La expansiéon formal de



2 2.9 n

meo°x
log{l—T+~-- =: logz
en una serie de potencias de z, da lugar a
log(2) m2o?nz?  mioinz? L+
og(z) = — _ e
& 2 8
v por lo tanto
m20%n2? _ miotnal m202na? mioinat
z=e =T 8 TU= e_f(l ira— +)

Después de la sustisucion © = —& resulta
un

4 4. ..4

n
/ eiuf _m2e%nz? a2m2(1_m08na: —|—---)dy

P =
J QWI

Para una aproximacién con n grande, ignoramos, al igual que Laplace al-
gunos términos, y al mismo tiempo cambiamos los limites de integracion, obte-
niendo:

2 2 2
/L] a"nx
i Ve " dy
fir Qﬂf/
esta ultima integral es igual a
1 __ g2
e 2mZ202n

2mn

La suma de esta dltima expresion desde r14/n hasta r24/n, que puede ser
aproximada por una integral, da lugar a una aproximacién para

P(7'1\/ﬁ < ZXi < 7‘2\/5)

que se corresponde con el enunciado del teorema 4.1.

Segin Laplace es posible generalizar a variables absolutamente continuas
suponiendo que m es "infinitamente grande". Su intento por demostrar esta
importante proposicién no resiste un andlisis riguroso moderno y, por otra parte,
no se puede hacer esta demostracion en forma rigurosa.

5. El Teorema Central del Limite durante el perio-
do 1810-1853

La versién del T.C.L. de Laplace sirvié principalmente como una herramienta
de "sentido comun", y su importancia fue determinada por un campo fuera de
las matematicas.

A mediados del siglo XIX el T.C.L. se hizo parte de la propia matematica a
través de las contribuciones de Dirichlet y Cauchy.

A pesar de los intentos realizados por diversos matematicos, durante este
periodo no se encuentran demostraciones rigurosas del T.C.L. de Laplace. Esto
solo se lograria después de muchos anos.



5.1. Siméon Denis Poisson (1824)

Poisson generalizé el T.C.L. de Laplace a sumas y combinaciones lineales de
errores observacionales con diferentes distribuciones (no necesariamente simétri-
cas). Senial6 la importancia de las presuposiciones, a diferencia de Laplace, que
nunca las enuncié explicitamnete.

Poisson trabajé principalmente con contraejemplos (de un teorema no for-
mulado claramente por Laplace), el mas importante de ellos es el siguiente:

La suma de variables aleatorias X; independientes, identicamente distribui-
das (i.i.d.) con funcién de densidad

1

f(x):m

no se aproxima a una distribucién normal, atin cuando la cantidad de sumandos
sea muy grande. Obviamente, alguna de las hipotesis del que hoy conocemos
como teorema de Laplace (teorema 4.1), no se cumple. Se puede demostrar
facilmente que la E(X;) no existe.

Poisson, también observé que estos casos no se encuentran en la practica. Las
variables aleatorias con funcion de densidad f jugarian un rol muy importante
en el trabajo posterior de Cauchy, es por este motivo que hoy lleva su nombre.

5.2. Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1846)

Dirichlet es conocido por sus contibuciones pioneras a la fisica matematica y
a la teoria de niimeros. En el campo de la teoria de las probabilidades solamente
se pueden encontrar unas breves notas, aunque durante su periodo en Berlin
(1828-1855) frecuentemente dicto cursos en teoria de las probabilidades o teoria
del error, donde presenté nuevas y originales ideas.

El interés principal de Dirichlet no era el tratramiento de las aplicaciones
o fundamentos probabilisticos, sino mas bien, la discusién de los problemas
analiticos generados.

El considerd estos problemas como aplicaciones de la teoria de integrales
definidas, y por lo tanto a varios de sus cursos concernientes a estos temas los
llamé “Anwendungen der Integralrechnung”. Por ejemplo, la “demostraciéon” del
T.C.L. fue presentada en 1 hora extra de un curso de 4 hs. sobre integrales
definidas.

5.3. Augustin Louis Cauchy (1853)

El altimo articulo de Cauchy, en un total de 8 papers, contien una intere-
sante discusion sobre la aproximacion a la distribucién normal de combinaciones
lineales de errores aleatorios. Basicamente, su linea de argumentacién analiti-
ca es similar a la de Dirichlet y muestra métodos que ain son utilizados en
el tratamiento moderno del T.C.L.. Cauchy utilizé funciones caracteristicas y
teoremas de inversion para demostrar el caso de variables aleatorias continuas
i.i.d. con funcién de densidad simétrica y soporte compacto.



6. El Teorema Central del Limite y sus primeras
demostraciones rigurosas

6.1. Teorema Central del Limite de Liapunov

Las primeras demostraciones realmente rigurosas de T.C.L. son el resulta-
do de la labor de tres grandes matematicos rusos: Tshebyshev (1887), Markov
(1898) y Liapunov (1900-1901).

Tshbyshev y Markov lo hicieron utilizando el método de los momentos. Lia-
punov fue el primero en utilizar el método de las funciones caracteristicas. El,
ha demostrado por este método, que el T.C.L. era aplicable con hipdtesis mu-
cho més generales que los de Tshbyshev y Markov *ademas su método de de-
mostracién tiene la ventaja de la simplicidad.

El resultado es el siguiente:

Teorema 6.1 (Liapunov) Sean (Xi)ren v.a. independientes cuyos tres primeros
momentos ezisten, y sean: my = E(Xy), 0% = Var(Xg) < oo

ar = BE((X) — my)3)momento centrado de tercer orden

bi = E(| X}, — my|3)momento centrado absoluto de tercer orden

Llamemos

entonces

donde F,, es la funcion de distribucion de

S:L _ Z.Z:l(Xk — /rn’k)

Sn

Observacion: si las v.a. (Xi)ren son identicamente distribuidas, entonces la
condicién de Liapunov se cumple. En efecto, en este caso son iguales todos los
desvios o) (llamemos o = o), y también son iguales todos los momentos by,
(lamemos b = by,), entonces resulta

Sn = 0vn
B, = Vb/n

Luego
B, Vb 1

lIm —=— lim — =
n—oo S, 0 n—oo \G/ﬁ

0

4Markov sefialé a continuacion que se puede demostrar también el teorema de Liapunov
por el método de los momentos.

10



Aunque para variables identicamente distribuidas la condicién de Liapunov
se cumple, observemos que no se puede deducir el teorema de Laplace a partir
del teorema de Liapunov, ya que puede existir

“+oo
/ 22dF(z)
pero
“+oo
/ e dF(z) = 400

e incluso que sea

—+o0
/ |2 dF(z) = +00 V> 0.
—0oQ

Liapunov también ha demostrado el T.C.L. con hipétesis més débiles. Para
esto supuso la existencia, en lugar del tercer momento, del momento de orden
240 (6 > 0) y en lugar de la condicion de Liapunov exigio

- B, (9)

n—oo Sn

=0 (5)

donde

Bn(é): (ZE(Xk—mk2+6)> .
k=1
6.2. Teorema Central del Limite de Lindeberg

Lindeberg propuso una condicién atn maés general que la condicion (4) la
cual permite demostrar el T.C.L. Esta condicién es también, en cierto sentido
necesaria.

Teorema 6.2 (Lindeberg) Sean X1, Xa,..., Xy, ... variables aleatorias in-
dependientes, cuyas medias pp =E(Xy) y desvios o, = /Var(Xy) existen.
Llamemos

y Fr(z) a la funcion de distribucion de Xy — pi. Si Ve > 0, se cumple la
siguinte condicion (condicién de Lindeberg)

1
lim — Y "n / 22dFy(z) =0 (6)
|z|>esn

2
n—oo §
n =1

entonces

lim G,(x) = ®(x)
donde G, es la funcion de distribucion de
S* — ZZ:l(Xk - ,Mk)

n Sn

11



En los libros modernos de probabilidad, este teorema se demuestra usando
funciones caracteristicas. Lindeberg en su demostracién no las utilizé.

Observacion: de la condicion de Liapunov (4) se deduce la condicién de
Lindeberg (6), en efecto:

3

1 ) 1 too 1({ B,

—2271 x“dFy(x) < —QZn |x|?dFy(x) = - | —
O |z|>esn €Sh =1 —o0 €\ Sn
La condicion de Lindeberg también se puede deducir a partir de (5).

Por lo tanto para demostrar el teorema de Liapunov, basta demostrar el

teorema de Lindeberg (para una demostraciéon ver Rényi [7]).

6.3. Teorema Central del Limite de Lindeberg-Lévy

Teorema 6.3 (Lindeberg-Lévy) Sean X1, Xo, ..., Xy, ... variables aleatorias
i.i.d. con p =E(X}) < oo y varianza positiva 0% =Var(Xy) < co. Y sean

S* — ZZ:l Xk —ny
" ovn
y I las funciones de distribucion de S};.

FEntonces
lim F,(z) = ®(z)

n—oo

Para la demostraciéon de este teorema, necesitamos el siguiente lema previo
que enunciamos sin demostracién.

Lema: Si la sucesion de funciones caracteristicas (¢, (t)) converge en cada
punto ¢t a una funcién ¢(t) continua en algin intervalo |[t| < 7 , entonces la
sucesion F),(x) de las correspondientes funciones de distribucion converge a la
funcion de distribucion F(z) que corresponde a la funcién caracteristica ¢(t).

Demostracion del Teorema 6.3. Todas las variables X}, — p tienen la misma
distribucién, por lo tanto también tienen la misma funcién caracteristica @ x (t).
Ademés:

E(Xy—pn)=0 y Var(Xy, — p) = o?

Debido a las dos siguientes propiedades:

1. Si X eY son variables aleatorias independientes, entonces:
px+v(t) = px )y (t)

2. ¢ax(t) = px(at)

de acuerdo a esto, la funcion caracteristica g de S}, es

P (t) = {@X(a\t/ﬁ)r (7)

El desarrollo en serie de Taylor de ¢ x (t) alrededor de ¢t = 0 es:

ox(t) = 1— %a%? +o(t?) (8)

12



Reemplazando la expresion (8) en la férmula (7) se obtiene:

donde V t tenemos:

1 (7) —0 9
ey ®)
Sea,
t2 t2
w=—g.+0(3)
Entonces

logps: (t) = nlog(1 + u) = ”[_ % +0(i)} - +no(g)

De la relacion (9) tenemos que

+2
lim @5 =e™ 7
n—oo
Usando el lema previo, queda demostrado el teorema. H
Lindeberg (1922) di6 la primera demostracion rigurosa de un teorema mas
general (teorema 6.2) que contiene al teorema 6.3, en efecto: si todas las variables
X} tienen la misma distribucién, con desvio finito o, tenemos

+oo
F(z) = Fy(z), / ?dF (z) = o? Y sn=o0vn

De donde
1 ¢ 2 Lo 2
nh_)rr;o 2 Z z°dFy(z) = = nh_)rr;o z°dFy(z) =0
n p_q1/0z|>esn |z|>esp

El teorema 6.3 es basicamente una reformulacion del T.C.L. de Laplace (quien
no di6é una demostracién rigurosa asi como tampoco establecié claramente las
hipétesis del teorema).

Lévy en su demostracion del teorema 6.3 (1930-1935) reinventoé la técnica de
las funciones caracteristicas. Existen razones historicas de que Lévy no conocia
el trabajo de Laplace: los libros franceses de esa época (Bertrand (1889-1907),
Poincaré (1896-1912), Borel (1909-1924)) no mencionaban a Laplace ni a las
funciones caracteristicas, de hecho Lévy dudé en usarlas en su trabajo debido a
las criticas de Borel.

6.4. Teorema Central del Limite de Lindeberg-Feller

Feller demostré que la condicién de Lindeberg es necesaria en el siguiente
sentido:
Si valen las dos condiciones siguientes:

lim méx (%) =0 lim F,(z) = ®(x)

n—oo 1<k<n S, n— o0

entonces se cumple la condicién de Lindeberg, es decir
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1
lim — Zn/ (2)%dFy(z) = 0
|z|>esn

2
n—oo S
" k=1
Mas atn, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.4 (Lindeberg-Feller) Sean Xi,Xs,...,Xy,... variables aleato-
rias independientes cuyas varianzas existen, y sea Gy (x) la funcidn de distribu-
cion de de Xy, p =E(Xy), o = / Var(Xy), llamemos F,,(z) a la funcion de
distribucion de

n Sn

n X o i n
Sr = —Zk:l( k=) donde s, = 202
k=1

FEntonces las relaciones

lim mam1<k<n(%) =0 lim F,(z) = ®(z)
n—o00 - T Sp n—00

valen, si y solo si, Ve >0

lim = Z/ (z — ) ?dGr(z) = 0

2
n—oo Sp k=1 |z—pr|>€sn
De este dltimo teorema se puede deducir otra condicién necesaria y suficiente:

Teorema 6.5 (Teorema) Sean Xi1,Xs,...,Xy,... variables aleatorias inde-
pendientes uniformemente acotadas, es decir: existe una constante a > 0 tal que
vk

P(|Xg| <a)=1

y supongamos que Var(Xy) # 0 Vk.
Entonces

lim F,(z) < lim s2 = 0
n—oo n—oo

7. Generalizaciones del Teorema Central del Limite

7.1. El Teorema Central del Limite para variables depen-
dientes

Markov fue el primero en intentar relajar la condicién de independencia en
el T.C.L. y consider¢6 variables aleatorias dependientes, las cuales dan paso a su
teorema “Cadenas de Markov”.

El trabajo de Bernstein (1926) sobre variables dependientes puede consider-
arse como una extraordinaria contribucién moderna a la Teoria de la Probabil-
idad, sin embargo, las condiciones establecidas por Bernstein para la validez de
los teoremas son bastante complicadas.
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7.2. El Teorema Central del Limite para vectores aleato-
rios

El Teorema Central del Limite para variables aleatorias puede ser general-
izado para vectores aleatorios. La primer demostracion rigurosa del TCL para el
caso de vectores aletorios independientes fue publicada por Bernstein en 1926.
Su demostracion sigue la linea de la demostracién de Liapunov para sumas de
variables aleatorias independientes. Mas ain, Bernstein mostr’0 que el TCL es
valido en el caso de vectores aleatorios dependientes cuando se cumplen cieras
condiciones adicionales. Laplace en 1810 ya habia senalado la posibilidad de
tales extenciones.
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