EJERCICIO 1 - CALCULO AVANZADO Y APLICACIONES, 2009/2

Profesor: Felipe Alvarez
Auxiliares: Francisco Collarte, Alfredo Torrico

P1. Demuestre que la funcién f(z) = cos(z), = %), admite el siguiente desarrollo en serie:
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%) de forma adecuada. Ademds puede serle 1itil recordar que
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2 cos(a) sen(b) = sen(a + b) — sen(a — b)

Indicacién: Extienda f a todo (—

2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b)
Bonus: Usando lo anterior, pruebe que:
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Solucién: Notemos primero que si queremos tener un desarrollo impar (con funciones senos) entonces debemos
extender la funcién f de manera impar, esto es,

)= {

De este modo, podemos calcular los coeficientes de Fourier. Notamos primero que todos los a,, son nulos pues la

cos(z) z€[0,5)
—cos(z) =€ (—%,0)

funcién extendida de esta forma es impar, por lo tanto los tinicos términos relevantes son los b,,. Asi, tomando
I=3

1

0
2
f(z)sin (xn:) de = — / — cos(z) sin(2nx)dx + /cos ) sin(2nx)dx
9 ™

™

2

2
by =~
™

“‘*\w\a

En la primera 1ntegral del lado derecho, haciendo un cambio de variables y luego usando la indicacién, llegamos
a que:
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lo que implica que:

— Z:: <4n2 — 1) sin(2nx)
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Asi, hemos concluido que b,, = —L,
m4n? — 1

Bonus: Para probar el bonus, basta con ver que la funcién f es continua y diferenciable en (0, 7) y por lo tanto

se tiene convergencia puntual, en particular evaluando en T, se tiene que cos(%) = %, ademas el término general
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de la serie es sin(%4"), que vale 0 para n par, vale 1 para n = 1,5,9,... y vale —1 para n = 3,7,11, ..., de este

modo, y notando que 4n? = (2n)? obtendremos:
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Lo cual concluye el problema.

P2.

(a) Dado a > 0, muestre calculando la transformada de Fourier por definicién que para la siguiente funcién

fz) =

a
a? 4 x2

iy fEe

(b) Considere la familia de funciones ¢,, dadas por:

bals) = { 0# |s| > so
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se tiene que

Demuestre que la transformada inversa para cada una de estas funciones estda dada por:

V250 sin(spz — n)
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Pn(z) =
Bonus: Demuestre que {¢,(s)} es una familia de funciones ortonormales, es decir, que el producto interno
para funciones complejas entre ¢, (s) v ¢m(S) es cero sin #m y que es 1 si n =m.
Solucién:

(a) Reemplazando directamente en la férmula de la Transformada de Fourier de una funcién se tiene que,
dado a > 0:
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Aqui tenemos que separarlo en dos casos:
Primero lo haremos para s < 0. En este caso se dan todas las condiciones para resolverlo con Teorema
de Residuos. Por lo tanto se tienen dos polos, ai y —ai pero s6lo consideramos el que tiene Im(z) > 0,

entonces el residuo sera:
e(LS

Res(f;ai) =

2ai
El valor de la integral cuando s < 0 es:
> a —is . e®” as f T as
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Para s > 0 hacemos un cambio de variable © = —y y nos queda:
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Para esto tenemos los mismos polos por lo que el residuo sera parecido, sélo nos cambi6 la exponencial:
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De este modo,
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Para s > 0 se tiene f(s) =4/ ge*‘” Y para s < 0 se tiene f(s) =4/ geas. Se tiene que para cualquier

s € R tenemos que:
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(b) Ocupando la definicién de la Transformada Inversa de Fourier tenemos que:
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pero como nos definen la funcién an (s) nos queda la integral como
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que es justamente lo que nos pedfan (0jo que fueron reparadas las constantes).

Bonus: Directamente de la definicién de producto interno entre funciones tenemos que:
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Asi, si m = n nos queda que
R R 1 s0
n y Pm = 5 ds=1
(). (1) = o [
Por otro lado, si m # n, nos queda:
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pero sen(so(m — n)w) = 0 para cualquier par m y n de enteros, luego el producto interno es 0. De

aqui se sigue que la familia es ortonormal.



