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Prefacio
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Cominetti, y se han beneficiado de una activa participacion de los Profesores Héctor Ramirez
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manuscritas, elaborar las figuras y sugerir varias ideas para mejorar la presentaciéon. También
debo agradecer a Regina Mateluna, secretaria del DIM, por su eficiente y siempre bien dispuesta
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que ya existia, con el fin de adecuarlo al programa del curso de Célculo Avanzado y Aplicaciones.
Mi reconocimiento para ellos por un trabajo muy bien hecho.
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Finalmente, quisiera agradecer el financiamiento proporcionado por el Departamento de
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Parte 1

Calculo Vectorial






Capitulo 1

Elementos de calculo vectorial

1.1. Campos escalares y vectoriales

Denotamos por R™ el espacio n-dimensional dotado de la norma euclidiana: ||7|| = V& - & =
V2?4 ...+ 22. Denotaremos genéricamente por Z o bien por 7 al vector posicion. En R? y
usando coordenadas cartesianas se escribe 7 = (z,y,2) = xi1+yj+ zl%, donde 7, j y k es el
triedro correspondiente a la base canénica de R3.

Sea ) un abierto no vacio de R?. Llamaremos campo escalar sobre  a toda funcién a valores
reales f : Q — R. Llamamos grafo de f al conjunto G(f) = {(Z, f(¥)) | ¥ € Q} C R*. Dado
a € R, se define el conjunto de nivel o de la funcion f como N, (f) = {7 € Q| f(¥) = a} C R3,
el cual puede ser vacio. Al conjunto de nivel se le conoce como superficie de nivel o bien como
superficie equipotencial.

Llamaremos campo vectorial sobre 0 a toda funciéon F' : Q@ C R3> — R3. En coordenadas
cartesianas, escribiremos

F([L’,y,Z) = Fl(llf,y,Z)'Z—i— FQ(ZE’,y,Z)j+ Fg(l’,y,Z) ka
donde para cada i = 1,2, 3 el correspondiente F;(z,y, z) es un campo escalar sobre 2. Podemos
representar graficamente al campo vectorial adhiriendo a un punto (xg, o, 20) € €2 el vector
correspondiente F'(xg, Yo, 20), ¥ repetir esto para una cantidad finita de puntos, tal como se
ilustra a continuacion.

—

F(x0,v0, 20)




4 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE CALCULO VECTORIAL

Ejemplo 1.1.1. Las particulas sobre un disco en el plano XY que gira con velocidad angular
constante w > 0 y con eje de rotacion dado por el eje Z, estan sujetas al campo de velocidades
dado por ¥(z,y,0) = —wyi + wx].

Ejemplo 1.1.2. Consideremos un fluido moviéndose en una regiéon 2 C R? (por ejemplo, el
interior de una tuberia). Si a cada punto (x,y,z) € Q le asociamos la velocidad instantéanea
de las particulas que pasan por dicho punto, obtenemos el campo de velocidades del fluido:
U(x,y, z) = vi(z,y, 2)i + vo(z,y, 2)] + v3(x,y, 2)k.

Ejemplo 1.1.3. (Ley de conduccién de Fourier). El calor fluye de regiones calientes a regio-
nes frias con una velocidad J proporcional al gradiente de temperaturas: J = —kVT(x,y, z) =

or oT oT .
—Kk— 1 — k— ) — k— k, donde la constante k > 0 se llama conductividad térmica y es una

ox oy 0z

propiedad fisica propia del medio conductor. En consecuencia, el flujo de calor sigue local-
mente la direccion de maximo descenso de la temperatura, que a su vez es perpendicular a la
correspondiente superficie de nivel también conocida como isoterma.

=
— =3
s ==
?;7

&

0



1.2. OPERADORES DIFERENCIALES DEL CALCULO VECTORIAL 5

Sea F : Q CR® — R3un campo vectorial, el cual supondremos suficientemente diferenciable.
Una linea de fuerza o linea de flujo es una curva cuya tangente en cada punto proporciona la
direccién del campo en dicho punto.

- /
/ . /

/ _ /

/ \

Mateméticamente, las lineas de fuerza o flujo se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones

diferenciales: % (t) = F(r(t)). Si interpretamos F' como el campo de velocidades de un fluido

que ocupa cierta region (), y dejamos una particula suspendida en el fluido en una posicion

dada, la trayectoria descrita por dicha particula es exactamente una linea de flujo. Si F' es un

campo de fuerzas que deriva de un potencial g en el sentido que F = —Vyg, entonces las lineas
de fuerza atraviesan perpendicularmente las superficies equipotenciales.

1.2. Operadores diferenciales del calculo vectorial

Sea F = (F1, Fy, F3) = Fli+ Fyj+ Fyk un campo vectorial diferenciable en un punto
7o = (o, Yo, 20). Sabemos que el diferencial de F' en dicho punto esté representado por la
matriz jacobiana:

81' 05 Yo, 20 ay 05 Yo, 20 82 05 Yo, 20

., OF. OF. OF.
Jp(m0) = a—;(ifo,yo,zo) a—;(ifo,yo,Zo) a—;(ﬂfo,ymzo)
(9x X0, Yo, 20 ay 2o, Yo, 20 82 X0, Yo, 20

En esta secciéon definiremos ciertos operadores diferenciales que hacen intervenir algunas de
estas derivadas parciales en una forma bien particular. Como veremos en los capitulos que
siguen, estos operadores son fundamentales para el desarrollo de los teoremas integrales del
calculo vectorial. Aqui nos concentraremos solo en la operatoria involucrada, dejando para mas
adelante la interpretacion y aplicacion de estos objetos.



6 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE CALCULO VECTORIAL

1.2.1. Divergencia, laplaciano y rotor

Definicion 1.2.1 (Divergencia). Sea F = (Fy, F, F3) Fii+ Fyj+ Fsk un campo vectorial
de clase C*. Se define el operador divergencia de F como

OFy O0F, O0F;

div F = . 1.1
v o7 + By + 9> ( )
Resulta también 1til la notacién
0 0 ~ 0
V=t—+4+7—+k— 1.2
"or +‘78y * 0z’ (1.2)

de modo que formalmente se tiene la relacion

divF=V.F. (1.3)
Notemos que dado 7 € Q, div F(7) = traza (Jz(70)).

Ejemplo 1.2.2. Dos ejemplos sencillos de campos y sus respectivas divergencias:

= Si F(7) =7 = (z,y, z) entonces divi = 3.

= Si F(F) = #(z,y) = (—wy, wz,0) entonces divd = 0. Se dice que 7 es solenoidal, esto es,
un campo cuya divergencia siempre es nula.

Un caso especial es cuando el campo vectorial corresponde al gradiente de un campo escalar:

Definicién 1.2.3 (Laplaciano). Sea f un campo escalar de clase C?, se define el laplaciano de
f como

2 2 2
st = 2L P12 »

De forma andloga se puede definir el laplaciano para un campo vectorial. Sea F=Fi+ i+
Fyk un campo vectorial de clase C?, se define el laplaciano de F como

AF = AF i+ AFy j+ AFsk (1.5)

Ejemplo 1.2.4. Si f(x,y,2) = %(1’2 +y? + 2%) entonces Af = 3.

Definicion 1.2.5 (Rotor). Sea F = Fi+Fj+ Fk un campo de clase C', se define el
operador rotor de F' como:

= (OF; OF,\ . (0F O0Fy\ . (0F, O\ ;
rOtF_<8y 82’) +<8z 093) +<8x 0y)k'
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Usando la notacion (1.2) podemos escribir el rotor de un campo F como sigue:

Ejemplo 1.2.6. Veamos ahora los rotores de los campos del ejemplo 1.2.2:

» Si F(7) = 7 entonces rot 7 = 0. Se dice que 7 es irrotacional, esto es, un campo cuyo rotor
es siempre el vector nulo.

= Si F(7) = i(x,y) = (—wy,wz, 0) entonces rot 7 = 2wk.

Observacion 1.2.7. Todo campo vectorial de clase C' que deriva de un potencial es irrotacio-
nal, esto es, si F'= —Vg en Q para algin potencial g de clase C? sobre 2, entonces rot F' =0
en Q). En efecto,

0%g g\ . 0%g g\ . 0%g g\, =~
t(Vg) = - - - ~ 0.
rot(Vg) <8y8z azay) o (8z8x 8:682) I* <8x8y 8y8x) =0

Aqui hemos usado que cada una de las componentes es nula por la igualdad de las derivadas
cruzadas, lo que a su vez es cierto en virtud del Teorema de Schwartz (recordemos que hemos
supuesto que g es de clase C*, de modo que sus seqgundas derivadas parciales son continuas).

1.2.2. Identidades vectoriales

Sean los campos vectoriales ﬁ, G:QCR3 - R3 y los campos escalares f, g : Q C R3 — R,
todos suficientemente diferenciables. Se tienen las siguientes identidades cuya demostracion se
deja al lector:

1. Ve € R, div(cF 4 G) = ¢div F 4 div G.

2. Ve € R, rot(cF + G) = crot F + rot G.

3. div(rot F) = 0 (i.e. el rotor de un campo vectorial es solenoidal).
4. ot Vf =0 (i.e. el gradiente de un campo escalar es irrotacional).
5. div(fF) = fdivE+ F-V/.

6. rot(fF) = frot F + V[ x F.

— —

7. div(F x G) = G -rot F — F - rot G.
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8. div(Vf x Vg) =0.
9. A(fg) = fAg+ gAf+2Vf-Vg.
10. V- (fVg—gVf) = fAg—gAf.

11. AF = V(div F) — rot(rot F).

12. rot(F x G) = FdivG — GdivF + (G- V)F — (F - V)G.
13. V(F - F) =2(F-V)F 4 2F x (rot F).

14. V(F-G)=(F-V)G+ (G-V)F+F xrot G+ G x rot F.

Observacion 1.2.8. En las tres ultimas identidades se usa la notacion

—

(F-V)G=F-(VG&)i+F-(VGy)j+ F - (VGs)k,
k.

dondeé:Gli+G2j+G3

1.3. Sistemas de coordenadas ortogonales

Las coordenadas cartesianas no siempre son las mas comodas para describir objetos geomé-
tricos y campos escalares o vectoriales. De hecho, en diversas ocasiones el problema en estudio
posee ciertas simetrias que no se ven reflejadas al utilizar estas coordenadas. En esta seccion
discutiremos otros sistemas de coordenadas que serén ttiles en varios contextos.

1.3.1. Triedro ortogonal y factores escalares

En general, un sistema de coordenadas curvilineas es una transformacion invertible sufi-
cientemente diferenciable 7 : D C R?* — R3, de modo que a todo triplete (u,v,w) € D le
corresponde un tnico punto en el espacio

M(u,v,w) = (z(u, v, w), y(u,v,w), z(u,v,w)).

Ademés suponemos que la matriz jacobiana del sistema de coordenadas en no singular, esto es,

—

or

oF
- %(u()) Vo, wO):|

J#(uo, vo, wo) = [%(U(),Uo,wo)

or

%(u()a Vo, wO)

3x3

es una matriz invertible para cada (ug, v, wg) € D.

Asociado al sistema de coordenadas curvilineo, en cada punto se define un triedro de vectores
unitarios de la siguiente manera: fijemos (ug, vg, wy) € D y consideremos la curva parametri-
zada por u +— 7(u, vy, wy). Como la matriz jacobiana del sistema es invertible, en particular
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||g—z(u0, vo, wo)|| # 0, y por lo tanto el vector tangente a la curva en el punto 7(ug, vo, wy) esta

bien definido y se expresa como

a—»
= é(u(bv(bw())/’

Evidentemente, u puede depender de (ug, vg, wy) pero no explicitaremos esta dependencia para
simplificar la notacién. Similarmente, como || % (ug, vo, wo)|| # 0 y [|-2 (o, vo, wo)|| # 0, los vec-
tores tangentes 0 y w a las curvas parametrizadas por v — 7(ug, v, wg) y w +— 7(ug, Vo, w) estan
bien definidos. Mas atin, nuevamente en virtud de la invertibilidad de la matriz jacobiana en
todo punto, se tiene que el triedro {, v, w} es linealmente independiente por lo que constituye
una base normalizada de R3.

>

o )
au Up, Vg, Wo

Definiciéon 1.3.1 (Sistema ortogonal). Se dice que el sistema de coordenadas 7 = 7(u,v, w),
(u,v,w) € D, es ortogonal si los vectores unitarios del triedro {u,0,w} definidos por

ou’ || 0u ov' ||ov ow

son mutuamente ortogonales para cada (u,v,w) € D.

or
ow

i = . b= = . (1.6)

g’

F(',’Uo,w(])

Observacion 1.3.2. Consideraremos solo sistemas de coordenadas ortogonales. Sin embargo,
en otros contextos puede ser de interés considerar sistemas de coordenadas curvilineas mds
generales.

Finalmente, llamaremos factores escalares a los siguientes valores reales:

or or or
N — [|== = ||— 1.
u ou o H 821' 0 H Ow (1.7)
De esta forma por definicion se tiene que
or . or . or .
% = huu, % = hU'U, % = hww.
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1.3.2. Ejemplos: cilindricas, esféricas y toroidales
Coordenadas cilindricas

Para este sistema de coordenadas la posicion de un punto Penel espacio queda determinada
por tres variables, p, 8 y z, como muestra la siguiente figura:

C L ygeb

zeR

1P
|
I‘\
|
[

~,
~

Entonces, la relaciéon entre las coordenadas cilindricas y cartesianas viene dada por

(p,0,2) = (x(p,0,2),y(p,0,2),2(p,0,2)) = (pcosb, psen b, z).

Reciprocamente, a un punto descrito por lo valores z, y y 2z, en coordenadas cartesianas, le
corresponden los siguientes valores en coordenadas cilindricas

p=+22+y% 6 =arctan <g> , zZ=2z.
x

Calculemos los factores escalares y el triedro unitario asociado a este sistema de coordenadas.

? = (cosf,senf,0) = h,=1,

)

or

5 (—psenf,pcosh,0) = hg=p,
%:(07071> = hzzl’

obteniendo finalmente que el triedro es:

p = (cosf,;sen,0), 6 = (—senf,cosf,0), z= k= (0,0,1).
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zZ
7 | |
|

>

>

Coordenadas esféricas

Un tipo de geometria que aparece con frecuencia en las aplicaciones es la geometria esfé-
rica. Para el sistema de coordenadas ligado a esta geometria, la posicion de un punto P esta
determinada por un radio r y dos angulos 6 y ¢, como se muestra en la figura.

z r € [0, +oof
6 € [0,2n]

Asi tenemos la siguiente representacion para un punto descrito usando los valores r, 6 y ¢:
7(r,0,¢) = (rsenycosf,rsen psend, rcos ).

Reciprocamente, para un punto dado en coordenadas cartesianas, es decir, descrito usando =,
Yy z, se tiene la relacion

/ 2+ 2
r=\/x?+y?+ 22, Gzarctan<y), @zarctan(u .
x

z

Calculemos los factores escalares y el triedro unitario

8—»
8—T = (senpcosf,senpsenf cosp) = h,=1,
-
or
0= (—rsenpsend,rsenpcosf,0) = hy=rsenp,

a—’
T (rcospcosf,rcospsend, —rseny) = h,=r,

Oy
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obteniendo

7 = (sen @ cos @, sen p sen 6, cos @), 6 = (—send,cosf,0), p = (cospcosh, cospsend, —sen ).

Observacion 1.3.3. Notemos que para sequir la convencion conocida como la regla de la mano
derecha para el producto cruz entre dos miembros sucesivos del triedro, es conveniente ordenar
las variables como r, ¢ y 6, quedando asimismo el propio triedro ordenado de la forma 7, ¢ y 6.
Esto motiva que algunos autores prefieran intercambiar el nombre de los dngulos en relacion a
lo adoptado aqui. Por esta razon se sugiere que el lector tenga la precaucion de siempre verificar
primero cudl es el nombre que el autor ha dado a cada angulo antes de sequir un desarrollo que
imwvolucre coordenadas esféricas.

Coordenadas toroidales

Este nuevo sistema no corresponde exactamente a la nocién de sistema de coordenadas defi-
nida anteriormente, pues no permiten describir el espacio R? completo. Sin embargo, el analisis
anterior sigue siendo valido.

En estas coordenadas, dado un radio mayor R fijo, la posiciéon de un punto P queda determi-
nada por un radio menor r y dos angulos 6 y ¢ como muestra la figura.
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El vector posicién viene dado por:
7(r,,0) = (R+rsenp)cos, (R+rsenp)send, rcosp), rel0,R], p€|0,2n),0 € ]0,2n).
Entonces, los vectores unitarios y los factores escalares resultan ser:
7 = (sengcosf,senpsenf, cosp), h,=1;
¢ = (cospcosh, cospsent, —seny),  h,=r;

~

0 =(—senf,cos6,0), hy=(R+rseny).

Es facil verificar al igual que en los casos anteriores, los vectores del triedro 7, 0 y ¢ son
mutuamente ortogonales.

1.3.3. Gradiente en coordenadas ortogonales

En las aplicaciones, muchas magnitudes escalares se expresan de manera natural como una
funcién descrita en un sistema de coordenadas curvilineas distinto al cartesiano. Un ejemplo
sencillo es el potencial gravitacional engendrado por una particula de masa M que se encuentra
en el origen. Su expresion en coordenadas cartesianas es

GM

NZES e

V(z,y,z) =—

mientras que en esféricas se tiene simplemente

GM
V(rb,0) =V(r) = ———.
r
Resulta entonces interesante obtener expresiones para los operadores diferenciales fundamen-
tales de campos escalares o vectoriales en términos de un sistema de coordenadas ortogonales
7= 7(u,v,w) con (u,v,w) € D. En esta seccién veremos el caso especifico del gradiente de una

funcion diferenciable f: Q C R3 — R.
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Sea (u,v,w) € D tal que 7(u,v,w) € Q. Para simplificar la notacion, no escribiremos expli-
citamente la dependencia en u, v y w. Como el triedro @, v, w es ortonormal y en particular es
una base de R?, podemos escribir

V() = (VL) -a)a+ (V) - 0)0 + (Vf(F) - ).

Ahora bien, por definicion de los factores escalares, tenemos en particular que

or
~ b
ou “
de modo tal que
. 1 L or
VI ==V -5
Pero por la regla de la cadena
07“ 0

de donde se concluye que
.10 .
VI = g (f o 7).

Razonando de manera similar con las otras componentes, deducimos que

1of. 10f  10f
Vf h au +h_% +E%w. (18)

Notemos que en el caso de las coordenadas cartesianas, lo anterior corresponde a la expresion
habitual para el gradiente

p p 00 0z

(ii) Coordenadas esféricas: si f = f(r,0,¢) entonces

8f 1 8f 10f .
ar +rsen<p89 +7"8g0

Vf= (1.10)

GM

Ejemplo 1.3.4. Volvamos al ejemplo del potencial gravitacional V' = ———. El campo de
T

fuerzas generado por este potencial viene dado por F = —VV. De acuerdo a la expresion

GM
(1.10), dicho campo de fuerzas se escribe en coordenadas esféricas como sigue F(7) = —— 7
T

Observacion 1.3.5. En general, el mismo razonamiento permite deducir que si g : (0;00) — R
es una funcion diferenciable, entonces g(r), como funcion en el sistema de coordenadas esféricas
representado por sus componentes (1,0, ), tiene como gradiente a la funcion Vg(7) = ¢'(r)r.
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1.3.4. Divergencia y rotor en coordenadas ortogonales

De manera anéloga a lo realizado para el gradiente de un campo escalar, es posible obtener
expresiones para la divergencia y el rotor de un campo vectorial en coordenadas ortogonales. En
esta seccion nos limitaremos a proporcionar estas expresiones sin entrar en mayores detalles en
como se deducen. Posteriormente, en los capitulos 4 y 5, veremos como obtener estas expresiones
a partir de los teoremas de integracion fundamentales del célculo vectorial.

Sea ahora un campo vectorial F : QO C R® — R3 de clase C! en el abierto Q con 7 =
(u,v,w) €  para (u,v,w) € D. Definamos

Eliminando la dependencia explicita en u, v y w, podemos entonces escribir
F = Fyi+ Fo+ Fyb.
Ejemplo 1.3.6. El campo gravitacional se puede escribir en coordenadas cartesianas como

GM

F=_
(22 + 92 + 22)

3($Z—|—yj+zk)
2

mientras que en coordenadas esféricas es simplemente

de modo que en este caso F, = —(i—]zw, Fop=0y F,=0.

Divergencia en coordenadas ortogonales:

1 0

divF = e [%(

Fuhohy) + s(h Fyhy) + 8‘9 (huhoF)] (1.11)

Reescribamos el operador divergencia en los sistemas de coordenadas mas usuales:

() Coordenadas esféricas: si F=F.7+ F0+ F,p ,como h, =1,hg =rsenyp, h, =1, se

tiene
1

r2 serup[a (

0 —(Frsenp)]. (1.12)

0
—(Fyr) + E

Fr?sen ) + 50

div F =

(1) Coordenadas cilindricas: si F= Fpﬁ+F9é+le%, como h, = 1,hy = p, h, = 1, se tiene

_— 18 0 o
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Rotor en coordenadas ortogonales:

- 1 .0 0 . 1 .0 0 .

rot I' —hvhw [%(thw) — %(thv)]u + huh,w [%(Fuhu) - %(thw)]v
1 .0 0 .
T iy B Foh) — g (Bt

Observacion 1.3.7. Aqui se asume que el triedro 4, 0 y w (en ese orden) estd orientado de
modo que se satisface la regla de la mano derecha, i.e. U X V=W, 0V X W =1u y W X U = 0.

La formula anterior suele reescribirse de manera abreviada como sigue:
hyto  hyv W
1 0 0 0
— - == = |, 1.13
hohohy | Ou  Ov ow (1.13)
E.hy Fohy Fyhy

Observacion 1.3.8. La notacion para el rotor como un determinante es muy til como regla
mnemotécnica. Sin embargo, ésta debe ser aplicada directamente, evitando usar las propiedades
del determinante para factorizar filas o columnas. La razon es que en general esas propiedades
no son ciertas cuando intervienen operadores diferenciales, en este caso las derivadas parciales,
junto con productos de funciones que dependen de las variables con respecto a las cuales se estd
deriwando, en cuyo caso el orden de los factores si puede alterar el producto.

Escribamos el rotor en coordenadas esféricas y cilindricas.

(1) Coordenadas esféricas: si F = F. + Fop + Fyf, se tiene (ver observaciones 1.3.3 y

1.3.7)
B 1 r T rsengpé
rot(F) = pp— — % % %
F, rF, rsenpky
1 0 0 .
i {%(Fg’f’ sen ) — @(F@r)] T
1 oF, 0 1[0 oF, | -
- — —(F, p+— | =—(F,r)— ——10.
rsenap[@@ 07“( grsemp)}go—l—r [87’( o) &O}

11) Coordenadas cilindricas: si F = F,p + Fgé + Fkl%, se tiene se obtiene
pP

1|2 @k
rOt(F):; a_p 90 92
F, pFy F,

I PR AR PR RS
! |
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1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.4.1. Dibuje las curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 22 —y?, conocida como silla
de montar.

Ejercicio 1.4.2. Describa las lineas de fuerza del campo gravitacional:

F;(F): GM’I“: GMA

- —=sT
(/e

7 # 0.

Encuentre las superficies de nivel (equipotenciales) para el potencial gravitacional correspon-
diente y verifique que las lineas de fuerza las intersectan perpendicularmente.

Ejercicio 1.4.3. Encuentre las lineas de flujo de los campos (—y,x) y (ﬁ, ﬁ) .

Ejercicio 1.4.4. Considere el potencial gravitacional:
GM GM

V() = — = = — ,
T TR -

Verifique, usando directamente (1.1), que AV =0 en R3\ {6}

7#0

Ejercicio 1.4.5. Verifique que
rot(F) = div(F x 1)1+ div(F x j) j+ div(F x k) k.

Ejercicio 1.4.6. Muestre la validez de cada una de las identidades de la seccién 1.2.2. Una vez
que haya mostrado que una de ellas es cierta, puede usarla para verificar las siguientes.

Ejercicio 1.4.7. Un campo vectorial F' : R3\ {0} — R? de clase C' se dice central si es radial
y depende sélo de la distancia al origen, esto es, si el campo se puede escribir en coordenadas
esféricas como
F(f) = ¢(r)f, r>0,

para alguna funcion ¢ : (0,00) — R de clase C'. Ejemplos tipicos de esta clase son el campo
eléctrico inducido por una carga puntual en el origen y el campo gravitacional generado por
una masa puntual en el origen. En ambos casos el origen constituye una singularidad que se
excluye del dominio.

1. Muestre que todo campo central F es irrotacional, i.e. rot F=0.

2. Verifique que si F = ¢(r)r entonces

L 190
div F' = ﬁg@(rﬁj)

Deduzca que un campo central F es solenoidal (i.e. a divergencia idénticamente nula) en
R3\ {0} siy solo si
= K N
F(r) = =7,
r
para alguna constante K € R. Concluya que todo campo central solenoidal admite un

potencial de la forma V(r) = — + C para ciertas constantes K y C.
r
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Ejercicio 1.4.8. Diremos que un campo vectorial F' : R*\{eje Z} — R3 tiene simetria cilindrica
si puede escribirse en coordenadas cilindricas como

F(F) = F,(p)p, p>0,

para alguna funciéon F), : (0,00) — R de clase C".

1. Muestre que todo campo con simetria cilindrica es irrotacional.
2. Verifique que si F = F »(p)p, entonces

- 10
div F = ——(F,p).
pOp
Deduzca que un campo F con simetria cilindrica es solenoidal en R? \ {eje Z} si y solo si

- K
F(r :_ﬁv
(7) p

para alguna constante K € R. Pruebe que todo campo solenoidal con simetria cilindrica
admite un potencial de la forma U(p) = K Inp + C para ciertas constantes K y C.

Ejercicio 1.4.9. Encuentre expresiones para el laplaciano de un campo escalar en coordenadas
cilindricas y esféricas.

1.5. Problemas

Problema 1.1. Consideremos el sistema de coordenadas dado por
(x, p,0) = (x,pcosh, psin ),

conzx € R, 0€[0,2r]yp>0.

(a) Determinar el triedro de vectores unitarios Z, p, 9. . Son ortogonales? Calcule Ox7 y 0 x .

(b) Encuentre expresiones para el gradiente, divergencia, laplaciano y rotor en este sistema
de coordenadas.

(c) Dada una funciéon no-negativa y diferenciable f : [a,b] — Ry, bosqueje la superficie
de ecuacion y* + 22 = f(x)% Verifique que una parametrizacion de esta superficie es
r(z,0) = 2r+ f(x)p.
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Problema 1.2. !

(a) Sea ¢ :R? x R — R? una funcion de clase C'. Demuestre que

b b
rot/ w(F,t)dt:/ rot o(7, t)dt.

Indicacion: Puede usar la regla de Leibnitz: 2 fabgo(ﬁ t)dt = fab L o(F,t)dt donde 7 =
(x,y, z) v u representa cualquier variable cartesiana.

(b) Considere el campo vectorial F(7) = g(r)f expresado en coordenadas esféricas, donde
r =7 y g : R — R es una funcién escalar. Verifique que div F' = 0 y pruebe que

ﬁ 4 d =
rot[F(t7) x t7] = 2tF (t7) + tQ%F(tF). (1.14)

(c) Sea ahora F un campo cualquiera tal que div F = 0 en una bola B de R? centrada en
el origen. Entonces se puede probar (no se pide que lo haga) que (1.14) es valida en B.
Definamos el campo vectorial G(7) = fol [F'(t7) x tr]dt. Usando lo anterior concluya que

rotG = F en B.

Problema 1.3. ? Considere las ecuaciones de Euler en régimen estacionario, en presencia de
un campo gravitacional
pVU - U+ Vp = —pgk.

(a) Demuestre la identidad vectorial
S BT Bt -
V-7 = §V(vl + vy +v3) — U x (V x 7).
eduzca que para el caso de un flujo irrotacional e incompresible (p constante) se satisface
b) Ded 1 d flujo irrotacional e i ible (p tant tisf
la ecuacion de Bernoulli
g(v% +v3 + v3) + p + pgz = constante.

(c¢) Un estanque cilindrico de radio R contiene agua hasta una altura h. En el fondo del
estanque se practica una abertura de radio e << R. Suponiendo que el flujo es irrota-
cional, estacionario, e incompresible, demuestre que la rapidez con que sale el liquido es
aproximadamente v/2gh. Justifique brevemente las aproximaciones que haga.

IControl 1. Primavera 2007. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
2Control 3. Primavera 1997. Matematicas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
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Capitulo 2

Integral de flujo y el teorema de Gauss

2.1. Campos de normales

Recordemos que un conjunto S C R3 se llama superficie si existe una funcién continua
G:D CR? — R3tal que S = {@(u,v) | (u,v) € D}, donde, para evitar situaciones patologicas,
suponemos que D = int(D) y que int(D) C R? es un dominio no vacio, esto es, un conjunto
abierto y conexo!. La funcién ¢ se llama parametrizacion de la superficie. Llamaremos suave a
una superficie que admite una parametrizacion continuamente diferenciable (i.e. de clase C!),
en cuyo caso diremos que la parametrizacion es ella misma suave. Una superficie se dird suave
por pedazos si admite una parametrizacion continua de clase C* por pedazos. Diremos también
que una superficie es simple si admite una parametrizacion inyectiva.

Consideremos una superficie suave y simple S C R? con parametrizacion @ : D C R? — R3
suave e inyectiva. Para un punto (ug,vg) € int(D), en vecindades de wug y o, respectivamente,
la§ funciones u +— J(-,v9) v v — @(ug, ) definen curvas sobre S. Supongamos que g—i #0y
‘g—f # 0 en el punto (ug, vg). Definimos los vectores tangentes a S en el punto F(ug, vg) mediante:

; _ 09,08, . 07,00

7).

Vo

U u

1'Un conjunto se dice conexo si no puede ser descrito como unién disjunta de dos conjuntos abiertos no vacios.

21
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Diremos que la parametrizacion @ asociada a la superficie S es regular si los vectores tan-
gentes t, y t, son linealmente independientes. En tal caso, llamaremos plano tangente al plano
generado por £, y t,, y definiremos el vector normal a S en F(ug,vy) como

i = (2.1)

£ Tl
Los vectores t, y t, pueden no ser ortogonales, razéon por la cual en general es necesario
normalizar en (2.1). Diremos que una superficie es regular si admite una parametrizacion
G : D C R? - R3 que es regular en todo punto (u,v) € int(D), y que es regular por pe-
dazos si se descompone en una unién finita de superficies regulares.

Definicién 2.1.1 (Campo de normales). Si S es reqular y G: D C R? — R3 es una parame-
trizacion reqular de S podemos calcular un campo de normales n sobre S mediante

. . . o
A(u,v) = tu(u,v) X t,(u,v) _ % (u,v) x %2(u,v)
I, > o820, 0) x B0, 0)

donde identificamos n(u,v) con la normal n(G(u,v)) a la superficie S en el punto G(u,v).

n

Observacion 2.1.2. Dada una superficie reqular, los vectores tangentes dependen de la parame-
trizacion reqular especifica que se escoja para hacer los cdlculos. Sin embargo, se puede demostrar
que el vector normal es 1inico salvo por el signo 2. En consecuencia, el plano tangente es inico.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el hemisferio superior del casquete esférico de radio R > 0y
centro en el origen:

X

2Para obtener el campo de normales de signo opuesto basta con intercambiar los roles de las variables u y v.
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Una primera parametrizacion en coordenadas cartesianas es

Gi(z,y) = (v,y, VB> — 22 —3?), (z,y) € D(0, R) = {(z,y) | 2* + 3> < R*}.
En coordenadas esféricas podemos usar

Pa(p,0) = Rr = (Rsenpcosf, Rsenpsen, Rcosp), ¢ € [0,7], § € [0,27).

Luego, los vectores tangentes son simplemente

>
<

>
A

Il
ST

ty =

y en consecuencia el vector normal es

>
>

= X 0 = 7.
Notemos que si invertimos el orden de las variables ¢ y 6, considerando como nueva parame-
trizacion @3(0, ¢) := F1(p, 0), podemos tomar ahora u = § y v = ¢ para obtener como campo
de normales n = 6 X ¢ = —7, que resulta ser el opuesto al anterior.

Ejemplo 2.1.4. Tomemos ahora el caso del manto (sin la tapa) de un cono invertido de radio
a > 0 y altura h > 0, con eje de simetria dado por el eje Z y vértice en el origen:

Algunas posibles parametrizaciones son:

. h _
(pl(zvy) = (Z’,y, E V 1'2 +y2)a (l’,y) € D(O,CI,),

5y(r,0) =
r,0) =

72 Vh2 + a2
Galp,0) = (peosd, psend, ph/a) = pp + (ph/ak, p € [0.d], 0 € [0, 2n).

(racosf,rasenf,rh), r € [0,Vh%+ a?], 0 € [0,27),

Estas tres parametrizaciones se obtienen usando coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas,
respectivamente. Notemos @y y 3 son suaves incluso en el vértice del cono, mientras que ¢; no
es diferenciable en dicho punto. Sin embargo, ninguna de las tres parametrizaciones es regular
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en el vértice, lo que es consistente con nuestra idea intuitiva de que no es posible definir de
manera Unica un plano tangente en dicho punto.

Usemos @3 = @3(p, #) para encontrar un campo de normales al manto del cono excepto en
el vértice, de modo que suponemos que p > 0. Es directo verificar que en este caso los vectores
tangentes estan dados por:

>

;o p+(hja)k  ap+hk
T it hjap Jaeimk

El lector observara que fp = p en este caso. Finalmente, como fp y tg resultaron ser ortogonales

Il
>

(pues p, 0 y k es un triedro ortonormal), el campo de normales sobre el manto es

a,ﬁxé+hfc><é_ ak — hp

n =

2.2. Superficies orientables

Escoger una orientacion para un plano significa definir una nocién de movimiento positivo a
lo largo de las curvas cerradas, regulares y simples contenidas en dicho plano (ver el apéndice A).
De hecho, dado un plano de vector normal constante dado, este tltimo define una orientaciéon
que obedece a la convenciéon popularmente conocida como la regla de la mano derecha: se
extiende la mano derecha de modo que el pulgar quede perpendicular a los restantes dedos,
entonces, si el pulgar indica el sentido del vector normal al plano, al cerrar los otros dedos sobre
la palma de la mano se obtiene la orientaciéon positiva.

Por ejemplo, si consideramos el plano XY de vector normal constante e idénticamente igual
a k, entonces la regla de la mano derecha impone el escoger la orientaciéon positiva como aquella
obtenida al recorrer la curva en sentido antihorario (i.e. contrario a las manecillas del reloj),
tal como se ilustra en la siguiente figura:

Jo 2

Mas generalmente, escoger una orientaciéon sobre una superficie S en una vecindad de un
punto p € S corresponde a una nociéon de movimiento positivo para curvas cerradas (regulares y
simples) suficientemente pequenas de modo que pertenezcan a la vecindad. Si es posible repetir
lo anterior para todo punto p € S de modo que las orientaciones coincidan en la interseccion de
cualquier par de vecindades, entonces se dice que la superficie es orientable. Esto tltimo es una
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propiedad de caracter global para la superficie. Intuitivamente, en una superficie orientable es
posible distinguir dos caras: aquélla vista desde la orientacion positiva y la cara opuesta.

Si la superficie S es regular, es natural inducir una orientaciéon local sobre S en torno a un
punto p € S a partir de la orientacion sobre el plano 7,,(S) tangente a S en p, orientacion esta
ultima que esta dada por el vector normal n(p) de acuerdo a la regla de la mano derecha. Asi,
localmente el vector normal permite distinguir entre las dos caras de un elemento de superficie.

Sin embargo, la regularidad de la superficie no es suficiente para que sea automaticamente
orientable en el sentido global.

Definicién 2.2.1 (Superficie regular orientable). Diremos que una superficie reqular S estd
orientada segtin el campo de vectores normales 7 : S — R3 cuando éste quede bien definido
globalmente como una funcion continua sobre toda la superficie.

Ejemplo 2.2.2. El casquete esférico unitario es orientable. De hecho, puede orientarse global-
mente segin 7 (normal exterior a la esfera) o bien segin — (normal interior a la esfera).

z

Ejemplo 2.2.3. La banda de Mdbius, que se muestra en la siguiente figura, no es orientable.
. Puede explicar por qué?

v,
[ 77727
[ 777427
""""3:':

{77
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Cuando S sea una superficie cerrada y orientable, diremos que S estd orientada segtin la
normal ezterior si la normal apunta, para todo punto de la superficie, en direcciéon contraria al
volumen encerrado por la superficie, y diremos que esta orientada segtn la normal interior en
caso contrario.

2.3. Integral de flujo de un campo vectorial

Consideremos un fluido sometido a un campo de velocidades F' y una superficie S inmersa
en este fluido como se muestra en la siguiente figura:

Supondremos que S es una superficie regular orientable (ver definiciéon 2.2.1), cuyo campo de
vectores normales es denotado por n. Sea ademés @ : D C R? — S una parametrizacion
regular de esta superficie S, entonces la cantidad F (F(u,v)) - n(u,v) representa la rapidez, en
la direccion normal, con que las particulas que pasan por el punto J(u,v) € S atraviesan S.
Si esta rapidez es cero, significa que la velocidad so6lo tiene una componente tangencial a la
superficie, en cuyo caso las particulas no pasan a través de ella en ese punto.

De esta forma, en un pequenio lapso de tiempo At, la cantidad de volumen de liquido que
atraviesa un pequeno elemento de superficie AS de area dada por AA, es aproximadamente
igual a

Como AA ~ ||g—“5 X ‘g—fHAuAv, de la definicion del campo normal n obtenemos que

AV ~ F(@(u,v)) - [g—i X g—ﬂ AuAvAt,
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cuyo lado derecho no es otra cosa que el volumen del paralelepipedo descrito por los vectores
g—f Au, 8—f Avy FAt. Formalmente, sumando sobre todos los elementos de superficie y pasando al
limite se obtiene la siguiente férmula para el caudal (volumen por unidad de tiempo) instantéaneo
que atraviesa la superficie S en el sentido del campo de normales dado por la parametrizacion:

Caudal instantaneo a través de S := lim AVTOTAL / / &0 &0 dudv
At—0 8u o

Observemos que con las identificaciones

0F (o)} — -
o mXo g [|99,98] g,
’g_ﬁxg_gBH du "~ v ’

podemos entonces escribir lo siguiente:

Caudal instantaneo a través de S = / / F.hdA.

Definicién 2.3.1 (Integral de flujo). Sean S una superficie reqular orientable, i : S — R3 un
campo de normales continuo sobre S, y F:QCRS = R3 un campo vectorial continuo definido
sobre un abierto ) que contiene a S. Definimos la integral de flujo del campo F a través de la
superficie S orientada segin n mediante

//lﬁdffzz //ﬁ-ﬂdA://ﬁ(gB(u,v))~ [g—f(u,v)xg—f(u,u) dudv,  (2.2)

donde @ : D C R? — R3 es una parametrizacion reqular de S compatible con la orientacion,
esto es, tal que
0p  0g

L4 eyl Vs 4
u " v’ ||ou " dv

n=—/

Para interpretar correctamente el valor de la integral de flujo es necesario especificar el campo
de normales n. Por ejemplo, si orientamos un casquete esférico usando la normal exterior n = 7,
la integral de flujo corresponde al flujo neto que sale de la esfera a través del casquete. Si este
valor fuese negativo, significa que lo que sale de la esfera no alcanza para compensar lo que
entra, y por lo tanto existe un caudal neto positivo que entra a la esfera.

Notemos que si la densidad del liquido no fuera uniforme sino que viniese dada por el campo
escalar o(x,y, z), entonces el flujo masivo a través de la superficie S estd dada por

// oF - dA = // (P(u,v)) - [gf(u,v) X g—f(u,v)]dudv.

Esto no es otra cosa que la integral de flujo a través de S orientada segtin n del campo gﬁ .
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Observacion 2.3.2. Si S es una superficie reqular orientada segin un campo de normales n,
y st ST es la misma superficie pero con la orientacion opuesta —n, entonces se tiene que

//ﬁ~d[f:—//ﬁ~dff
S— S

Ejemplo 2.3.3. Procederemos a calcular el flujo del campo eléctrico generado por una carga
@ en el origen, a través del manto de la esfera S(0, R) orientado segun la normal exterior.

z

Recordemos que el campo eléctrico producido por la carga @) viene dado por

Q 7

Amegr?’

E =

para una constante universal €o. De esta forma se obtiene el siguiente flujo eléctrico ®:
2r 7 Q Q
E-ndA= — R?sen @dpdf = <.
// b //47“501?2 / /47TEOR2 oy €o
0

Ejemplo 2.3.4. Procederemos a calcular el flujo del campo eléctrico generado por una carga
@ en el origen, sobre el plano infinito z = 2.

|
Al

Q

En este caso la normal es constante 7 = k. Dado que
Q (2, y,2)
dmeg | /72 T2 +Z23’

E =
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obtenemos que el flujo eléctrico ® viene dado por

://E.;;dxdy_ // _dudy,
7750_00 . \/x2+y + 4

—o0 —00
y via un cambio de variables a coordenadas polares se deduce que

co 21 e )

// L vdoar = £ @ ar = L@ T = L
" 2me Vi 0y €0

0 280 )

Ejemplo 2.3.5. Repitamos el ejemplo anterior pero ahora sobre el manto (sin las tapas) del
cilindro infinito 2% + y* = a2, 2 € R.

y4
e \\\
7
/ a N
\\ 7
-~
\\s_ —_—//
//’ ———————— ~
7 ~
% Q N
/
N
~ // y

- -

Usaremos coordenadas cilindricas, de esta forma se tiene que n = p = (cos,senf,0) y

Q © _ Q pptzk
dreg |73 4mreo /22—|-,023.

Por lo tanto el flujo eléctrico @ se calcula como sigue:

o — / / “p“k . p)adfdz
471'80 CL2—|—Z

z

E =

1 d
280_4 /1 _|_

_Q 1 _Q © _Q
< gr = ten(r)| =2
280 \/m 280 cos h? (’7‘) 280 —00 o

Notemos que el ultimo cambio de variables fue u = senh 7, obteniendo du = cosh 7d7. El lector
notara que el resultado es independiente del valor de a > 0.
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2.4. El teorema de la divergencia de Gauss

El teorema de la divergencia de Gauss es un resultado fundamental del calculo vectorial.
Formalmente, consiste en una expresion del tipo

y[/ﬁidﬁ:i[[/dh«ﬁynf (2.3)
Q

o0N

donde 2 C R3 y 99 es una superficie cerrada regular por pedazos orientada segiin la normal
exterior a la region (2.

La formula (2.3) extiende al caso vectorial el Teorema Fundamental del Cdlculo para funcio-
nes de una variable, el cual establece que para una funciéon derivable f : R — R se tiene

F(b) — fla) = / f'(x)d.

Antes de enunciar con precision el teorema de la divergencia, motivemos la obtencion de la
expresion dada en (2.3) para un caso muy simple: un cubo de aristas paralelas a los ejes.

Mas precisamente, supongamos que el conjunto €2 viene dado por el cubo de lado a > 0y
vértice 7o = (o, Yo, 20):

Q= Q =[xy, w0+ a] X [yo, Yo + a] X [20, 20 + al, (2.4)

como se ve en la siguiente figura:

Llamemos S; a las 6 superficies regulares asociadas a las caras de este cubo, caracterizando
cada superficie S; mediante la normal exterior a cada una de ellas como sigue:

~

;o Sz:n=k Sy:n=-1 S;:n=-7 Sﬁzﬁ:—iﬁ. (2.5)

<>

Si:n=1 S:n=

Definamos la superficie cerrada y regular por pedazos siguiente:

6
S=00=|]J9: (2.6)
=1
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a la cual asignaremos la orientaciéon dada por la normal exterior.

Para todo campo vectorial F' continuo en un dominio que contenga al cubo Q se tiene

//ﬁ-dﬁ:i//ﬁdﬁ. (2.7)
Ele) =17,

Analicemos la integral anterior asumiendo que el campo es continuamente diferenciable y que
se escribe como

ﬁ(l’,y,Z) = Fl(xvyv Z)'Z+ FQ(ZE’,y,Z)j+ Fg(l',y,Z)]%.

Consideremos en particular el caso de las superficies opuestas S5 y Sg. Para la primera se tiene

xo+a Yo+a
//ﬁ-d/f = //ﬁ-l%dA: / /Fg(x,y,zo+a)dydx,
S3 S3 zo Yo
mientras que para la segunda tenemos
ro+a Yot+a
//ﬁdff = //ﬁ (—k)dA = — / / Fs(x,y, z0)dydzx.
Se Sé o Yo
Sumando ambas integrales se obtiene:
To+a Yo+a
//ﬁdﬁ+//ﬁd%¥ = / /[Fg(x,y,zo—i-a)—Fg(x,y,zo)]dyd:c
S3 Se zo Yo

ro+a Yota zota

B OF3
= / / / E(m, Y, z) dzdydz.

zo Yo 20

donde en la ultima igualdad hemos usado el Teorema Fundamental del Calculo. Repitiendo
el procedimiento anterior para el resto de las superficies S; y sumando todos los resultados
parciales se obtiene en definitiva que

[ 7o ff] () = e

que coincide exactamente con la expresion (2.3) aplicada a esta situacion.

Si (2.3) fuese valido solo para cubos de aristas paralelas a los ejes, ciertamente este resultado
no tendria el mismo interés que si pudiésemos aplicarlo a otros tipos de volimenes.

El teorema de la divergencia de Gauss justamente establece que es posible aplicar la misma
formula para regiones mucho més generales que un cubo.
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Teorema 2.4.1 (Gauss). Sea Q C R® un abierto acotado cuya frontera 02 es una superficie

regular por pedazos, orientada segun la normal exterior. Sea F: U C R® — R3 un campo
vectorial de clase C' sobre un abierto U 2O Q = QU 0. Entonces

//F-M:///div(ﬁ)dv.

Observacion 2.4.2. El teorema de la divergencia es también vdlido en dominios no acotados
siempre que las integrales sean convergentes.

Finalicemos esta secciéon con un bosquejo de demostracion del teorema de Gauss. Comence-
mos por dividir la regiéon 2 del enunciado en una unién finita de cubos, con la excepciéon que
se da en la frontera de €2, donde los pequenos volimenes colindantes a ésta tienen algin lado

que no es vertical (ver la figura 2.1).
e T | o0
h
\
/

L —

Figura 2.1: Divisiéon de €2 en cubos

Llamemos {Q;}" ; a esta division. Notemos que entonces

//ﬁ-dﬁ:i//ﬁdﬁ, (2.9)

009

puesto que las integrales sobre las caras interiores se anulan mutuamente cuando Q; es un cubo,
en virtud de que las respectivas normales de dos cubos adyacentes son opuestas. Gracias a la
relacion (2.8) que es valida para todo Q; que sea cubo, se obtiene lo siguiente:

/ / F-dA = / / / (div F)dV, para todo Q; cubo. (2.10)
Q;

09Q;

En el caso que el volumen Q; no sea exactamente un cubo, ya que intersecta la frontera de €2,
es posible argumentar rotando los ejes y escribiendo la parte de la frontera de Q; que no sea
paralela a los ejes como el grafo de funciones convenientes, para deducir que la relacion (2.10)
también vale para estos Q;. Finalmente, en virtud de (2.9), se deduce la validez del teorema.

En la seccion 4.4, que el lector puede omitir en una primera lectura de este apunte, se
presenta en detalle una variante de este esquema de demostracion.
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2.5. Ejemplos de aplicacion del teorema de Gauss

En esta secciéon presentamos algunas aplicaciones simples que ilustran la utilizacion del
teorema de la divergencia de Gauss.

Ejemplo 2.5.1. Aplicando el teorema 2.4.1 al campo vectorial ﬁ(F) =7 = (z,y,2), se ob-
tiene la siguiente expresion para el volumen de una region §2 que satisface las condiciones del

enunciado de dicho resultado: .
Vol(Q) = 5//7?«1@.
Gle)

Es interesante hacer notar que esta expresion hace intervenir sélo una integral doble sobre OS2
en lugar de una triple sobre todo 2.

Ejemplo 2.5.2. El teorema de la divergencia puede ser 1til para calcular indirectamente flujos
a través de superficies que no necesariamente son cerradas.

A modo de ejemplo, supongamos que se desea calcular el flujo del campo vectorial F=-k
a través del manto (sin la tapa) del cono invertido de radio a y altura h que se muestra en la
siguiente figura:

X

Si “tapamos” el cono incluyendo la tapa, entonces podemos aplicar el teorema de la divergencia
de Gauss para obtener:

// —z%-d/Y:///div(—l%)dvchf/()dv:o.

Manto U Tapa Cono ono

Por lo tanto, por aditividad de la integral de flujo, se obtiene para el manto orientado segun la
normal exterior al cono que:

// _,;.Cf:_//_;;.dg://;;.;;dA:ma

Manto Tapa Tapa

donde usamos que el campo de normales exteriores al cono sobre la tapa estd dado por n = k.
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Ejemplo 2.5.3. Supongamos que la temperatura de una regién 2 de R? estd dada por
T(x,y,2) =a>+y*+ 2%

Supongamos que dicha regiéon contiene a la esfera S (5, R) centrada en el origen y de radio R.
Queremos calcular el flujo de calor que sale a través del casquete esférico 95 (5, R) en funcion
de la conductividad térmica x > 0 del material. Para este caso se tiene que el campo de
temperaturas (instantédneo) asociado a este potencial queda definido como

J = —kVT.

Entonces, el flujo de calor asociado es

o [[Jai= [[[awav = [[[warav —-oc [[[ av = —suxre.

0S(0,R) S(0,R) S(0,R) 5(0,R)

Obtenemos un valor negativo, lo que es coherente con el hecho de que la temperatura decrece
hacia el origen de modo que el flujo neto de calor que “sale” de la esfera es negativo.

Ejemplo 2.5.4. (Ley de Gauss para el flujo eléctrico). Consideremos el campo eléctrico
generado por una carga puntual () situada en el origen:

Q T

Fo 9 T
e 17

7 # 0.

Sea ) un abierto de R? de frontera regular por pedazos 9 orientada segtin la normal exterior.
Supongamos que 0 ¢ 92 de modo que la integral de flujo

://Edﬁ
o0

estd bien definida. Queremos evaluar ® en términos de () y otros parametros que puedan
intervenir.

Comencemos por observar que E, por ser un campo central, es a divergencia nula en todo el
espacio salvo el origen. Para esto basta aplicar el ejercicio 1.4.7 o bien calcular la divergencia
de E usando, por ejemplo, la expresion de este operador en coordenadas esféricas (1.12).

Si el dominio no encierra al origen, esto es, cuando 0 ¢ Q = QUIN entonces podemos aplicar
directamente el teorema 2.4.1 para concluir que

/X/mv Jav = 0.

El caso interesante es precisamente cuando 0 € Q. En efecto, el abierto mas grande donde
E es diferenciable es U = R3\ {0}, y por lo tanto si 0 €  entonces {2 g U y por lo tanto no se
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satisface la hipotesis sobre el dominio de diferenciabilidad del campo requerida por el teorema
de la divergencia.

La idea para abordar el caso 0 € Q es reducirse a calcular el flujo a través de un casquete
esférico donde el resultado se obtiene directamente (ver el ejemplo 2.3.3). Para esto, procedemos
como sigue: tomemos ry > 0 suficientemente pequetio tal que B(0,79) C Q y definamos Q' =

Q\ B(0,7), de modo tal que se tenga 0 ¢ Q' U dQ (ver la figura 2.2). Para el dominio
modificado 2’ estamos entonces en la situacion anterior, y por lo tanto se tiene por el teorema

de la divergencia que
/ / E-idA =0,

oY

donde 7 es la normal exterior a 7.

0 9]
ho‘

4\

Figura 2.2: Region de integracion para la Ley de Gauss

Ahora observemos que
Q' = 00 U dB(0, o).

Para simplificar la notacion, escribamos Sy = 0B (5, T0). Esta superficie se puede orientar segin
la normal interior a la bola B((j, ro) es decir —7, lo que denotamos por S;, o bien segtn la
normal exterior 7, en cuyo caso escribimos Sy . Ahora bien, sobre Sy la normal exterior al
dominio € es precisamente la interior a la bola B (6, o), es decir n = —7 en Sj.

Lo anterior implica que
0://E-ﬁdA://E-ﬁdA+//E-ﬁdA,
oY o0 Sy
de donde deducimos que
@://ETM:—//ﬁdﬁ://ﬁ-dﬁ:g.
0
o0 Sy Sar

Para la tltima igualdad utilizamos el calculo directo sobre un casquete esférico orientado segtn
la normal exterior a la esfera (ver ejemplo 2.3.3).
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2.6. Ejercicios

1. Calcular el flujo del campo F (x,y,2) = (z,y, 2) a través del disco definido por las ecua-
ciones

4y <25, z=12,

y orientado segtn la normal superior k.

2. Calcule el flujo del campo ﬁ(m, y,z) = (x —ycosz,y—x,z—eY) através de la superficie
del toro de eje de simetria z, centrado en el origen y de radios Ry y 79 (Ro > 7).

3. Calcular la integral de flujo / / V® - dA si ¥ es el hemisferio superior del casquete
b

elipsoidal “2—2 + Z—j + i—; = 1 orientado segtin la normal interior y ® es el campo escalar
O(x,y,2) = (x+1)2+2(y — 1)* + 22

4. Calcular la integral de flujo del campo F = 221+ yx) + zzk a través del triangulo de
vértices (1,0,0), (0,2,0) y (0,0, 3). Precise la orientacion.

5. Calcular el flujo del campo F (x,y,2) = x=zi + k a través del manto del paraboloide en
coordenadas cilindricas z = 4 — p%, 0 < p < 2, 0 < 0 < 27, orientado segtin la normal
interior.

6. Calcule el flujo del campo ﬁ(m, y,z) =

S

e siny + xy’z, e* cos z + x2yz, —= ) a través
/x2+y2

de la superficie lateral del cilindro de radio 1 que se encuentra entre los planos z = —1y
z=1.

Indicacion: Calcule el flujo total que sale del cilindro (incluyendo las tapas y usando el
teorema de la divergencia). Calcule el flujo a través de las tapas directamente.

7. El empuje total que ejerce el agua sobre un objeto de superficie S esta dado por
G = / / F-dA
s

F@’y’z)_{ (0,0,0) siz>h

con

donde g es el modulo de la aceleracion de gravedad, p es la densidad del agua y h es la
altura del nivel del agua. Demuestre que G es igual al peso del volumen de agua desplazado
por el objeto.

8. Sea F(z,y,2) = (z+cos(z+y),y+ cos(z +y), /22 + 12 + 2zsin(z + y)). Caleule el flujo
de este campo a través de la superficie de la semiesfera 22 + 3% + 22 = a2, z < 0, orientada
segtn la normal interior.
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9. Sea el campo ﬁ(m, y,z) = (2x+2,4y —4,2z). Calcular el flujo de F a través del hemisferio
superior del casquete elipsoidal

2 2 2
x Y z
St et =1

orientado segtn la normal interior.

10. Calcule el flujo del campo ﬁ(x, y,z) = (e*seny + xy*z, €” cos z + xyz, x%e*) a través del

manto del cilindro de la figura, orientado segin la normal exterior.
z

11. Calcule el flujo del campo vectorial F = ry* + y2%) + 222k a través de la superficie del
solido definido por las ecuaciones: 2 < 2% +y? < 4,0 < z < 5.

12. Sea F el campo vectorial dado por
= 1
F(x,y,z) = (zx +sen(r —y), y —sen(x —y), Va2 +y? — 522 — 2z cos(x — y)) :

Calcule el flujo de F a través del casquete semi-esférico (sin tapa) dado por 22 +y%+2% =1
con z > 0. Precise el sentido de orientacion escogido para los célculos.

2.7. Problemas

Problema 2.1. Considere el campo F : R3 — R3 definido por:

—

F(z,y,2) = (yz,zz,zy)

vy la region Q definida por: >0,y > 0, 2z € [0,b] y 2% + y* = a?, con a y b constantes dadas,
ambas positivas.

(a) Evalte las integrales de flujo del campo sobre cada una de las 5 caras de la region. Haga
un bosquejo y considere la orientacion exterior.

(a) Interprete fisicamente los 5 flujos calculados, asi como el flujo total a través de €.
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Problema 2.2. 3 Considere el campo vectorial dado en coordenadas cilindricas por
F=lpte?h
p
(a) Determine el dominio de diferenciabilidad de F' y verifique que div(F) = 0 sobre dicho

dominio.

(b) Sea X C R? la superficie dada por la porcién del casquete esférico 22 + y* + 22 = 4 que
se encuentra entre los planos z = —1 y z = 1 (sin considerar las tapas). Bosqueje X y
calcule el flujo de F a través de X orientada segtin la normal exterior a la esfera. Nota:
Puede usar el teorema de la divergencia utilizando un volumen adecuado. En tal caso
tenga especial cuidado en verificar las hipotesis del teorema.

(c) Interprete el resultado obtenido en (b).

Problema 2.3. % Considere la superficie S C R? formada por los puntos del casquete esférico
unitario que estan por encima del plano z = 2y. Es decir, S = {(z,y,2) € R® | 22 + y* + 22 =
1,z > 2y}.

(a) Bosqueje S y encuentre una parametrizacion regular de esta superficie.

(b) Calcule el flujo del campo
F(w,y,2) = (@+ "+ 27)i+ (€ =2)j+ (27 + Dk
sobre la superficie S orientada con la normal exterior a la esfera.

Problema 2.4. 5 Considere el campo vectorial ﬁ(a:, y,z) = (a%, i, c%) y sea S la superficie de

la elipsoide de ecuacion
2 2 2
x Y z
StEta=L

(a) Muestre que el vector normal 7 a la superficie S en un punto (xg, ¥, 20) € S es paralelo
al campo F.

(b) Sea D(xq, Yo, 20) la distancia desde el origen al plano tangente a la elipsoide en (xq, yo, 20)-
Pruebe que D =1/F -nen S.

1 47 (bc ac ab
—dA=——4+—+—].
//SD 3 <a+b+c)

Indicacién: Recuerde que el volumen de la elipsoide antes descrita es igual a 4?”abc.

(c) Demuestre que

3Control 1. Primavera 2000. Mateméticas Aplicadas.
4Control 1. Primavera 2006. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
5Control 1. Primavera 2007. Mateméticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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Problema 2.5. % Supongamos que un fluido estid sometido a un campo de velocidades dado
por ﬁ(x, y,z) =(r—y2)i+ (y+x2)]+ (2 + Qxy)l% Sea S; la porcién del cilindro 22 + y? = 2
que esta dentro de la esfera de ecuacion z2 + y? + 22 = 4. Sea S, la porcion de la superficie de
la esfera 22 + y? + 22 = 4 que se encuentra fuera del cilindro 2% 4+ % = 2. Sea Q el volumen
limitado por S7 y Ss.

(a) Calcule / / F - iidA con 7 la normal interior al cilindro. Interprete el resultado.
S1

(b) Utilizando el teorema de la divergencia, calcule el flujo neto que pasa a través de las
paredes de la region €.

(c) Calcule directamente el flujo a través de Sy orientada segtn la normal exterior a la es-
fera. Compare con lo obtenido en (a) y (b). En cada caso interprete los resultados y
explicite: el sistema de coordenadas y el correspondiente vector posicion que utiliza, la
parametrizacion, el campo de normales y los elementos de superficie o volumen segtun
corresponda.

Problema 2.6. ” Considere la superficie del toro de centro 0, radio mayor R y radio menor a
(a < R). Sea ¥ la porcion de la superficie del toro que se encuentra fuera de la esfera de centro
0 y radio R.

(a) Bosqueje la superficie X.

(b) Calcular el flujo del campo
F(z,y,z) =zi+yj+ zk
a través de X orientada segtin la normal exterior al toro.

2.8. Resolucion de problemas

Solucion Problema 2.1

Recordamos la definiciéon de flujo:

//ﬁ-dffz//ﬁ(&(u,v))ﬁ

o0

8_0 X 8_0‘ dudv

Oou  Ov

Con 012 la superficie que encierra al volumen €2, ¢ una parametrizacion de esa superficie, F' el
campo y 7 la normal en la que orientamos el campo (casi siempre usaremos la exterior).

Procedemos entonces a parametrizar convenientemente cada cara de €2 de modo de calcular
el flujo en cada cara:

6Control 2. Primavera 1999. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
"Control 1. Primavera 1999. Mateméticas Aplicadas.
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» [;: parametrizamos un rectangulo, en y = 0:

d(z,z) = (2,0, 2) (x,2) €10,a] x [0, b]

y nuestra normal exterior es n = —J, luego:
/ / (0,22,0) - (—(0,1,0))dzdz / / —xzdxdz
¢ p2 ab
= — d = —(—)?
/0 v dr @)

Lo que significa que dado como orientamos el flujo (exteriormente), a través de L esta
entrando flujo.

= [o: parametrizamos un rectangulo, en z = 0:

d(y,2) = (0,y,2)  (y,2) €[0,a] x [0,0]

y nuestra normal exterior es n = —1, luego:
/ / yz,0,0) - (—(1,0,0))dydz = / / —yzdydz
¢ p? ab
= — d = —(=2)?
/0 vy (5)

Lo que significa que dado como orientamos el flujo (exteriormente), a través de L; esta
entrando flujo también.

s 77: Usamos coordenadas cilindricas:

F(r,0) =rp+bk  (0,r) €0, g][O,a]
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y en este caso, nuestra normal exterior es l;:, entonces nuestra integral:

//zrcos(é’)rsen(é’) r dOdr = —/ZMOL%H
0 Jo S———— 0 2

M

Esto pues, las coordenadas del campo en los ejes x e y se anulan al hacer - con la normal,
se sigue que:

@ (% on(26)d8
= oo = %
» T5: Usamos coordenadas cilindricas de nuevo:

3(r,0) = rp (amem;xm@

~

y en este caso, nuestra normal exterior es —k, entonces nuestra integral, anédlogamente al
caso anterior:

—/ /zrgcos(e)sen(é’)dedr - 2
o Jo 8

Pues la integral es la misma salvo un signo. Este calculo podria haberse evitado, pues
viendo los signos de ambos flujos calculados, en T} sale flujo, mientras que en T, entra
flujo, por lo tanto, en suma se anulan, y esto es porque en ambas superficies, que son
simétricas, el campo también es simétrico (pues no depende de z), luego solo diferira lo
calculado por los signos de las normales por las cuales orientamos el campo para calcular.

= Manto: Claramente, la buena idea es usar otra vez las coordenadas cilindricas:

3(0,2) = ap + 2k @@ep;xmﬂ

podemos ver que geométricamente, la normal exterior al manto es p (calcularlo explicita-
mente), de este modo nuestra integral es:

b
/ / (azsen B, azcosf,a’sen d cosd) - (cosf, sen ), 0)adzdl
o Jo
Z b 5 a2b?
/ / 2a*z sen(6) cos(6)dzdf = / a®b? sen(20)df = —~
o Jo 0

lo que significa que por el Manto, sale flujo, sumando a los flujos que entran por Ly y Lo,
se obtiene que el flujo total a través de € es cero!
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Capitulo 3

Integral de trabajo y el teorema de Stokes

En todo lo que sigue supondremos que el lector esté familiarizado con las nociones de curva
suave, parametrizacion, curvas y parametrizaciones regulares, reparametrizaciones equivalentes,
orientacion de una curva y otros conceptos relacionados (ver el apéndice A).

3.1. Integral de trabajo (o de linea)

Se define el trabajo realizado por una fuerza constante Fyalo largo de una trayectoria
rectilinea descrita por un vector desplazamiento d como

W = Fy-d = || Fo||d] cos,

donde 6 es el angulo entre estos vectores.

En el caso general de un campo de fuerzas F(7) que no es constante y/o de una trayectoria
curvilinea I' parametrizada por 7 : [a, b] — R3, el trabajo total realizado por el campo de fuerzas
a lo largo de la trayectoria se puede aproximar por la suma

=

W Y F((t) - (i) — (1), (3.1)

i

Il
o

donde a =ty <t; <... <ty = b es una particion del intervalo [a, b].

43
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Intuitivamente, cuando el paso de la particion A({¢;}) = maxo<;<n—1(ti+1 —1t;) tiende a cero,
la suma anterior deberia converger a un valor que representa el trabajo realizado por la fuerza
a lo largo de la curva ' parametrizada por 7 : [a, b] — R3.

En efecto, se puede demostrar que si la parametrizacion es suave (de clase C!) y si el campo
de fuerzas F' es continuo sobre una abierto {2 que contiene a I', entonces la suma en (3.1)
converge hacia el valor dado por la integral

b —
- d
W= / ) - 24 a.
“ dt
Esto nos motiva para introducir la siguiente definicion:

Definicién 3.1.1 (Integral de trabajo o de linea). Sea I' una curva simple y regular, y sea
F:Q CR?— R? un campo vectorial continuo. Definimos la integral de trabajo (o integral de
linea) de F' sobre la curva I' C Q por

- b, . dr
F-dr:= [ F(r(t)) - —(¢t)dt,
r a dt
donde 7 : [a,b] — R® es una parametrizacion regular de T.
Si F = Fio+ Fy)+ Fg];’, se suele usar la notaciéon
/ F.di = / Fidz + Fydy + Fydz.
r r
Cuando la curva I' es cerrada, entonces se suele escribir

%ﬁ-dﬁ
T

y esta integral recibe el nombre de circulacion de Falo largo de T'. Si F representa el campo
de velocidades de un fluido, la circulacién es la integral de la componente tangencial de la

velocidad a lo largo de la curva cerrada I', proporcionando la cantidad neta de giro del fluido
alrededor de I'.
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Observacion 3.1.2. Es posible verificar que la integral de trabajo no depende de la parametri-
zacion reqular 1 elegida, salvo por el cambio de signo que se produce cuando se considera una
parametrizacion que invierte la orientacion de la curva I'. Mds precisamente, si denotamos por
'™ la misma curva pero con la orientacion opuesta, entonces se tiene:

/ ﬁ-df:—/ﬁ.dﬁ
- T

Observacion 3.1.3. Una curva I' se dird regular por pedazos si se puede descomponer en
la union de un mimero finito de curvas requlares I' = U¥_,T';, donde cada par de segmentos
distintos a lo mds tiene en comun los extremos. Notemos que la integral de trabajo puede ser
trivialmente definida para una curva I' = UY_T; regular por pedazos, de la manera siguiente:

k
[Foar=>" [ Foar
r i=1 /T

Cada segmento I'; debe ser recorrido de manera consistente con la orientacion de la curva.

Ejemplo 3.1.4. Calculemos la integral de trabajo del campo dado por
F = (3z + 4y)i + (2z + 3y2)J,

a lo largo de la circunferencia C' de radio 2 centrada en el origen y recorrida con orientacion
positiva (en el sentido anti-horario).

Figura 3.1: Circulo de radio 2 con orientacion positiva (anti-horario)

Una parametrizacion posible es
7(t) = 2costi+2sentj, te|0,2n].

Se obtiene que el trabajo realizado es

W:%(3x+4y,2$+3y2,0)-d77
c
2
:/ (6cost + 8sent,dcost + 12sen?t,0) - (—2sent, 2 cost, 0) dt
0

2
= / [~16sen®t + 8 cos? t]dt = —167 + 87 = —8.
0
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Ejemplo 3.1.5. Sea F:R® >R3¢l campo dado por

F(l’,y,Z) = ($7 —y,z).

Consideremos primero la misma curva C' dada en el ejemplo anterior: la circunferencia de radio
2 centrada en el origen y recorrida en sentido positivo. El trabajo resulta ser:

W = %(m, —y,z) - di
c
2
= / (2cost,—2sent,0)- (—2sent,2cost,0)dt
0

2
:/ —8sentcostdt = 0.
0

Consideremos ahora los dos caminos I'y y 'y que van desde P = (1,0,0) hasta Q = (1,0,4) tal
como se ilustra en la siguiente figura :

A Ty
<2

|

) Iy Iy

Sus parametrizaciones estan dadas, respectivamente, por

Iy: 7)) =P+tQ—P)=(1,0,4¢), t € [0,1],
[y: 7(t) = (cos(4nt), sen(4nt), 4t), t € [0, 1].

Los trabajos realizados son, respectivamente:

1 1
W1:/ ﬁdf:/ (1,0,4t)~(0,0,4)dt:/ 16t dt = 8
I 0 0

W2:/ F - dr
1)

1
= / (cos(4mt), — sen(4mnt), 4t) - (—4m sen(4nt), 47 cos(4nt), 4) dt
0

1 1
= / (—8m sen(47t) cos(4nt) + 16t) dt = / 16t dt = 8.
0 0
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3.2. El teorema del rotor de Stokes

El teorema del rotor de Stokes relaciona la integral de linea o circulaciéon de un campo
vectorial alrededor de una curva cerrada simple I' C R?, con la integral sobre una superficie

S de la cual ' es su borde geométrico. Aqui nos limitaremos a enunciar este teorema sin
demostracion.

Teorema 3.2.1 (Stokes). Sea S C R?® una superficie orientable y regular por pedazos, cuyo
borde 0S es una curva cerrada, simple y reqular por pedazos. Sea F:UCR =R un campo
vectorial de clase C* definido sobre un abierto U que incluye la superficie S y su borde 9S.
Sea finalmente n : S — R3 un campo de vectores normales que define una orientacion sobre
S y supongamos que la curva cerrada 0S es recorrida con orientacion positiva con respecto a

la eleccion de la normal n, es decir, respetando la regla de la mano derecha (ver figura 3.2).
Entonces

Figura 3.2: Configuracion geométrica del teorema de Stokes

Ejemplo 3.2.2. Consideremos el campo de fuerzas F:R3 — R3 del ejemplo 3.1.4. Tenemos
que

0 j k
wotFevxFe| 2 L
Ox dy 0z

3r+4y 2z+3y* 0

Sea S la superficie del circulo de radio 2 en el plano XY, centrado en el origen y orientado
segiin la normal superior k, cuyo borde geométrico S es justamente la cincunferencia C' del
ejemplo 3.1.4 orientada en sentido anti-horario. En virtud del teorema de Stokes tenemos que

j{ﬁ dr = // —2k - kdA = —2 Area(Circulo de radio 2) = —8,

que es exactamente el resultado que obtuvimos con el calculo directo.
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3.3. El teorema de Green en el plano

Se tiene el siguiente resultado para curvas y superficies en el plano XY

Teorema 3.3.1 (Teorema de Green en el plano). Sea S C R? una region acotada tal que su
frontera S es una curva simple, cerrada y regular por pedazos, orientada en el sentido anti-
horario. Consideremos dos campos escalares M = M(xz,y) y N = N(z,y), ambos de clase C*
en un abierto que contiene a S y 0S. Entonces

fde + Ndy = // (a—N - 8—M) dady. (3.2)

Este resultado es un caso especifico del teorema de Stokes aplicado al campo

Fz,y,2) = (M(z,y), N(x,y),0).

En efecto, por una parte tenemos que

0 j k
B = 0 0 o | (ON(z,y) OM(z,y))\ ;
rot '=V x F = B 0_y g —< o Dy k.
0

M(z,y) N(z,y)

Por otro lado, si suponemos que la superficie S esta contenida en el plano XY, la podemos
orientar segun la normal superior constante e igual a k. Entonces la igualdad (3.2) se puede

escribir como
%F dr—//rot k:dA

que coincide con el teorema de Stokes.

Ejemplo 3.3.2. Aplicando el teorema de Green a M = —y y N = x se deduce que

A(S) = %%xdy—ydm,

oS

donde A(S) es el area de la region S contenida en el plano XY, y 05 es el borde de S recorrrido
en sentido anti-horario. Esta féormula nos permite calcular un érea en términos de una integral
de linea. Por ejemplo, consideremos la region x?/a® + y?/b*> < 1, cuyo borde es una elipse de
semi-ejes dados por a y b. Podemos parametrizar la elipse usando x(t) = acost e y(t) = bsent,
t € [0, 2m], y por lo tanto se obtiene

2w 2

A(Elipse) = % /(xy —yk)dt = % /(ab cos’t — (—absen®t)) dt = mab.

0 0
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3.4. Campos conservativos

Notemos que en el ejemplo 3.1.5 donde ﬁ(x, y,z) = (x,—y, 2), la integral de trabajo es igual
a 0 sobre la primera curva C' que es cerrada, mientras que para las curvas I'; y I'y que unen
ambas a P con (), el valor de las respectivas integrales de trabajo es el mismo. Esto no es una
coincidencia sino que se debe a que en este caso F = —Vg, donde g : R? — R3? esta dada
por g(z,y,2) = (—x? + y* — 2?)/2. En efecto, si I' es una curva regular parametrizada por

—

7 : [a,b] — R?, entonces tenemos que

/Fﬁ-df:/abﬁ(m))-‘;—f(t)dt

b S
— [ vy Tty ar

Esta tltima cantidad depende solamente de la diferencia de valores de g en los puntos extremos
de la curva I' y no de la forma especifica que ésta tenga. En particular, si I' es cerrada, entonces
7(a) = 7(b) y el trabajo realizado es 0.

En general, se dice que un campo vectorial F:QCR3— R3 es conservativo en  si deriva
de un potencial g : © € R?* — R en el sentido que F' = —Vg sobre ). Tenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 3.4.1. Sea F = ﬁ(r_’) un campo vectorial continuo sobre un abierto conexo €1 de
R3. Entonces las tres propiedades siquientes son equivalentes:

(i) El campo F es conservativo en Q.

(ii) Para toda curva I' C Q cerrada y reqular por pedazos se tiene

fﬁ.dfzo.
r

(iii) Para cualquier par de curvas requlares, I'y C Q y T'y C €, con iguales puntos inicial y
final, se tiene
/ ﬁ~dF:/ F-dF.
Fl F2

Demostracion. Probaremos la secuencia de implicancias (i)=-(ii)=-(iii)=(i).

» (i)= (ii): Por el mismo célculo del ejemplo anterior, para cualquier campo conservativo
en () el valor de la integral de trabajo a lo largo de una curva I' C 2 estd dado por la
diferencia de potencial entre los extremos de la curva. Si en particular la curva es cerrada,
entonces la integral de trabajo resulta ser 0.

» (ii)= (iii): Basta considerar la curva cerrada I' = I'; Uy y descomponer el trabajo total
sobre I como la suma de los trabajos sobre cada segmento.
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» (iii)= (i): Comenzamos por escoger arbitrariamente un punto py € € al cual le asigna-
remos el valor de potencial cero (notemos que el potencial no es tnico, basta con sumarle
una constante para obtener otro potencial). Luego, dado cualquier punto p’ € €2 definimos

p—}
g(ﬁ)::—/ F.dr
2

donde [ ﬁi representa la integral de trabajo sobre cualquier curva I' C () regular por
pedazos cuyo origen es el punto py y cuyo punto final es p.

La conexidad de 2 asegura la existencia de I'. Por otra parte, en virtud de (iii) sabemos
que el valor de la integral de trabajo no depende de la forma especifica de I', por lo que
la funcién g : 2 — R esta bien definida.

Solo queda probar que efectivamente g es diferenciable y que Vg = —F. En virtud de la
continuidad de F', basta probar que para todo g€ Qy h € R3,

lim g(p+ \h) — g(p)
A—0 A

— —F(p) - h. (3.3)

Fijemos pe Qy h € R3 y tomemos A suficientemente pequeno de modo que el segmento
de recta [, P+ Ah| esté contenido en 2. Por definicion de g podemos escribir

1
JFEN) g = [ (-F)-di= —A/ F(r+ ) - T,
[P, P+Ah] 0

de donde se deduce facilmente que (3.3) se cumple.

Supongamos ahora que el campo vectorial F' es de clase C* en €. Si es conservativo, entonces
el potencial correspondiente g :  — R es de clase C? y en consecuencia se debe tener que

rot F = —1rotVg=0 en (3.4)

Para los detalles ver la observacion 1.2.7. Es decir, para un abierto conexo general €2, el que
un campo vectorial F' de clase C! sea irrotacional es una condicion necesaria para que sea
conservativo en 2.

Ejemplo 3.4.2. Consideremos nuevamente el campo de fuerzas F:R3 — R3 del ejemplo 3.1.4.
Como vimos en el ejemplo 3.2.2, rot F = —2k y en consecuencia el campo no es conservativo
en R3. Esto es consistente con los calculos hechos en los ejemplos 3.1.4 y 3.2.2 donde se obtuvo
un valor no nulo para la integral de trabajo sobre un camino cerrado.

En virtud del teorema de Stokes en conjunto con la proposicion 3.4.1, es natural considerar
(3.4) como una condicién ademas suficiente para que un campo vectorial sea conservativo. Sin
embargo, esto presupone que es posible aplicar el teorema de Stokes, para lo cual es necesario
imponer condiciones adicionales sobre el dominio {2 tal como lo ilustra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.4.3. (Un campo irrotacional que no es conservativo). Consideremos el campo

vectorial

F=— i+ j
«T2+y2 x2+y2]

que es de clase C* en el abierto conexo Q = {(z,y,2) € R® | *> +y* > 0} = R*\ Eje Z. Es

directo verificar que F satisface (3.4), esto es, F es irrotacional en todo R3 \ Eje Z. En efecto,
por definicién del rotor en este caso tenemos que

I"Otﬁ _ (8F2(']:7y) o aFl(xuy)) ]%’

ox oy
pero
OFy(x,y)  (2®4+y?) —22° —a®+y?
or (224922 (22 +y?)?
mientras que
OF(z,y) (@ +y*) -2 Py 2ty
Ay - (22 + y2)? - _(x2 +42)? - (22 + y2)%

;Podemos concluir que F' es conservativo en todo R? \ Eje Z? La respuesta es negativa. De
hecho, si consideramos la circunferencia C'(a) de ecuacion x? + y? = a? recorrida en sentido
anti-horario, entonces

f Fdif = / [FL(7(0))71(0) + Fy(7(0))7(0)]do
C(a) 0
— /[—asszne(—asenﬁ) + acaozse(acosﬁ)]dﬁ = /d@ =2,

lo que muestra que al menos para ese tipo de caminos cerrados la integral de trabajo no es cero.

En el ejemplo anterior, si I' es una curva cerrada y regular contenida en R?\ Eje Z tal que es
posible encontrar una superficie orientable S que esté completamente contenida en R? \ Eje Z
y tal que 05 = TI', entonces si es posible aplicar el teorema de Stokes para concluir que

%ﬁ-dfz//rot(ﬁ)-dffzo.
T S

El problema con la circunferencia C'(a) es que cualquier superficie regular por trozos S que la
interpole en el sentido que S = C(a), necesariamente pasa por el Eje Z, y en consecuencia no se
cumple la hipotesis del teorema de Stokes sobre que la superficie tiene que estar completamente
contenida en el dominio de diferenciabilidad del campo. Esto ocurre por el tipo de dominio que
estamos considerando en este caso: ) = R?\ Eje Z.

Por lo tanto, la conclusiéon es que si el dominio {2 en cuestion es tal que “siempre se puede
aplicar el teorema de Stokes”, entonces la condiciéon (3.4) es también suficiente para concluir
que el campo es conservativo en dicho dominio. El dominio méas simple donde esto se asegura es
precisamente el espacio completo, es decir, apelando al teorema de Stokes se tiene el siguiente
resultado:
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Proposicion 3.4.4. Sea F:R3—>R3un campo de clase C'. Entonces:

— —

F es conservativo en R3 < 1ot FE =0 en R,

Sin embargo, hay otros dominios que también permiten concluir una caracterizacion similar.
Un dominio Q2 se dice estrellado si existe 75 € €2 tal que para todo 7 € 2 el segmento [rp, 7]
estd contenido en ). Un dominio €2 se dice convexo si para todo par de puntos 7,7 € 2 el
segmento [77, 7] esta contenido en 2. Se tiene que:

s Todo dominio convexo es estrellado.

» R3\ Eje Z no es estrellado.

Intuitivamente, un dominio estrellado no tiene agujeros por lo que dada una curva cerrada y
regular por trozos en un dominio estrellado, siempre es posible encontrar una superficie orien-
table regular por trozos que la interpola y que esté completamente contenida por el dominio,
de modo que se cumple el siguiente resultado que generaliza al anterior:

Proposicién 3.4.5. Sea F : Q C R3 — R3 un campo de clase C*. Supongamos que §) es
estrellado. Entonces:

—

F es conservativo en Q< 1ot E =0 en Q.

Existen ademas otros dominios que, sin ser estrellados, si permiten interpolar una superficie
dada cualquier curva cerrada contenida en ellos. Un ejemplo es 2 = R3\ {5}, para el cual se
cumple que si I es una curva simple, regular por trozos y cerrada que no pase por el origen,
siempre es posible construir una superficie regular por trozos y orientable S C R3\ {5} tal que
0S =T, por lo que también se tiene lo siguiente:

Proposicion 3.4.6. Sea F : R*\ {0} — R3 un campo de clase C'. Entonces:

—

F es conservativo en R*\ {0} < 1ot F =0 en R®\ {0}.

Ejemplo 3.4.7. Consideremos un campo central expresado en coordenadas esféricas F () =
é(r)7, r > 0, para alguna funcién ¢ : (0,00) — R de clase C'. Usando la expresion del rotor
en estas coordenadas (ver la seccion 1.3.4 y también el ejercicio 1.4.7) se verifica directamente
que rot F' = 0 en R3 \ {0}. En virtud del dltimo resultado, concluimos que F es conservativo
en R?\ {0}. Esto se puede verificar directamente en este caso usando la expresion del gradiente
en coordenadas esféricas (1.10), de donde se concluye facilmente que

—/gb(r)dr+C’, r >0,

proporciona un potencial para F en R? \ {0}, donde J ¢(r)dr es una primitiva de ¢ y C' es una
constante arbitraria.
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3.5. Ejercicios

1. Sea el campo vectorial F(z,y) = (22 + 42)i + (3y — 4z)j. Calcular la integral de trabajo
/ﬁ - dr" donde T es la lenteja formada por las ecuaciones x = y?;y = 2%; 2,y > 0
r

recorrida en sentido anti-horario.

2. Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria I' sobre el manto del paraboloide

invertido de ecuacién x2 + 3% = —z de manera que la altura z y el dngulo 6 en cilindricas
cumplen la relacion 2(0) = —e=2%, # > 0. Considere el campo
Flz,y,2) = < 22y + zsen(z?) 2y y? cos(y?) ez)
) ) xz + y2 ) x2 _'_ y2 Y

Calcule el trabajo del campo a lo largo de I'.
2

Indicacion: / e " cos®(r)dx = v
0

3. Una particula se desplaza sobre la esfera de centro (0,0,0) y radio a describiendo una
trayectoria helicoidal caracterizada por las ecuaciones r = a y ¢ = 6/2 (coordenadas
esféricas) con 6 variando desde 0 hasta 27. Bosqueje esta trayectoria y calcule el trabajo

realizado por la fuerza ﬁ(m, Y, z2) = —yi + x).

4. Considere el campo

= B T ~ Y R ~
F(z,y,z) = \/x2+y21+ \/x2+y2]+2k

y las curvas con sus respectivas parametrizaciones

¢, :Th(t) = (acos(t),asin(t),0),  ¢€ [, 2n]
¢y :To(t) = (1—1)(a,0,0) +t(a,0,a), tel0,1]
¢y :T3(t) = (acos(t),asin(t),a), tel0,7]

Bosqueje € = & | J &, |J €3 y calcule /ﬁ - dr.

¢

5. Calcule la integral de trabajo / F - dr para el campo vectorial
r

F = (2% —yz,y* — 22,2° — ay)
sobre la hélice I' que une los puntos P = (1,0,0) y @ = (1,0,1) dando una sola vuelta.

6. Sean ¢, : R3 — R dos funciones de clase C?. Sea X una superficie regular a trozos y
orientable con borde geométrico dado por C' = 0%, ambos orientados consistentemente.

Muestre que
//VQSXV@b-d/T:/gbvw-dﬁ
C

by
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Dados dos campos escalares f, g : R® — R de clase C?, pruebe que para toda curva simple
cerrada y regular por pedazos I' se tiene

j{ng-dF—l—%gi-dF:O.
r r

Sea S el hemisferio superior de la esfera z + y? 4 (2 — 1)? = 1 orientado segtin la normal
superior. Considere el campo definido por

F(z,y,2) = (zsen(z) — 3, zcos(y) + 2°, cos(zy)).

Calcule // V x FdA.
s

Utilice el teorema de Green en el plano para calcular el area de la region encerrada por la
hipocicloide 2%/ +y?/% = 4. Ind.: considere la curva plana parametrizada por = 8 cos® ¢
y y = 8sin®0, 0 € [0, 27].

Utilice el teorema de Stokes para calcular la integral de trabajo del campo G = (x—y)i+
2%y) + zxk a lo largo del circulo 22 + y? = 1 orientado en sentido antihorario.

Sea I la curva definida por la interseccién del plano z + z = 2 y la esfera 22 + y% + 2% =
2(x+z). Bosqueje la curva I'. Escoja una orientacion para I' y utilice el teorema de Stokes

para calcular la integral de trabajo %é - dr donde é(aj, y,2) = (z,2x,y).
r

Use el Teorema de Stokes para calcular 550 [y%1+ 22)+ a:2l;‘] -dr’ donde C' es el tridngulo de
vértices (0,0,0),(0,a,0),(0,0,a) recorridos en dicho orden.

Sea I' C R? la curva definida por las ecuaciones z? + y? + 22 = 1, 2%(2? + y?) = 3,

x,y,z > 0. Calcule el trabajo de ﬁ(x,y, z) = %i + %]HL e*k.

Sea F'(z,y, z) = (6abz3y—20bz3y?, 6abrz® —10bz'y, 18abzyz2). Pruebe que es conservativo
y determine el potencial asociado.

Pruebe que el campo F(z,y,z) = (x4 y)i + (z — y)j es conservativo. Calcule el trabajo
de F' sobre la hélice g(6) = cosbi +sinfj+ 0k, 0 <6 < 2.

2

Considere la region del plano R = [0,7]> C R% Se define para n > 2 las siguientes

funciones

My(z,y) = xy" ‘cos"(y) + In(1 + 2™)
No(z,y) = ya" 'sin™(x) + ye”"

(a) Calcule I,, = [ M,(z,y)dzx + Ny,(z,y)dy.
OR

(b) Calcule lim Iy, y lim I, 1

n—oo
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3.6. Problemas

Problema 3.1. Sea © C R? un abierto no vacio, F:Q— R un campo vectorial y g : @ — R
un campo escalar, ambos de clase C'. Pruebe que si S UJS C €, donde S es una superficie
regular a pedazos, entonces se tiene la formula de integraciéon por partes

//gmt(ﬁ).dg:j{ gﬁ-d?—//Vgxﬁ-d[f,
S o8 S

siempre que las orientaciones de Sy 0S sean las adecuadas (explique). ; Qué puede decir cuando
ademas se tiene que F' es conservativo en 27

Problema 3.2. Considere la curva I' sobre el plano XY descrita por la siguiente ecuacion en
coordenadas polares

p = a(l—cos(f)) a>0,0¢€]|0,2n]

(a) Encuentre una parametrizacion para I' y bosqueje esta curva.
(b) Calcule el trabajo efectuado por el campo vectorial

2x
2?2 +y?+ 1

—

F = (2$y2 CcoSs ($2y2) + 2x2y cos (x2y2) + 27‘7;)

?+y?+1
al dar una vuelta completa a lo largo de la curva I' en el sentido anti-horario.

Problema 3.3. Dado h > 0, sea I la curva que se encuentra sobre la superficie definida por

x2+y2 = ﬁv

de forma tal que la altura z = z (#) satisface la ecuacion diferencial

&
o ~
2(0) = h

donde z y 6 representan las coordenadas cilindricas.

(a) Bosqueje la curva.

(b) Considere el campo vectorial
- 11 1
F = (== =),
(:'U7y7 Z) <x7y7 Z2)

Sea I'y la restricciéon de I' a 0 € [%, z

desplazar una particula a través de I'y.

}. Calcule el trabajo realizado por el campo F al
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Problema 3.4. !
(a) Bosqueje la superficie definida por 2%+ 2 = 4+y* y > 0. Note que para y fijo, la ecuacién
anterior representa una circunferencia.
(b) Bosqueje la curva C obtenida al intersectar la superficie anterior con el cilindro de ecuaciéon

Py =4

(c) Calcule la circulacion 7{ F - dF para el campo (en coordenadas cilindricas)
c

F(p,0,2) = (psinf + z) p+ Zsing 0+ (z° — pcost) k.
p

Problema 3.5. ? Sea I' la curva que se obtiene de intersectar la superficie z = 22 + y? con la
superficie de la esfera unitaria. Considere I' recorrida en sentido antihorario.

(a) Calcule la integral de trabajo del campo F = (22 +2) i+ (y2+z) j+ (22 +y) k a lo largo
de I

(b) Sea F = %HA + 2k (en coordenadas cilindricas). Pruebe que rot F =0 para p > 0, pero que

sin embargo % F-dF # 0. Explique esta aparente contradiccion con el teorema de Stokes.
r

22—y N T .
1 .
@ +y?) @+ -2y’

Problema 3.6. ? Considere el campo ﬁ(x,y, z) =

(a) Indique el dominio de definicion de F y pruebe que V X F = ( en dicho dominio.

(b) Calcule la integral de trabajo %ﬁ -dr a lo largo de la circunferencia 22 +y? = 1,2 = 2
c
recorrida en sentido antihorario. ; Contradice esto el teorema de Stokes? Explique.

(c) Calcule el trabajo 7{ F-dialo largo de cualquier curva simple regular C contenida en el

c
plano z = 0 y que no pasa por el origen. Distinga segtin si la curva encierra o no el origen.

LControl 2. Primavera 1996. Matematicas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
2Control 2. Primavera 1997. Matematicas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
3Control 2. Primavera 1999. Mateméticas Aplicadas.



Capitulo 4

Complementos sobre divergencia y
teorema de Gauss

4.1. Caracterizacion limite de la divergencia

Sea F': O C R? — R un campo vectorial de clase C' donde € es un abierto no vacio.
Consideremos un punto arbitrario 7y = (g, Yo, 20) € 2. Sea {0 }.~0 C  una familia de abiertos
acotados contenidos en ) cuyas fronteras {0€.}.~o son superficies regulares por pedazos y
orientadas segun la normal exterior, y tales que se satisface lo siguiente:

(i) Ve >0, 7 € Q..
(ii) diam(Q.) := sup{|lz — y|| | z,y € Q.} — 0 cuando € — 0.

A modo de ejemplo podemos tomar el cubo
Q. = (20,20 +€) X (Yo, Yo +€) X (20,20 + ),

cuyo didmetro es ev/3 y que estd contenido en €, al menos para todo £ > 0 suficientemente
pequeno. En el caso general, notemos que como consecuencia de (ii), Vol(€2.) — 0 cuando
e — 0. Ademas, si para cada € > 0 escogemos 7. € ()., por (i) combinado con (ii) deducimos
que 7. — 7 cuando € — 0.

En virtud primero del teorema de la divergencia de Gauss, y en segundo término del teorema
del valor medio para integrales multiples, se tiene que para cada ¢ > 0:

/ / FdA = / / / div(F)dV = div(F)(7.) Vol(€.), (4.1)

00

para algun 7. € €).. Como F es de clase C!, tenemos que div(ﬁ) : 2 — R es continuo y por lo
tanto div(F)(r.) — div(F)(rp) cuando € — 0. De esta forma, a partir de (4.1) podemos inferir
lo siguiente:

N 1 . flujo de F que sale de €,

div(F)(ry) = Ui F-dA=1i ) 4.2

WF)(7o) 20 Vol(£2.) / / Py volumen de €2, (42)
0Qe

57
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Observacion 4.1.1. La expresion (4.2) proporciona una caracterizacion del valor que toma
div(F)(7) que no hace referencia explicita a ningin sistema de coordenadas en particular, sino
que solo depende del comportamiento limite del cociente entre el flujo que sale a través de OS2,
y el volumen del abierto Q..

4.2. Formulas integrales de Green

Las siguientes formulas son del tipo integracion por partes y resultan como consecuencias
directas del teorema de la divergencia de Gauss.

Proposicion 4.2.1 (Primera formula integral de Green). Sean f y g dos campos escalares
de clase C* y C%, respectivamente, en un abierto no vacio U C R3. Consideremos un abierto
Q C R? cuya superficie OQ es cerrada, reqular por pedazos y orientada seqin la normal exterior
. Supongamos que Q C U. Entonces

/Q/ ngdV:a[)/fg—sz—A//Vf.vgdu (4.3)

donde @ = Vg -n denota la derivada normal de g.

on

Demostracion. Consideremos el campo vectorial definido por F = f Vg, que por hipotesis
resulta ser de clase C! en U. Notemos que

div F = div(f Vg) = fAg+ Vf - Vg.

Ademas, se tiene

F.p=f_2
" on

Entonces la igualdad (4.3) se deduce de aplicar el teorema de la divergencia al campo F. m

Un corolario inmediato de la proposiciéon anterior que tiene una expresiéon mas simétrica en
cuanto a los roles de f y g es el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.2 (Segunda formula integral de Green). Sean f y g dos funciones escalares
de clase C* en un abierto no vacio U C R3. Consideremos un abierto  C R3 cuya superficie
00 es cerrada, reqular por pedazos y orientada segun la normal exterior n. Entonces

// (fAg —gAf)dV = //(an an)dA (4.4)

Demostracion. La igualdad (4.4) se deduce directamente al aplicar dos veces la proposicion
anterior a f y g, pero con la salvedad que la segunda vez se intercambian los roles de cada
funcion para luego restar a (4.3) la ecuacion correspondiente donde los roles de f y g fueron
intercambiados. |
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4.3. Divergencia en coordenadas ortogonales

En esta seccion veremos como obtener la formula (1.11) para la divergencia en coordenadas
ortogonales, a partir de escoger apropiadamente la familia de abiertos {2 }.~o C Q en (4.2).

Sea 7 : D C R® — R3? un sistema de coordenadas ortogonales. Consideremos el vector
7o = 7(ug, v, wo) y para cada € > 0 suficientemente pequenio definamos el abierto
Q. ={r(u,v,w) | ug < u <ug+¢e,v9 <v<vy+e,wy<w<wy+ e} (4.5)
Es facil ver que esta eleccion para la familia de abiertos {€2.}.~¢ satisface las condiciones esta-
blecidas en la seccion 4.1 y que aseguran la validez de (4.2).

Sea también F : Q C R® — R3 un campo de clase C! en el abierto Q con 77 € Q. Definamos

F, = F,(u,v,w) = ) - (u, v, w),
F, = F,(u,v,w) = ) - 0(u, v, w),
o(u,

F, = Fy(u,v,w) = ]3(77’ u,v,w)) - v, w).

De este modo, podemos escribir

—

F(r(u,v,w)) = F,(u,v,w)tu(u,v,w) + F,(u,v,w)o(u,v,w) + Fy,(u, v, w)w(u, v,w),
0 mas simplemente
F=Fa+ F,0+ F,w,
donde hemos omitido las dependencias explicitas en (u, v, w) para simplificar la notacion.

Notemos que podemos descomponer la superficie 02, en la uniéon de 6 superficies regulares,
cada una correspondiente a la imagen via el cambio de coordenadas = 7(u, v, w) de una cara
del cubo [ug, ug + €] X [yo, Yo + €] X [20, 20 + €] perteneciente al espacio donde se mueven las
coordenadas (u,v,w).

Por ejemplo, si llamamos S! a la imagen via 7 de la cara correspondiente a u = ugy + &,
entonces S! es la superficie parametrizada por

Sv,w) =7(ug +&,v,w), (v,w) € [yo,yo + €] X [20, 20 + €],
en cuyo caso es facil ver que la normal exterior a la region (). esta dada por
n = u(ug + €, v, w),
mientras que el diferencial de &rea correspondiente (ver el apéndice B) es

dA = (hyhy)(ug + €,v,w).

Aqui
or . or or . or
%/H%Ha hu—%/H%H Y hw = /|| H

son los factores escalares asociados a cada componente del sistema de Coordenadas T
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De esta forma, tenemos que para esa superficie el flujo segtin la normal exterior se puede
expresar como
vo+e wote

//ﬁ-dﬁ:/ /(Fuhvhw)(uo—i—a,v,w)dwdv
Sl vo  wo

Procediendo de manera anéloga con las otras 5 superficies y conservando siempre la orientacion
dada por la normal exterior al abierto en cada caso, se deduce que:

up+€ vo+€
//13 CdA = / / [Fyhyhy(w, v, w4 €) — Fyhyhy(u, v, wo)]dvdu

00 uQ V0

uo+€ wo+e€

+ / / [Fyhyho (u, vo + €, w) — Fyhyhy (u, vo, w)|dwdu

ug  wo
vo+€ wo+e€
+ / / [Fuhyho (1o + €, v,w) — Fyhyhy (1o, v, w)|dwdv
vg  wo
uo+€ vo+e wo+€[ﬁ(Fuhvhw) n Q(thuhw) n Q(thuhv)]
= / Ou v T Ow hyhyhydwdvdu,

uo vo wo

Denotando
2 (Fuhohy) + Z(Fyhyhy) + 2 (Fuhyhy)

F(u7v7w): h h h )

y usando la expresion del diferencial de volumen (ver el apéndice C)
dV = hyh,hy,dwdodu

junto con el teorema del valor medio para integrales multiples, se obtiene

up-+€ vo+€ wo+¢

//ﬁ CdA = [(ue, ve, we) / / / dV = T'(ue, v-, we) Vol (),

00

para ciertos u. € [ug, ug + €], v- € [vo,v0 + €|, ¥y we € [wp, wy + €|. Esta tltima igualdad junto
con (4.2) implica que

div(F) () = T(ug, vo, wo),

es decir,

1 0 P 5
huhvhw [% (Fuhvhw) + %(hquhw) + 8

w

div F = (huhoFy)]

que es exactamente (1.11).
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4.4. **Demostracion del teorema de Gauss

El objetivo de esta seccion es proporcionar una demostracion completa del teorema de la
divergencia de Gauss. Comenzaremos por probar algunas afirmaciones. La primera es que el
operador de divergencia es invariante bajo rotaciones de los ejes. Para hacer precisa esta afir-
maciéon escribamos

3
F=(F,F,F;) = ZFm

donde eq, €9, €3 forman la base canoénica de R3. Con51deremos una base ortonormal vy, v9, v3 de
R3. Entonces F = S | Ew; donde Fy = (F,v;). Introduzcamos el cambio de variables © = Ry
donde

T n
T = |T2 R= [U17U27U3] Yy=1Y21,
xTs3 Ys

es decir, R es la matriz de 3 X 3 cuyas columnas son los vectores vy, vy, v3. Notemos que al ser
estos vectores ortonormales se tiene

R'R=1=RR".

Entonces en las variables y y usando la base vy, v, v3 el campo se puede expresar como

Z (y) = (F(Ry), v.)

Lema 4.4.1. Con la notacion anterior se tiene

div F = Z axz Z 5yz

=

Demostracion. Utilizando la definicion de F, y la regla de la cadena tenemos

Pero la relacién x = Ry se puede escribir componente por componente z; = Z?:l Rj;y; lo que
nos da = Rj;. Por lo tanto

Por otro lado, los vectores v; pueden expresarse en términos de R y la base canénica v; =
3
> 1 Riiex por lo que
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Pero al ser R una matriz ortonormal, es decir, RT R = RRT = I tenemos

3
Z Rj;Ry; = componente jk del producto RRT = 4,5,

i=1

donde

Por lo tanto obtenemos

El segundo paso para probar el teorema de la divergencia consiste en obtener una version
local de este, es decir, una version del teorema donde ademas se supone que el campo F' es cero
fuera de una bola suficientemente pequena.

Lema 4.4.2. (Version local del teorema de la divergencia) Para cualquier zo € Q existe un
R > 0 (pequeno, que depende de xq) tal que si F' es un campo C' que se anula fuera de Bg(x)

entonces
/ / F-dA = / / / div(F)dV. (4.6)
9 Q

Demostracion.

El caso xy € 0f). Gracias al Lema 4.4.1 vemos que la formula (4.6) es invariante bajo rota-
cion de los ejes. Efectuando una rotacion conveniente podemos suponer entonces que n(zg) =
(1,1,1)/+/3. Usando la definicién de superficie regular y el teorema de la funcién inversa po-
demos afirmar que existe R > 0 tal que la superficie 9Q N Bg(xg) es el grafo de funciones C*
;U —R 1<4 <3 es decir

00N Br(zo) = {(x1, 22, x3) : 1 = @1(22, x3), (T2, 23) € Uy}
= {(x1, 2, x3) : T2 = pa(x1, T3), (x1,23) € Us}
= {(z1, 22, 23) : w3 = @3(x1,T2), (¥1,22) € Us}

donde Uy, Uy, Us son abiertos de R2. Escribamos

Jff e ff o= [ (223225

QNBRr (Z‘o QNBRr (1'0

y analicemos el tltimo término. Vemos que se puede elegir 0 < r < R tal que si F se anula
fuera de B, (z() entonces

///%dv /// VOB 4o v
01'3 Us J 73 01'3

QNBr(zo)
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para algin z3 que depende de zy. Luego

OF:
/// 8—36“/ // F3(x1, 22, p3(1, 22))daqdzs.
€T3
Us

QNBr(zo)

Como 02 N Br(zy) se puede parametrizar por 7(xy, x2) = (21, Ta, p3(r1,22)) tenemos

oF  OF [ Ops Oy
0:)31 % 01'2 N [ 1:|

Luego, si F se anula fuera de B, (zo)

//(anan) -ndS = // F3($1,$27€03($1,$2))d$€1dx2
onN Us

y deducimos que

OF3 .
Q o0

Similarmente, utilizando la parametrizacion 7(z, z3) = (21, p2(z1, 23), 23) se encuentra

J[[ 52 - //OF #dS.
01'2
Q

0Fy .
///8—th //(Fl,0,0)-ndS.
Q o0

Sumando las formulas anteriores deducimos la validez de (4.6) en el caso que xy € 0Q y F se
anula fuera de B,(xo).

y andlogamente

El caso xy € €. En este caso basta encontrar un cubo @ de centro z, contenido en €2 y luego
elegir R > 0 pequenio tal que Bg(zg) C Q.

Podemos aplicar entonces el célculo en el caso de un cubo y obtener

///divﬁ:///divﬁ://ﬁ-ﬁdSzo
Q Q 0Q
//ﬁ~ﬁd$=0
o0

Notando que

obtenemos (4.6) en este caso.
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Veamos ahora como se deduce la version general del teorema de la divergencia.

Demostracién (caso general). Tenemos que para cada z € Q existe un R, > 0 tal que si F
se anula fuera de By, (x) entonces vale la formula del teorema de la divergencia.

Usando la compacidad de Q (cerrado y acotado) podemos encontrar una familia finita de
puntos z;, 1 <14 < m con sus respectivos R; = R,, > 0 tales que

= ) se puede cubrir por la unién U™, Bg. (z;),

» y para cualquier bola Bg,(x;), si F se anula fuera de B r,(x;) entonces vale el teorema.

Para cada bola Bg,(z;) podemos encontrar una funcion 7; : R* — R, de clase C' tal que 7; > 0
en Bg,(z;) v 7; se anula fuera de la bola.

Para = € Q definamos i (2)
ni\x
T]Z(SL’> = m ~
Zj:l 77] (z)
Entonces
» 7; es C! en una vecindad de Q

= 7; se anula fuera de Bg,(z;)

» para cualquier z € Q: > () = 1.

Consideremos un campo F de clase C'. Como Yo mi(x) = 1 podemos descomponer F de

la forma .
F= Z(U:ﬁ)

=1

Cada funciéon niﬁ es un campo C! que se anula fuera de Bg,(x;) por lo que podemos aplicar la
version local del teorema de la divergencia

//mﬁﬁdsz ///div(mF) A%

Sumando

//ﬁ.ﬁdsz//Zmﬁ-ﬁdsz///Zdiv(mﬁ)dv
80 o0 =1 o =1
:///div > P dV:///divﬁdv
Q =1 Q




Capitulo 5

Complementos sobre rotor y teorema de
Stokes

5.1. Caracterizacion limite del rotor

Dado un campo vectorial F' :  C R — R3 de clase C! sobre el abierto no vacio Q y un punto
arbitrario 7y = (g, Yo, 20) € €2, consideramos una familia {Q.}.~¢ C Q que satisface las mismas
condiciones que las usadas en la seccion 4.1 para la caracterizacion limite de la divergencia. Es
posible probar entonces que

- , 1 R -
0Ne

donde 7 es la normal exterior a cada superficie 9€).. En efecto, dado ¢ > 0y ' € R?, se tiene

v vm&g//mXﬁﬁM :V@&J!Zg%ﬁXﬁwA:vm&g//ﬁkﬁy

Qe Q.

dA.

>

En virtud de 4.2, deducimos que la expresion del lado derecho converge a div(ﬁ X 1), es decir

im U ! Ao F = div(F x ¢
lim 7 - ma//memA — div(F x 7). (5.2)

e—0 Vol
00

Dado que ' € R3 es arbitrario, esta tltima férmula implica que el limite existe y mas atn, al
reemplazar ¥ =7, U = j y ¥ = k, nos permite obtener la expresion:

1
Vol(2.)

~ ~ —

//ﬁxﬁdA:div(ﬁxz)z+div(ﬁxj)j+div(ﬁx k) k = rot F.

00

lim
e—0

Para la ultima igualdad usamos una identidad que es facil de verificar (ver el ejercicio 1.4.5).

65
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5.2. Interpretacion fisica del rotor

La interpretacion fisica que se le da al rotor asociado a un campo F es la de proporcionar,
salvo una constante, la velocidad angular local de éste, la cual se produce cuando el fluido en
el punto estudiado “rota” sobre si mismo. Para ver esto, consideremos una rueda de altura h y
aspas de radio p, y cuyo centro esta ubicado en el punto (x,y, z). Esta se sumerge en un fluido
de campo de velocidades dado por F como muestra la figura:

La velocidad tangencial de los puntos ubicados en el borde de la rueda es F. é, de modo que
la rapidez angular media w se puede estimar de la siguiente manera

h2m
pW = v = 27‘(‘h // Hdﬁdz—m//

donde S denota el borde de la rueda (o manto del cilindro que ésta forma) y or denota la
rapidez tangenc1al medla Usando propledades del producto cruz y el hecho que 0 = x p se
obtiene que F-0 = F - (i x p) = - (p x F), lo que implica

1 R T .
27Tp2hw~//(pxF)dA—27rp2hw //(an)dA,
S S

ya que la normal exterior a la superficie S es precisamente n = p. Ahora, la normal exterior a
las tapas del cilindro que forma la rueda es un factor de w, el producto entre w y la integral de
sobre las tapas se anula. De esta forma obtenemos

1 LR _1 1 .
w_27rp2hw //(an)dA 5@ 7V01(Ch,p)//(nXF dA

Ch,p Ch,p

w =

donde C}, , denota el cilindro de radio p y altura h formado por la rueda. Haciendo tender h y
p a cero, se obtiene por (5.1) que

w(z, y, 2) = %w rot(F)(z, 3, 2). (5.3)
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Es decir, el rotor rot(ﬁ ) coincide con la velocidad angular del flujo Fenel punto (z,y, z), salvo

por el factor %, tal como lo habfamos anunciado.

Ejemplo 5.2.1. Un cuerpo solido gira en torno al eje k: con velocidad angular constante igual
a W = wk con w > 0 una constante. Sabemos que la velocidad de un punto en la posicion 7 es

V=W XT,
vale decir, el campo de velocidades estd dado por

Uz, y, 2) = wk x (20 + yj+ 2k) = —wyi + wzj

Usando la definicién diferencial del rotor se obtiene:

rotv =V x 7 = (i(% +j(%+fc(%) X (—wyi + wa)) = 2wk = 20.

Observacion 5.2.2. Si F' es el campo de velocidades de un fluido, la condicion rot F = 0
significa que el fluido no rota sobre si mismo, es decir, una pequena rueda sumergida en el flujo
puede desplazarse en una trayectoria curvilinea pero mo rotard sobre si misma.

@\@ G\Q
" g
L - 2453

VXxF=0 VxF#£0
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5.3. Bosquejo de la demostraciéon del teorema de Stokes

Supongamos que estamos bajo las condiciones del enunciado del teorema de Stokes. En
esta seccion daremos una idea de como se puede demostrar este resultado apelando a la ca-
racterizacion limite del rotor dada por (5.1). Comenzamos por descomponer la superficie S en
pequenos “cuadrados” S; de area AA; y normal n; (siguiendo la direccion dada por 7) como se
muestra en la figura:

Sea 0S; la curva cerrada definida como la frontera de la superficie S;, orientada de mane-
ra coherente con la normal 7n;. Ademés, a cada una de estas superficies S; le asociamos un
paralelepipedo € de base AA; y altura h como se muestra en la siguiente figura

Para cada i fijemos un punto 7; € ;. Debido a (5.1), se tiene que

rot F(7;) ~ hAlA- //ﬁ x FdA. (5.4)
" 9s;

Dado que la normal a las tapas superior e inferior del paralelepipedo Q es i = n; y 1 =
—n;, respectivamente, notamos que el producto 7; - [[ 7 x F dA es cero cuando la integral de
superficie en cuestion es calculada en estas tapas. Ademés, para los cuatro lados restantes del
paralelepipedo € se tiene que

~

A (i x F) = —f; - (Fxi)=F- (i, xi)=F-T,

donde 7 es el vector tangente a la curva 0.5;. Entonces, recordando que dr’ = T dr, de la ecuacion

(5.4) se obtiene
. 1 h .
t B (75) - ny ~ F -dr .
rot F'(7;) - n hAAi/O (%{)Si dr) dh
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La tltima igualdad es valida para toda altura h suficientemente pequena, por lo que al hacer
tender h a cero se infiere que

rotﬁ(f;-) “ny AA; ~ % F . drF.
88,
Sumando esta expresion para todas las superficies 5;, se deduce lo siguiente

thﬁ(a).mAAi:Z]{ ﬁ.df:]{ F-dF, (5.5)
i i JOS: 13)

S

Notemos que en la dltima igualdad en (5.5) hemos usado que las integrales asociadas a los lados
internos de los paralelepipedos € se anulan entre si. Finalmente se concluye notando que el

lado izquierdo de (5.5) converge a la integral / / rot(F - dA cuando la malla se hace cada vez
mas fina.

Para que esta demostracion sea rigurosa, falta justificar que los errores en las aproximaciones
realizadas pueden hacerse arbitrariamente pequenos y por lo tanto se anulan en el limite.

5.4. Rotor en coordenadas ortogonales

Sea 7: D C R?® — R3 un sistema de coordenadas ortogonales 7= 7(u, v, w) cuyo triedro i, o
y w satisface la regla de la mano derecha. Utilizaremos las mismas notaciones de la seccion 4.3.
En particular, consideramos la familia {€.}.~o dada por (4.5) y F:Q CR3— R3 un campo
de clase C!, definido en un abierto Q que satisface que 7q = 7(ug, vy, wp) € Q. C Q para todo
€ > 0 pequeno.

Expresamos el campo vectorial en las coordenadas ortogonales como
F = F,i+ F,b + F.
Para obtener rot(F) (1) expresado en las coordenadas dadas por 7, usaremos la escritura
rot F' = (rot(F) - @) + (rot(F) - )b + (rot(F) - i),

donde todos los términos estan evaluados en 7. Para esto, daremos una caracterizacion limite
del rotor vélida en este contexto, alternativa a (5.1), que proviene de utilizar apropiadamente
el teorema de Stokes.

Comencemos por considerar la superficie S! = {F(ug,v,w) | vg < v < vy +c,wp < w <
wo + €}, que es exactamente la misma de la seccion 4.3, y la curva cerrada I'. = 9S! que
corresponde a la frontera de S!. Recordemos que el campo de normales sobre la superficie S!,
exteriores a (2., esta dado por n = 4 (ug, v, w), (v,w) € (vo, vo+&) X (wo, wo+¢€). Recorramos I'.
en sentido positivo respecto a la orientaciéon dada por el campo de normales. En consecuencia,
por el teorema de Stokes se tiene que

]{ Fodi = / / rot(F) - dA = / / rot(F) - 61 dA = [rot(F) - a](7.) A(SY),
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donde para la ultima igualdad usamos el teorema de valor medio para integrales multiples de
modo que 7. = 7(ug, Ve, we) para algin par (v, w.) € (v, vy + €) X (wg, wy + €). Por lo tanto,
por continuidad de las derivadas de F', se sigue que

rot(F) - () = MA:S)j{ﬁ.df. (5.6)

€

Ahora bien, al descomponer la integral de trabajo del numerador en cuatro integrales, cada
una asociada a uno de los segmentos que constituyen I'. y que son aristas de un lado de S!,
obtenemos, con algo de abuso de notacion, que

vo+e wo+e Vo wo
fﬁ-df: /ﬁ~df+/ﬁ-df+/ﬁ~d?+/ﬁ~df
e V0 wo vo+e wo+e€
vo+e€ 8 wo-+e€
= /ﬁ(F(uo,v,wo)) 8—dv+ / Fy(ug,vo + €, w)hy(ug, vo + £, w)dw
0]
vo Fv(uo,v,woﬁlv(uo,v,wo) wo
vo+€ wo+€
—/Fv(uo,v,wo+€)hv(u0,v,w0+5)dv— / F(ug, v, w)hy (g, vo, w)dw,
%) wo

que gracias al teorema fundamental del calculo implica

wo+€ vo+e 8 vo+€ wote 8
%F~dr: / / %(thw)(uo,v,w)dvdw— a—w(thv)(uo,v,w)dwdv
I'e wo V0 V0 wo
wo—+€ vo+e
_ 2 (Byha) = - (Fyhy) (0, v, w)dvd
= 5, (Fu 5 Ug, v, w)dvdw
wo Vo
1 .0 0
— [[ i (Bule) = (B da.
st

Luego, por (5.6), se tiene

rot(F) - () = lim <o //hh M) = - (Fuha)) dA.

Utilizando una vez mas el teorema del valor medio para integrales miltiples y haciendo ¢ — 0
se deduce finalmente que

1
Py B

(P = [ (Fuha) = 2 (Ful)]

Argumentos analogos para las otras dos componentes permiten obtener expresiones similares
para rot(F') - 0 y rot(F) - w, probando asi la formula (1.13).



Problemas de recapitulacion

Problema 1. !
(a) Dado F € C2(;R3) con Q C R3 un abierto, pruebe que div(V x F) = 0.

(b) Sea F(z,y,2) = (¢* — 2%)i + (2 + 2y%)j + y*>V1 + 2%k. Calcule V x F.

(c) Sea S la superficie del casquete esférico 22 + 3% + 22 = 4, que se encuentra en la region
z > 1y que se orienta segtin la normal superior (exterior a la esfera). Calcule el flujo de
V x F através de S donde F es el campo vectorial de la parte (b).

Problema 2. ? Sea 7 el campo vectorial dado por 7(z,y,2) = (z,y, z). Dada una superficie
regular S y un vector fijo 7y € R?, demuestre que

1
. —/ (Up x ¥)-dr si S tiene borde 0S5 # ()
/ / G -dA =1 2Jos
s 0 si S es una superficie cerrada

donde S y 0S tienen orientaciones compatibles (explique).
Problema 3. 3 Sea ¢ un campo definido por

U(zr,y,2) =2zt +x]+ yk.
Considere las siguientes regiones del espacio

H = {(z,y,2) eR’ : 2=0, y>0}
Hy = {(z,y,2) €R’ : y =2z}
D = {(z,y,2) €R® : 2 +¢* =a*}

(a) Dibuje la curva € = (H; |J Hy) () D y la superficie S que ella define.

//rotﬁ-ﬂdA
s

IExamen. Primavera 2002. Matematicas Aplicadas. Prof: F. Alvarez, R. Correa, P. Gajardo
2Control 1. Primavera 2006. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
3Control 1. Primavera 2002. Mateméticas Aplicadas. Prof: R. Correa, P. Gajardo

(b) Calcule directamente

71
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(c) Verifique el resultado anterior mediante el Teorema de Stokes.

Problema 4. * Sea el campo vectorial F : R2\ {(0,0)} — R? definido por

1 —
Dada una curva I' C R?\ {(0,0)} se define n(T') := o / F-dr.
TJr

(a) Para las siguientes parametrizaciones, bosqueje la curva correspondiente y calcule el valor

de n(T).

(i) G(t) = (rcos(t),rsin(t)),t € [0, 27].
(i) F(t) = (rcos(t), —rsin(t)),t € [0, 27].
(iii) G(t) = (rcos(t),rsin(t)),t € [0, 4x].

)

(iv) T esla frontera del cuadrado [—1, 1] x [—1, 1] recorrida en el sentido de las manecillas
del reloj. Pregunta: ; Es F un campo conservativo en todo R2 \ {(0,0)} ?. Dada I
curva cerrada en torno al origen (0,0), se le llama a n(I") el nimero de enrollamiento
anti-horario de I'. Justifique esta terminologia.

(b) Considere la curva I' parametrizada por @(t) = (2r — rcos(t),rsin(t)),t € [0,2n]. Para
calcular n(I") prucbe que existe ¢ : R € R2 — R tal que F(z,y) = Vg(z,y) en un
rectangulo R que contiene a la curva I'. Deduzca el valor de n(I") para toda curva contenida
en dicho rectdngulo.

Ind.: Busque g de la forma g(z,y) = f(%) (recuerde que %(arctg)(t) =15

(c) ; Hay alguna contradiccion entre los resultados obtenidos en las partes (a) y (b) 7 Justi-
fique.

Problema 5. Sea 7 = (x,y, 2), r = ||F]| y la superficie & = 9{F € R® | a < r < b} orientada
hacia el exterior. Sean F': R® — R3 y f: R — R ambas de clase C! tales que:

(a) Verificar que
r?div F(7) = di(r3 F@%).
T

(b) Concluir que

// Fds = an (b F(0?) — a® f(a2)).

4Control 1. Primavera 1999. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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(c) Con la misma notacion, sea C una curva de extremos O = (0,0,0) y A = (0,0, a), regular
por pedazos, recorrida desde O hasta A. Verificar que

/ﬁd?: %/af(t)dt.
0

C

Indicacién: Calcular rot F.

Problema 6. ® Sea ¥ la parte de la superficie del toro de radios R,a (R > a) encerrada por
la esfera de radio R. Considere Y orientada segiin la normal exterior al toro. Calcule:

(a) El flujo a través de X del campo eléctrico debido a una carga puntual ¢ en el origen.

(b) // V x F - dA para el campo
2

—

F(z,y,z) = (z,y, exp(y)).
Problema 7. ¢ Considere el volumen € C R? definido por las inecuaciones:

2] <2 —2% — ¢
(z—1)2+y*<1

(a) Bosqueje la region €.

(b) Use el teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo F = pp (en coordenadas
cilindricas) a través de 0f2 orientada segin la normal exterior.

(c) Calcular el trabajo del campo F= pp a lo largo de la curva que se obtiene al intersectar
las superficies z = 2 — 2% — % con (z — 1)?> +y? = 1 (precisar la orientacién escogida para
la curva).

Problema 8. 7 Sea S C R? la superficie regular definida por las ecuaciones 2% + y? — 22 = 0,
22+ y? —2ay <0 (a>0),2>0y2>0

(a) Bosqueje y encuentre una parametrizacion de la superficie S.

(b) Escoja una orientacion para S y calcule el flujo a través de S del campo vectorial en
coordenas cilindricas: F = pp + cos? fe<’ 0.

(¢c) Calcule el trabajo del campo F de la parte (b) al recorrer la curva que se obtiene como
interseccion de las superficies z = /22 + y? y 22 + y? — 2ay = 0. Haga un bosquejo de
esta curva y precise el sentido de recorrido.

SExamen. Primavera 1997. Mateméticas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
6Control 1. Primavera 1999. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
"Control 1. Primavera 2002. Mateméticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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Problema 9. ® Sea S C R? la superficie caracterizada por 22 +y? — 2z = 0, 22 + y? — 4y < 0.

(a) Encuentre una parametrizacion regular de S y obtenga un campo de normales a S. Bos-
queje S en un grafico.

(b) Calcule el flujo a través de S orientada segin el campo de normales obtenido en (a), para
el campo F(x,y,z) = \/x§+y2i + \/xé’wzj + k.

Problema 10. ? En lo que sigue denotamos Q = {(z,y, 2) : 22 + y* # 0}.

(a) Sea F : Q — R? el campo vectorial dado por F = %ﬁ—l— p/k‘\ (coordenadas cilindricas). Sea
S la porcion del casquete esférico 22 + y% + 22 = a® que se encuentra fuera del cilindro
22 + 9% < a?/4. Bosqueje S y calcule el flujo de F a través de la superficie S orientada
segln la normal exterior al cubo.

(b) Sea F : Q0 — R3 el campo vectorial dado por F = cos() ¢ (coordenadas esféricas). Utilice
el Teorema de Stokes para calcular el trabajo de F alo largo de la curva que resulta de
intersectar el casquete esférico 22 + ¢y + 22 = 2 con el plano z = 1. Haga un bosquejo
indicando la orientacion de la curva y de la normal escogida.

Problema 11. 1° Sea F = Lj+e 0+ 2k (en coordenadas cilindricas) y S el casquete esférico

o
de ecuacion 2% + y? + 22 = 4.

(a) Calcule el flujo de F a través de la porcion de S que se encuentra en la region 2% +y% > 1
(orientar S segtn la normal exterior).

(b) Calcule rot(F) y el trabajo de F a lo largo de la curva obtenida al intersectar S con
la superficie de ecuacion r = y* + 22 (escoja una orientacién para la curva, indicandola
mediante un bosquejo).

Problema 12. !! De acuerdo a la teorfa de Yukawa para las fuerzas nucleares, la fuerza de
atraccion entre un neutrén y un proton tiene como potencial U(r) = Ke " /r (coordenadas
esféricas) para ciertas constantes K <0y a > 0.

(a) Encuentre la fuerza F = —VU en R3\ {0}.

(b) Calcule directamente el flujo de F a través del casquete esférico r = a (a > 0) orientado
seglin la normal exterior.

(¢) Pruebe que AU = a?U en R?\ {0} (recuerde que Au = div Vu).

8Control 1. Primavera 2003. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
9Examen. Primavera 2001. Mateméticas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
10Control 2. Primavera 2001. Matematicas Aplicadas.

" Control 2. Primavera 2003. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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(d) Demuestre que si 2 C R3 es un abierto acotado que contiene al origen, cuya frontera 9
es una superficie regular a trozos y orientada segiin la normal exterior, entonces

// ﬁ-dﬁ:4ﬂK—a2///UdV
o0 Q

. Contradice este resultado el teorema de la divergencia de Gauss? Explique.

Problema 13. 2 Sean Q C ' dos abiertos acotados en R3. Suponga que 0 es una superficie
regular por pedazos y sea u € C%({;R) tal que

Au=f en )
Vu-n=g sobre 0f)

donde f,g € C(SV;R) y 7 es la normal exterior a §2. Pruebe que para todo v € C*(Q; R)

//QVU-Vz}dV://angdA—///Qvde

Muestre que si f(z,y,2) = 1/z y g = 0 entonces

///Q %dv = —Vol(Q),

donde en este caso €2 no intersecta el plano Y'Z (de ecuacion x = 0).

12Control 2. Primavera 2006. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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Capitulo 6

El plano complejo

En este capitulo recordaremos algunas definiciones y propiedades béasicas de los ntimeros
complejos. El lector familiarizado con estos conceptos puede pasar directamente al capitulo 7.

6.1. Estructura algebraica del plano complejo

La estructura algebraica usual de R? es la de espacio vectorial sobre el cuerpo® de los niimeros
reales definida por las operaciones de adicién

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
y multiplicacién por escalar
Aa,b) = (Aa, \b),

donde a,b,c,d, A € R. Desde el punto de vista algebraico, el plano complejo C no es otra cosa
que R? dotado de la operacién adicional producto definida por

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Este producto 2 entre vectores de R? puede escribirse matricialmente como

a\ (c¢\_(a =0 c\ [ ac—0bd
b d) \b a d) \ad+bc |-
Es facil verificar que (R?, +, -) resulta ser un cuerpo conmutativo, el cual se denota simple-

mente por C. Por otra parte, C contiene una copia isomorfa del cuerpo de los ntmeros reales
R. Més precisamente, la funcién

C

h:R
a h(a) = (a,0)

—
—

IPara las definiciones de espacio vectorial y de cuerpo, el lector puede ver el apunte del curso de Algebra.
2No debe confundirse la operacién - con el producto interno estandar, también conocido como producto
escalar, y que se define como ((a, b), (¢, d)) = ac + bd.
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es un isomorfismo que permite identificar R con el eje {(a,0) € C: a € R}.

Historicamente, los nimeros complejos fueron introducidos con el fin de resolver ecuaciones
algebraicas que no tienen soluciéon en los niimeros reales. El ejemplo canénico es la ecuacion

2 = —1.
Consideremos el complejo (0, 1), el cual satisface
(0,1)*>=(0,1) - (0,1) = (—1,0).
Denotando ¢ = (0, 1) e identificando (—1,0) con —1 via el isomorfismo h, podemos escribir

de modo tal que i es una solucién de la ecuacion anterior?.

Notemos ademaés que las identificaciones anteriores permiten escribir
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0,1) =a-1+b-i=a+1b,

donde el producto entre ¢ y b se denota simplemente ¢b. De ahora en adelante, el niimero
complejo z = (a,b) serd denotado a + ib, y diremos que su parte real es a y que su parte
imaginaria es b, lo que se escribe a = Re(z) y b = Im(z) respectivamente.

El complejo conjugado de z = a + ib se define por
Z =a — b,

y geométricamente corresponde a reflejar z con respecto al eje horizontal asociado a los ntimeros
reales. Notemos que:

m V21,20 €C, 21 + 20 = Z1 + Z5.

Va,20€C, 2z % =71 - %
m Z=12sslz¢€R.

VzeC, (z) = 2z, y ademds z -z = a® + b? si z = a + ib.

» Re(z) =1(z+47).
» Im(z) = 5-(2 — 7).
Sea z = a + ib # 0; para determinar su inverso z~! multiplicamos por Z a ambos lados de
la ecuaciéon z - 27! = 1, obteniendo asi (z - Z)z~! = z. Pero la condicién z # 0 implica que
z-Z=a%+b>> 0, por lo tanto

1 1 a X b

: :z-§Z:a2+b2 _Za2+b2'

3Los ntimeros complejos son muy ttiles en Ingenieria Eléctrica, donde el simbolo i se reserva para denotar
la corriente mientras que se usa j para el complejo (0,1); nosotros utilizaremos i para denotar este tltimo.
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Ahora bien, dados z = a+1ib # 0 y w = ¢+ id, para calcular w/z utilizamos las siguientes
identidades:
= i .
z z2-Z  a?+b? a? + b?
A partir de lo anterior se deducen todas las reglas usuales del dlgebra de los nimeros complejos,
las cuales se dejan al lector como ejercicio.

w 4. w-Z ac+bd ad—bc

6.2. Estructura métrica del plano complejo

Dado z = a +ib € C, su mddulo se define como
2| = V2z = Va2 + 12,
y la distancia entre dos ntiimeros complejos z1, 2o € C se define como
d(z1, 20) = |21 — 23]
Tenemos las siguientes propiedades:

» V2 €C, [2| 20, [z] = [z], [Re(2)] < [z] y [Im(2)] < |2].
» |2| =0 ssi z=0. En términos de la funcion distancia: d(z, z9) = 0 ssi 21 = 2.
= Vz1,22 S C, |2122‘ = |Zl||22|.

w V21,20 € C, |21 + 22| < |21] + |22|. En términos de la funcion distancia, se obtiene como
consecuencia la desigualdad triangular:

V21, 20,23 € C, d(21, 22) < d(z1, 23) + d(z3, 22).

Observemos que |a + ib| coincide con la norma euclidiana ||(a,b)| del vector (a,b) € R?, y
por lo tanto corresponde a la distancia entre el punto (a,b) y el origen del plano cartesiano. De
este modo, C y R? tienen la misma estructura topoldgica, lo que significa que las nociones de
vecindad, conjunto abierto, conjunto cerrado, compacidad y convergencia son las mismas.

En consecuencia:

1. Un conjunto A C C se dice abierto si para todo punto 2z, € A existe un radio p > 0 tal
que el disco
D(z,p) :={2€C:|z— 2| < p}

esta contenido en A (ver figura 6.1).

2. Un conjunto A C C se dice cerrado si su complemento A° = C\ A es abierto. Ejemplo: el
disco cerrado definido por

D(z,p) =={z € C: |z — 2| < p}
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7
// \\
= \
\
'\ 1
\ ’/,
\\ //,’
~N
A~-~ A
Abierto Cerrado

Figura 6.1: Conjunto abierto y cerrado

es un conjunto cerrado pues tiene como complemento al conjunto
D(z0,p) ={2€C:|z— 2| > p},

y es facil verificar que este ultimo es abierto.

3. Un conjunto A C C se dice acotado si existe un radio pg > 0 tal que A C D(0, po).
4. Un conjunto se dice compacto si es cerrado y acotado.

5. Una sucesiéon de ntmeros complejos z, = a, + tb, se dice que converge al complejo
z =a-+1b, y se escribe z, — z, si se tiene que

lim |z, — 2| =0,

n—oo

o0, equivalentemente, si se tiene que a,, — a y b, — b como sucesiones de niimeros reales.

Propiedad. Si (z,) C C es una sucesion acotada entonces admite una subsucesion convergente.

Demostracién. Es directo de la compacidad de sucesiones en R2. [ |

Finalmente, recordemos que un conjunto A se dice conexo (o también conexo por caminos),
si dados dos puntos cualesquiera del conjunto existe una curva regular por trozos que los une y
que esta completamente contenida en A.

6.3. Representaciéon polar y raices de la unidad

Sea z = z + 1y un numero complejo, que como sabemos corresponde a un punto P de
coordenadas cartesianas = e y. Pero P también puede describirse en coordenadas polares r y 6.
Maés precisamente, tenemos

z=u1x 41y =rcosf +irsenb,

donde r = /22 4+ y? = |z| y 0 es el dngulo en radianes entre el eje OX y el segmento que une
el origen con P; se dice que 6 es el argumento de z.
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Una caracteristica importante de 6 que puede llevar a confusion es que no esta tnicamente
determinado, pues si 6 es un valor para el &ngulo entonces para cualquier entero k € Z, el valor
0 4 2k también es valido para describir el mismo punto. Para evitar esta ambigiiedad, se suele
restringir el valor de 6 al intervalo | — 7, 7], en cuyo caso se dice que @ es el valor principal del
argumento de z y se escribe

0 = argz.

En la secciéon 8.2.1 veremos que es posible dar un sentido a la funcién exponencial evaluada en

arg z € (—m, 7]

Figura 6.2: Valor principal del argumento

un nimero complejo, a partir de lo cual es posible obtener la formula de Euler

e = cosf + isend.

Esto permite escribir

5y = T,eiG — |Z‘eiarg(z).

Mas atn, si z; = e y 2, = r9€"? entonces

w2129 = Tqreet@1t02)

)
» siry > 0 entonces 2y /2 = (ry/ry)el(?1702),

Asi,
arg(z129) = arg(z1) + arg(z2) (mod 27),
y en particular se tiene que multiplicar un complejo por e corresponde a rotar el segmento
que lo une con el origen en @ radianes. Ademas, como (e?)* = e ... "0 = i0++0) — ¢inf oo
deduce la formula de Moivre

(cosf 4 isen )" = cosnb + isennf.
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Por otra parte, dado k € N; las raices k-ésimas de la unidad son aquellos complejos que satisfacen
2% = 1. Utilizando la representacion polar z = re? se tiene:
k-1 o *=1, k=0 (mod 2m)

2m 2m 2m

& =1 0=0,(0)2T) (- D)

- 27
2%

k=1 rke

;2m
& z=1,e"% e

Las figuras que siguen ilustran lo anterior.

-1 = e”E 1

Figura 6.3: Raices cuadradas de la unidad. Se tiene la identidad célebre €™ + 1 = 0.

Figura 6.4: Raices ctbicas de la unidad



Capitulo 7

Continuidad y derivaciéon

En todo lo que sigue, f : {2 — C es una funcién definida sobre un conjunto abierto 2 C C.

7.1. Funciones continuas

Definicion 7.1.1. Diremos que f es continua en zo € Q0 si para toda sucesion (z,)n>1 C 2 tal
que z, — zy se tiene que f(z,) — f(20), lo que se escribe de forma compacta como

lim f(z) = f(z0),

z—20

o de manera equivalente

lim | £(=) — £(20)] = 0.

z2—20

St lo anterior es cierto para todo zy € €2, decimos simplemente que f es continua en 2 y
escribimos f € C().

Por otra parte, dado z € C, f(z) tiene una parte real y otra imaginaria; en consecuencia, se
puede escribir

f(z) =u(z) +iv(z),
o bien
f(2) =u(z,y) +iv(z,y), ==z+1iy,

donde las funciones’ u = u(z,y) y v = v(z,y) son a valores en R. Es directo verificar que

f =u+1iv es continua en zg = xo+iyg ssi u : Q@ — Ry v:Q — R son continuas en (zg,yo). En
particular, las operaciones de suma, producto, ponderaciéon por escalar, composiciéon y cuociente
(cuando esta bien definido) de funciones continuas preservan la continuidad.

Ejemplos 7.1.2.

1. Si f(z) = 2* entonces
f(2) =2® — y* + i2zy,

'El dominio de u = u(z,y) y v = v(z, y) es igual a , visto este tltimo como subconjunto de R2.

85
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de modo tal que
2

u(z,y) = 2 —y?
y
v(z,y) = 2zy.

2

Dado que u y v son continuas en R?, f(z) = 2? es continua en C.

2. Si f(z) = 1/z entonces

(2) = 5 — i
z) = —1 ,
x2+y2 x2_|_y2

y esta funcion es continua en C\ {0}.

7.2. Derivada compleja: condiciones de Cauchy-Riemann

Por analogia al caso de una variable real, se introduce la siguiente definicion.

Definicion 7.2.1. Sea Q2 C C un conjunto abierto y f : Q0 — C una funcion.

s Diremos que [ es derivable en zy € ), si existe el limite

o) — i 1D = Go)

Z2—20 Z— 20
cuyo valor f'(z) lo llamaremos la derivada de f en zp,
n Si f es deriwable en todo zy € ) diremos que es holomorfa en ().

» El conjunto de todas las funciones holomorfas en Q se denota H(SY), es decir

H(Q) :={f:Q— C|f es holomorfa en Q}.

Notemos que si f es derivable en z; entonces

f(2) = f(20) + f'(20)(2 = 20) + o(z — 20),

donde )
_o(h) _
=y =0

En particular, si f es derivable en z; entonces f es continua en z.

Supongamos que f = u+iv: QQ C C — C es derivable en zg = g + iyp € 2. A continuacion
relacionaremos la derivada f’(z) con las derivadas parciales de u = u(x,y) y v = v(z,y) en
(20, Yo). Comencemos por tomar z = zg + h, con h € R. Tenemos entonces que

f(z) = f(20)  f(zo+h)— f(2)

zZ— 2 n h
w(zo + h,yo) +v(zo + h,yo)  ulo, Yo) + (0, yo)

h h
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Luego
f(2) = f(z0) _ u(zo+ h,y0) — u(xo, Yo) I Z-U(SCO + h, yo) — v(wo, Yo)

zZ— 2 h h

Se tendré en particular que

f/(Zo) = }Lli% flzo + h})l — (=) = %(xoayo) + i%(%, yo)-

Del mismo modo, es posible repetir un analisis similar al anterior para z = z9 4+ th con h € R.
En tal caso tendremos

f(2) = f(z0)  f(z0+ih) — f(z)

zZ— 2z ih
_ ufzo, Yo+ h) +iw(xo, yo +h)  ulxo, yo) + (%o, Yo)
ih ih
_ —tu(zo,yo + h) + v(xo, 50+ ) —iulzo, yo) + v(%o, Yo)
h h '
De donde
f(z) = f(20) _ v(@o, Yo +h) —v(wo, y0) Z»U(l)fo,yo + h) — u(zo, o)
z— 2 h h )
Asi,
, i 2o +1h) — f(z ov Ou
f'(20) = }111_{% flz zf)L flz) = a—y(ifo,yo) - Za—y($0>yo)

Por unicidad del limite en la definiciéon de derivada, debe cumplirse la igualdad de las dos
expresiones recién calculadas para f’(zg). De este modo, igualando las partes real e imaginaria
se obtiene

ou ov

%(Io,yo) = a—(l"myo),
(C-R) ou 81%

8_y($0’ yo) = —%(930, y0)>

que se conocen como las condiciones de Cauchy-Riemann. Cabe senalar que este desarrollo
s6lo asegura que estas condiciones son necesarias para la existencia de la derivada de f en zj.
Veremos a continuacion que en realidad estas igualdades resultan ser condiciones necesarias
y suficientes para la derivabilidad de una funcién en un punto. Para ello, notemos que, de
manera equivalente, f es derivable en zq si existe algin complejo f'(z9) = a + ib tal que

o ()= 1 (o) = (a+ D)z = 20)

bt 2 — 2|

= 0.

Expresando el producto (a + ib)(z — zp) en forma matricial como

()0,
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vemos que la derivabilidad de f en 2, equivale a
(u(x,y))_(u(mo,yo))_<a —b)<$—$0)
. v(z,y) v(o, Yo) b a Y=Y
lim =0,
(#,y)=(z0,90) ( T — o ) H
Y—Y

lo que prueba el siguiente resultado.

Teorema 7.2.2. Una funcion de variable compleja f : 2 C C — C es derivable en zy € € ssi es
Fréchet-derivable en (xg,1y0) como funcion de R? en R? y ademds se satisfacen las condiciones

0 0
8_7;(%’%) = —8—2(930,?/0)

En tal caso,

Ejemplos 7.2.3.

1. Consideremos
f(2) =22 = 2% — y* + 2ixy.
Las funciones u(z,y) = 22 — y? y v(z,y) = 2zy son (Fréchet)-derivables en todo R? pues
todas sus derivadas parciales son continuas en R% Ma4s atin, es directo verificar que se
cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en todo R?:

ou_,, o
or oy
Ou _ _, _ v
By Y775
Luego
f/(ZQ) = 21’0 + 22'3/0 = 22’0.
2. Sea

f(2) = 2° = (2% = 3y’x, 32y — v°).

Nuevamente por Cauchy-Riemann:

ou . 5 5 Ov
O _ g =
oy w or’

Luego
f'(20) = 3(a§ — y5) + i6x0yo = 3z;.
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3. Tomemos ahora
flz) = 2",

con k > 0 un entero fijo. Veremos por definicién que

f(20) = k2=t

(1)

En efecto,

|(z0 + h) — ZO kzg 'h| =

k—2
|h2 ( ) k—2— jh]
216_2 k! k—2—317117
< || (j+2)!(k_2_j)!|20| 7|
k—2
< |h|*k(k Z il 20|F72 7 |h)

k}

= |h[*k(k — )(IZol + A
Luego
(Zo+h)
h

h—0
k‘kl 2 h—

< |Al - k(k = 1)(|z0] + A1)~ 0.

Las reglas usuales para la derivacion de sumas, productos, cuocientes, ponderaciéon por escalar
y composicién de funciones son vélidas. A continuacién enunciamos estas propiedades, cuyas
demostraciones quedan como ejercicio al lector.

7.3. Propiedades basicas de la derivada compleja

Reglas de derivacion:

1. Sean f,g : Q — C dos funciones derivables en 2, y sea o € C, entonces la funcién
h = af + g también es derivable en 2, y se tiene

W(z0) = (af +9)(20) = af'(20) + ¢'(20)-
2. Si f,g:Q — C son derivables en zy entonces el producto fg es derivable en z; y se tiene

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-

3. Si f,g:Q — C son derivables en zy con g(zy) # 0 entonces el cuociente f/g es derivable

en zp y se tiene
f , o) — f'(20)9(20) — f(20)9'(20)
(9) (ko) = 9(%)? '
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4. Si f : Q — C es derivable en z5 y g : D — C es derivable en f(zy) € D entonces la
composicion g o f es derivable en 2y y se tiene

(g0 f) () =g'(f(2)) - f'(2).

En particular, todo polinomio
p(2) =co+crz+ ...+t

es holomorfo en C con
p,(Z()) =c + 2022’0 + ...+ kckzk_l.

Similarmente,

es holomorfa en C\ {0} con

, k
f'(20) = SR Vzo # 0.
<0

Por otra parte, es evidente que si f = C con C € C una constante entonces f' = 0. Para la
reciproca se tiene:

Proposicion 7.3.1. Sea f : 2 C C — C una funcion holomorfa con 2 un conjunto abierto y
conexo. Si f' =0 en § entonces [ es constante en Q.

Demostracion. Sea f = u +iv € H(Q2) tal que f' =0 en Q. Por Cauchy-Riemann, se tiene

ou ou ov ov

\V/([L’,y) € Q? %(l’/y) = a_y(x>y) = %(l’/y) = a_y(zvy) = 0.

Como {2 es conexo, se deduce que existen dos constantes reales Cy y C5 tales que u = C y
v = (9, y en consecuencia f = C7 4+ 1Cs en €. [

Diremos que una funcién holomorfa F': 2 — C es una primitiva de f : 2 — C si
VzeQ, F'(z) = f(2).

Corolario 7.3.2. Sean F,G € H(Q)) dos primitivas de una funcion f : Q C C — C, donde Q
es un abierto conexo. Entonces 3C € C tal que Vz € Q, F(z) = G(z) + C.

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 7.3.1 a la funcion H = F — G. [ |
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7.4.

7.5.

Ejercicios

. Para las siguientes funciones, determine aquellas que son holomorfas en todo C y calcule

su derivada:

)
z) = e"(cosy —iseny), z = x +iy.
) =e *(cosy —iseny), z = x + 1y.
2) = (2% +1)e Y(cosz +isenx), 2 = = +1y.

Sea f: ) C C — R. Pruebe que si f es diferenciable en z5 € Q (en el sentido complejo)
entonces f'(zy) = 0.

Sean {2 C C un abierto conexo por caminos y f : {2 — C una funcién holomorfa. Pruebe
que si |f| es constante en ) entonces f también es constante. Indicacion: considere | f|*.

Sean u,v :  C R? — R. Pruebe que si u + iv y v + iu son holomorfas en 2 como
subconjunto de C, entonces u + iv es constante.

Sea zp € Cy definamos f(2) = (2 — 20)|2 — 20|, 2 € C. Pruebe que f es diferenciable sélo
en zp.

Sea f(z) = u(z,y) + iv(x,y) una funcion holomorfa para la cual existen constantes
a,b, c € IR no nulas tales que au(x,y) 4+ bv(x,y) = c. Probar que f es constante.

Sea u = u(z, y) una funcion de clase C? en R%. Pruebe que si u es armdnica, i.e. Au = 0,

entonces existe una funcion v = v(x,y) tal que f = u +iv es holomorfa en C. Indicacion:
. o Ou~ ou~ .

verifique que el campo F'= — 347+ F47 es conservativo.

Se sabe que u(x,y) = In(z? + y*) + x — 2y corresponde a la parte real de una funcion
holomorfa f(z). Encuentre la parte imaginaria v(x,y) sabiendo que f(1) =1 — .

Problemas

Problema 7.1. Definamos los operadores diferenciales — y — mediante las férmulas

(a)
(b)

0z~ 0z

Pruebe que f = u + v satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y sé6lo si = = 0.

oz
_ 9

Si f € H(Q), muestre que Vz € Q, f'(2) = 5 (2).
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(d) Dada una funcién f = u+4v con u y v de clase C?, se define el laplaciano de f mediante

(c) Explicite en términos de u y v a qué corresponde la ecuacion

Af = Au +iAw,

y si Af =0 en Q entonces se dice que f es armoénica en Q. Deduzca que si f € H(Q)
entonces f es armonica en 2. Pruebe que f € H(Q) siy sélosi f(z) y zf(z) son armonicas
en ().

Problema 7.2. Sean u(z,y) y v(x,y) dos funciones de clase C' en R% Considere los campos
en R? definidos por w(z,y, 2) = u(z,y)i+ v(z,y)7y @ (2, y, 2) = v(z, y)i — u(z, y)J

(a) Pruebe que @ y w; son conservativos si y solo si u y v satisfacen las condiciones de
Cauchy-Riemann, en cuyo caso decimos que u y v son funciones conjugadas.

(b) Pruebe que si u(x,y) y v(z,y) son conjugadas y de clase C? entonces Au = Av = 0
(decimos que w y v son armdnicas) y ademés Vu - Vo = 0.

(c) Pruebe que si u(x,y) es armonica entonces existe una funcion v(z,y) conjugada de . In-
dicacion: note que lo anterior es equivalente a probar que un cierto campo es conservativo.

Problema 7.3. Sea f : 2 C C — C, con {2 abierto no vacio. Supongamos que en coordenadas
cartesianas z = x + iy, f(2) = u(x,y) + iv(x,y), y que en coordenadas polares z = re®,

f(z) = u(r,0) +iv(r,0) con u y v diferenciables.

Verifique que u(r,6) = u(rcosf,rsenf) y v(r,0) = v(rcosf,rsend), y pruebe que f es
holomorfa en €2 si y s6lo si

o
rofd or
1 _ o
rod or

Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. Verifique
que de tenerse estas condiciones entonces

f'(z) = <% + z%) e 2 =re?.



Capitulo 8

Funciones en serie de potencias

Hemos visto que las funciones algebraicas, entendidas como sumas (finitas), productos, cuo-
cientes y potencias de polinomios en z, son funciones holomorfas en todo C. En este capitulo
extenderemos varias funciones trascendentes de una variable real al plano complejo utilizando
sus expresiones en series de potencias, obteniendo asi nuevas funciones holomorfas.

8.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea (¢x)k>0 € C una sucesion de ntimeros complejos y a € C un punto dado. Dado z € C
definimos la suma parcial

Sn(z) = Z cr(z —a)k.

k=0

Recordemos que dada una sucesion de nimeros reales (a,,), se define el limite superior de la
sucesioén como

lim sup a,, = lim sup a;, € (0, +o0].
n—o0 =00 k>n

El lim sup a,, es el supremo de los puntos de acumulacién de la sucesion.
Teorema 8.1.1. Sea
R =1/limsup /|,
k—o00

con la convencion 1/0 = co. Entonces

1. Sn(2) converge si |z —a| < R y diverge si |z —a|] > R. Al nuimero R se le llama radio de
convergencia de la serie .

2. La serie S(2) = > cx(z — a)* es holomorfa en D(a, R) = {2 € C: |z —a| < R} con
k=0

S'(z) = Z kep(z —a) L.
k=1

93
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Demostracion. Supongamos para simplificar que a = 0, el caso general se hace igual.

» Si|z| < R= {/|ckl||z| < e <1 para todo k suficientemente grande, luego

N+m
|Snem(2) = Sw(2)] < D el
k= N+1
< Z v’“ lex]|2])"
k=N-+1 Se
eN+1
< — 0 cuando N — 0.

1—¢
Luego, (Sy(2))n>1 es de Cauchy en C, y por lo tanto es convergente.
= Supongamos que |z| > R. Por una parte, tenemos que |Sy(z) — Sx_1(2)| = |en||2]V.. Si

Sn(z) converge entonces necesariamente |Sy(z) — Sy_1(2)| — 0. Escojamos una subsu-
cesion Ny, tal que

|CNk| — 1/R

En particular, dado ¢ > 0 se tendra que para todo k suficientemente grande “¢/|cy,| >
1/(R +¢), y en consecuencia

e ll21™ > [l2]/ (R + )] ™

Escogiendo £ > 0 tal que R+ ¢ < |z| (esto es posible pues hemos supuesto que |z| > R),
se deduce que

len, |2 > 6N con 6 > 1.

Luego, |Sy, (2) — Sn,—1(2)] > N — oo, y por lo tanto Sy(z) no converge.

Demostremos ahora que la serie S(z) es derivable término a término tal como se establece
en el enunciado. Comencemos por notar que como lim sup,, *+/k|c,| = lim sup,, m , entonces
ambas series tienen el mismo radio de convergencia. Sea zy € D(0,R) y h € C pequetio de
modo tal que |zy| + || < R — €. Entonces

S(Z(] + h Z kaz

< | k(k = 1)]er|(|2o] + |R])*

k=2

< [h]- [Z’f — Dlex|(R 6)’“_2]
k=2

convergente a un M<+oo
= M|h| — 0 cuando h — 0.




8.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 95

Observacion. Si |z — a] = R entonces puede o no haber convergencia, lo que dependera de
cada serie en particular.

Corolario 8.1.2. Bajo las condiciones del teorema anterior, la serie

S(z) =Y enlz—a),

k=0
tiene derivadas de todos los drdenes en D(a, R), lo que escribimos S € C*(D(a, R)), y mds
aun -
Vn €N, S™(z) = k(k—1)--(k—n+ eg(z —a)* .

k=n

En particular,

S(k) (a)
Kl

Vk €N, ¢ =

8.2. Ejemplos de funciones en serie de potencias

8.2.1. La funcién exponencial

Definimos la exponencial compleja de z € C mediante la serie de potencias

exp(z) = Z ik
k=0

El radio de convergencia de esta serie es

/1
Rzl/]}irgok Ezl/():oo,

de modo que la exponencial queda bien definida para todo z € C, es decir

exp: C — C.
Veamos algunas propiedades basicas de la funciéon exponencial.

Propiedades.
» Vo € R, exp(z) = €”.

» Vy € R, exp(iy) = cosy + iseny.

En efecto, desarrollando la serie de potencias e identificando sus partes real e imaginaria
se obtiene

ali) = 3

= cosy-+iseny.
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m V21, 29 € C, exp(21 + 22) = exp(21) exp(z2).

8.2.2.

En efecto,

Vr,y € R,

Vzo € C, exp’(2z9) = exp(zp).

exp(z1 + 22)

|
— k!
00 k oo k fe—i
1 AN 27 2
Sy (e A
k=0 k 7=0 J k=0 j=0 (k ‘7) J
oo 00 k—j 7
“1 2
= > ——= = exp(21) exp(22).
— | 41

exp(x +iy) = e“(cosy +iseny).

Ejercicio: verificarlo usando Cauchy-Riemann.

Vz € C, exp(z) = exp(z + 2kmi), es decir exp(-) es 2mi-periodica.

exp(+) no tiene ceros; mas ain, si z € C es tal que z = x + iy, entonces

lexp(z)| =€ #0 VzeR.

Funciones hiperbdlicas

Una vez definida la funcién exponencial, podemos definir las funciones coseno y seno hiper-
bolico de una variable compleja de manera similar a como se definen las funciones hiperbélicas
de una variable real.

El coseno hiperbdlico es la funcién holomorfa en C

definida por

cosh(z) =

cosh:C — C

exp(z) + exp(—=z)

2
22 Z4 ZG
21—0—54‘54‘@4—...

= cosh(z) cosy + isenh(x) sen y.

El seno hiperbolico es la funcion holomorfa en C

senh : C — C
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definida por
exp(z) — exp(—2)

2

B 3 Z5 27
—Z—Fa‘i‘g—'—ﬁﬁ-...

senh(z) =

= senh(z) cosy + i cosh(z) sen y.

Propiedades.

cosh(—z) = cosh(z) (funcion par).

» senh(—z) = —senh(z) (funcién impar).
» Ambas son 27mi-periddicas.

» cosh’(z) = senh(z).

» senh’(z) = cosh(z).

» cosh®(z) —senh?(z) = 1.

» cosh(z) =06 2= (5 +km)i, k€ Z

» senh(z) =0< z = kmi, k € Z.

8.2.3. Funciones trigonométricas

97

Por analogia con el caso real, las funciones trigonométricas coseno y seno de una variable

compleja se definen a partir de sus series de potencias’

El coseno es la funcién holomorfa en C
cos: C —C

definida por

22 A 28

cos(z)zl—a—i-ﬁ—g—i-...
exp(iz) + exp(—iz)
2

= cosh(iz)

= cosh(y) cosz — isenh(y) sen z.

El seno es la funcién holomorfa en C

sen: C— C

'Las series de potencias del seno y del coseno tienen ambas radio de convergencia igual a infinito.
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definida por

sen(z):z—g—l—g ?+
_exp(iz) — exp(—iz)
N 2i

1
= —senh(iz)
i

= cosh(y) sen x + i senh(y) cos z.

Propiedades.

» cos(—z) = cos(z) (funciéon par).

» sen(—z) = —sen(z) (funciéon impar).
= Ambas son 27-periddicas.

» cos'(z) = —sen(z2).

» sen’(z) = cos(z),

» cos?(2) +sen?(z) = 1.

» cos(z) =06 2= (5 +km), keZ

w sen(z) =0& 2z =km, k € Z.

8.2.4. Funcién logaritmo

Aunque nos gustaria definir la funciéon logaritmo de un nimero complejo log(z) simplemente
como la funcién inversa de exp(z), hay dos inconvenientes que nos lo impiden:

1. exp(z) no es epiyectiva pues exp(z) # 0 para todo z € C.

2. exp(z) no es inyectiva pues es 2mi-periodica.

La primera dificultad es simple de resolver pues basta restringir el dominio del logaritmo al
rango de la exponencial, esto es, C \ {0}. Aunque el segundo inconveniente es mas delicado,
veremos a continuacién que si es posible definir

log:C\ {0} - C
de modo tal que se tenga la propiedad

Vz € C\ {0}, exp(log(z)) = =.

0

En efecto, sea z = re” con r = |z| > 0 de modo que z € C\ {0}. Para resolver la ecuacion
T 1Y

exp(w) = 2z tomemos w = z + iy de modo que exp(w) = e%e”, y asf la ecuaciéon e®e? =
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re? tiene como soluciéon z = Inr, y = #(mod 27). Luego, el conjunto solucién esta dado por
{In|z| + i(arg z + 2km)|k € Z}, donde arg z € (—m, 7| es el valor principal del argumento de z
definido en la seccion 6.3.

Asi, para cada k € Z tenemos la determinacion k-ésima de la funcién logaritmo log"
C\ {0} — C definida por log"(z) = In|z| + i(argz + 2kn). La determinacion principal del
logaritmo complejo es la funcion

log: C\ {0} - C

definida por
log(z) = In|z| + i arg z.

Como la funcién arg z es discontinua en R_ pues pasa de —m a 7, no podemos esperar que
log(z) sea holomorfa en todo C\ {0}.

Propiedades.

s exp(log(z)) = elzletass = 2

log(z122) = log(z1) + log(22) (mod 273).

log(z) es discontinua en R_.

log(2) es holomorfa en C \ R_, y més ain

1
log'(z0) = %

En efecto,

log(zo + h) —log(20) llog(l + %)

- h
h 20 (3)
1 w 1 1 1
_- — — — = —

zp exp(w) — exp(0) zoexp’(0) 2

donde w = log(1 + ) — 0 cuando h — 0.

s Desarrollo en serie en torno a a = 1:

Como N
=Y (1-2)F silz-1<1
k=0
entonces -
log'(z) =Y (1—2)" silz—1]<1,
k=0

y dado que log(1) =In1+¢0 = 0, en virtud del corolario 7.3.2 se tiene

- 1 k-i—l
log(2) = >_ 477
k=0

siempre que |z — 1| < 1.
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= Desarrollo en serie en torno a zyp ¢ R_:

Como .
0 _ 1- =
4 kz:%( ZQ>

siempre que |z — 2| < |20| entonces para todo z en la componente conexa por caminos del
conjunto D(zo, |20]) \ R_ que contiene a 2, se tiene

_ (_1)k _ k+1
log(2) IOg(Zo)—I-Z(k 1)zk+1(z 20)" .

o]
k=

8.2.5. Otras funciones

s La tangente hiperbolica es la funcion definida por

senh(z)
tanh(z) = —————=
anh(z) cosh(z)
que resulta ser holomorfa en Q = C\ {(§ + kn)i: k € Z}
» La tangente es la funcion definida por

sen(z)

tan(z) = o)

que resulta ser holomorfa en 2 = C\ {5 + k7 : k € Z}.

= Dado A\ € C, el valor principal de la funcion potencia esta dado por

2 = exp(Alog(2)),

el cual es una funcion holomorfa en 2 = C\R_. Un caso particular importante es el valor
principal de la raiz cuadrada:

\/E — 21/2 — /|Z‘€iarg(z/2)'
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8.3.

Ejercicios

. Sabiendo que la serie S(2) = Y cx(z — 20)" tiene radio de convergencia Ry > 0, determine

el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:
2% k 2 k
E ce(z — 20)™", E cor(z — 20)", E ci(z — 2z0)".

Pruebe que:

e}

» 5 =1+ > (k+1)(z+1)" cuando |z + 1| < 1.
k=1

S (—1)F(k 4+ 1) (32)", cuando |z — 2| < 2.
k=1

1 _
5=

+

IS
=

Pruebe que:

= sen(iz) = isenh(z).
= senh(iz) = isen(z).
= cos(iz) = cosh(z).
= cosh(iz) = cos(z).
= sen(z) = sen(2)
= cos(z) = cos(2).

= lim e ¥sen(z + iy) = 3[senx + i cos z.

Yy—oo

» lim tan(z + iy) = i.

Y—00

Demostrar que

f(2) = exp(2?) + cos(2)
es holomorfa en todo el plano complejo y encontrar su serie de potencias en torno a 0.
Considere la serie S(z) = Y 77 axz" con a, = 2 si k es par y a = 1 si k es impar.

Determine el radio de convergencia R de esta serie y pruebe que ella converge para |z| < R
y diverge para |z| > R. Compruebe que para |z| < R se tiene

2+ 2z
S(z) = —.
52
Determine la serie de potencias en torno a 0 de la funcion f(z) = m indicando su
z

radio de convergencia.
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8.4. Problemas
Problema 8.1. Determine el radio de convergencia de las siguientes series:

(1) >-(log (n))*2",

(i) X ()" 2
Problema 8.2. Sea S,,(2) =2 +222+32+ ...+ n2"yT(2) =2+ 22+ 23 + ... 4+ 2"

)—nz"+1

(i) Mostrar que S,(z) = =

1—z

o0
(ii) Determinar el radio de convergencia de la serie ) nz", y usando (a) calcular la suma de
n=1
dicha serie.

Problema 8.3. Sea f : C — C definida por f(z) = e~*". Determine la serie de potencias de f
en torno al origen y su radio de convergencia.

Problema 8.4. Dado \ € C, definimos p* : C\ {0} — C por

p(2) = exp(Alog(z)), z # 0.

(i) Verifique que para todo k € Z, p*(z) = zF. Muestre que p*(z) = p*(z) para cualquier
A e C.

(ii) Dados A, u € C, verifique que p*™#(z) = p*(2) - p*(z). Determine ademas el dominio donde
p es holomorfa y pruebe que (p*) = Ap*~1.

(iii) Todo lo anterior justifica que la funcién p* se llame funcion potencia generalizaday que se
denote més simplemente por p*(z) = z*. Muestre que si a, 3 son reales y ¢ > 0 entonces

o0 = t*cos(Blogt) + isin(Blogt)].

Pruebe también que
it =e T2,

8.5. Resolucion de problemas

Solucién Problema 8.1

(i) En esta ocasion utilizaremos el criterio del cuociente, recordando que el cuociente de una
serie se define por
1 ; [
— = limsup .
R nooo  |Qn
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Se deja al lector ver que sucede cuando se aplica el criterio de la raiz enésima.

Desarrollamos el cuociente de la serie y obtenemos

1 limeup LECF DN _ [

, log(n + 1) 2
m su (log )2 limsup ————=| .

n—s00 log n

Utilizando 1'Hopital se llega a

lim sup

R n—so0 1/n
Concluyendo que el radio es R = 1.

(ii) En este caso usaremos el criterio de la raiz enésima

2
1 W0 no\"
— = limsup v/|a,| = lims

n —n n—1
1 1
= lim sup <%) = lim sup (1 + —) = [lim sup <1 + —) } =e .
n—00 n n—o00 n n—00 n

Concluimos asi que R = e.

Solucion Problema 8.2

(i) Usamos que

(1—2)-S,(2) = (1—2)(z+22° +... +nz")
= (2422243283 + .. Fn2") — (24228 + 320+
=2+ (222 -2+ (322 -2 + ..+ (n2" —n—1)2") —n"*!
=z+22 422+ 42" —n

=T, (z) — nz",

obteniendo que S, (z) = %ZZ"“

(ii) Utilizaremos el criterio de la raiz enésima:

1/R = lim sup /n.

n—~o0

Aplicamos logaritmo a ambos lados de la igualdad

1 1
log <—) = lim sup log n'/™ = lim sup — log n.
n

R n—oo n—oo

Usando I’'Hopital se llega a

n—oo

1 1
log (E) = lim sup # =0,
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obteniendo que 1/R = 1, i.e. R = 1, que equivale a decir que ) _nz" < +oosi |z| < L.

Calculemos ahora ) nz™:

T, —nz"tt
E nz" = lim S, con S, = ———
n—00 1—2
neN
Notemos que
n—1
(1—2"
To=z+2+... +2"=z2(1+2+22+. =2y = z . ),
—z

i=0

.

converge a z/(1 — z) cuandon — oo y |2] < 1.

Por otra parte, si 0 < |z| < 1, se obtiene aplicando I’'Hépital lo siguiente

1§ | |n+l i n — i |Z|n+1 =0
noe U TR T e Info]
ysiz =0,
lim n|z|"*! = 0.
n—oo
Luego
an" = lim S, = ! lim (T, — nz"*!) = S
nsoo ' 1 — zmnooot (1—z)2.
neN
Solucién Problema 8.3 .
Dado que en R se tiene que e* = Zo =, para f se obtiene
n=
_ ~ 1\ n
Il O I
n=0 n=0 n=0

donde,

(=%
“—— sl nespar
ap = 2" . .
0 si n esimpar

Estudiemos su radio de convergencia:
Primero notamos que el criterio del cuociente no se aplica directamente, dado que al hacer el
cuociente este eventualmente se indefine. Por otro lado f(z) se obtiene como la composicion de

e (que tiene radio de convergencia infinito) y —z?%, asf para cualquier z € C, se tiene que —z

2

esta dentro del disco de convergencia de e*, por lo tanto la serie de f(z) converge para cualquier
z € C, es decir el radio de convergencia de f(z) es R = +o0.



Capitulo 9

Integral en el plano complejo

9.1. Definicion

Un camino I' en C es una curva regular por trozos parametrizada por una funcién continua
y diferenciable por trozos 7 : [a,b] — C. Se dice que el camino I' es cerrado si y(a) = ~(b).
En algunas ocasiones, denotaremos por v* a la curva I' como conjunto imagen de [a, b] via la
parametrizacion vy, es decir

v =(la,b]) ={7(t) : a <t < b}
Sea ) C C un conjunto abierto y f : £ — C una funcién continua. Dado un camino I' C 2
parametrizado por v : [a,b] — Q, definimos la integral compleja de f sobre I' mediante

b
[ ez = [ seyio
I a
Cuando I' es un camino cerrado se suele escribir

ﬁ f()dz,

Mas explicitamente, tenemos que si y(t) = z(t) +wy(t) y f(2) = u(z,y) +iv(z,y), z = x+iy,
entonces se tiene

para denotar la integral de f sobre I'.

Luego
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Esto muestra que [ f(z)dz se calcula a partir de dos integrales de trabajo sobre I', vista esta
r

altima como una curva en R2.

En particular resulta que la integral compleja es invariante bajo reparametrizaciones regula-
res de I' que preservan la orientacion; en caso que dos parametrizaciones regulares del camino
I' lo recorran en sentido opuesto, el valor de la integral sélo cambia de signo.

9.2. Propiedades y ejemplos

La siguiente proposicion resume algunas de las principales propiedades de la integral com-
pleja.

Proposicion 9.2.1. Sea 2 C C un conjunto abierto y I' C Q un camino parametrizado por
v i |a,b] — Q. Se tiene:

1. Yo, € C,Vf,g € C()

a1+ Bg(edz =a [ 51z + 5 [ gl

I I
2. Vf € C(Q)

/ f(2)dz| < L(T)sup £(2)]

zel
T

b
donde L(T') = [|¥(¢)|dt es la longitud del camino T

a

3. 81 f € C(Q) admite primitiva, i.e. IF € H(Q) tal que F'(z) = f(z), entonces

y en consecuencia el valor de la integral sélo depende de los extremos del camino pero no
de la trayectoria recorrida. En particular, si I' es un camino cerrado entonces

éf@ﬂzz&
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Demostracion.

1. Directo.

2. Comencemos por observar que si H(t) = U(t) + iV (t) entonces

b b b

/b H(t)dt| = / U(t)dt + i / V(t)dt| < / |H(#)|dt.

a a a

b
H(t)dt|. Luego
JH(t) ‘ 20,

a

b
En efecto, sean 7o y 6y tales que roe’® = [ H(t)dt, de modo que rq =

b
ro = e "% / H(t)dt = / e 0 [ (t)dt,

y dado que rg es real,
b b b
ro = Re / e H(t)dt = / Rele™™ H(t)]dt < / | Re[e™" H (t)]|dt

a
b

/Ie_wOH(t)ldtz/bIH(t)Idt,

a

IA

donde hemos usado que |e~®®| = 1, probando asi nuestra primera afirmacion. Utilizando
lo anterior, se obtiene

[11e] < [l po < swpise [
' — sup|f(2)|LD).

zel

3. Sea I tal que F’' = f. Entonces

[ = [ Fawyioi= [ LF6@d=Fao) - Fow).

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Corolario 9.2.2. SiI' es un camino cerrado en C y zo ¢ I' entonces

%(2 — 20)¥dz = 0 para todo k # —1.
r
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Demostracion. Basta con observar que si k # —1 entonces F'(z) = (2 — 2)* con

1
F — . k+1.
() = (e = %)
|
En el caso k = —1 se tiene un problema cuando el camino encierra al punto zy pues log(z—zp)

es primitiva de (z — z9) ™! pero solo para z € C\ {29+ R_} y por lo tanto no podemos aplicar
la proposicion 9.2.1 cuando I' N {zp + R_} # () como en la figura 9.1.

Figura 9.1: Camino cerrado en torno a un punto

En el caso de una funcién que es expresable como una serie de potencias en un disco se tiene:

Corolario 9.2.3. Para una serie de potencias

S(z) = Z cr(z — 2)"

k=0

con radio de convergencia R se tiene

ff} S(2)dz =0

para todo camino cerrado I' contenido en D(zy, R).
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Demostracion. Basta con observar que la serie de potencias S(z) tiene como primitiva en
D(zp, R) a la funciéon

> C
F(z) =) (=20
k=0

Resultados como el corolario 9.2.3 pueden ser muy tutiles para evaluar integrales reales en
base a métodos de variable compleja. El siguiente ejemplo es una ilustracion célebre de esta
clase de técnica.

Ejemplo 9.2.4. [Integrales de Fresnel|

Las siguientes identidades se conocen como las integrales de Fresnel:

]Ocos(x2)dx - ]Osen(xz)dm - g (9.1)

Para probar (9.1) tomemos R > 0 y consideremos el camino
T(R) =T, UT, UT}

tal como se ilustra en la figura 9.2.

/4

Figura 9.2: Camino para las integrales de Fresnel

Counsideremos la funcién
1(2) = exp(iz?).

Como se trata de la funcién exponencial, la cual se define como una serie de potencias de radio
de convergencia infinito, compuesta con el polinomio p(z) = iz?, se deduce que f(z) admite un
desarrollo en serie de potencias, cuyo radio de convergencia también es infinito.

Luego,
]{ exp(iz?)dz = 0, 9.2)
I'(R)
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Por otra parte,

% exp(iz?)dz = /exp(izz)dz+/exp(z’zQ)dz—l—/exp(z'z2)dz.
I'(R)
I I I

Estudiemos el comportamiento de cada una de estas integrales cuando R — oo:

= Tenemos
R R R
/exp(izz)dz = /exp(izz)dz = /cos(xQ)dx—l—z'/sen(xz)dz,
r 0 0 0
luego
/exp(izz)dz — /cos(x2)dm+i/sen(x2)dx, cuando R — oo.
I 0
= Tenemos
0 R
/exp(z'ZQ)dz — /exp(iTQe”/Q)e”/A‘dr = —e”/‘l/e_’"zdr,
I 0
luego
, 1
/exp(izz)dz — —e”/‘lﬁ = ——( T z), cuando R — oo.
2 2°V 2 2
I's
» Finalmente
w/4
/exp(iz2)dz = /emp(iRzem)Riewdﬁ
I'o 0
w/4

. 2 . .
— R / ezR (cos 20+ sen 20) ezede

0
w/4

R/6_sten26d9

IN

IN

0
w/4
R / e B2 4
0
v

w/4
= ——6_<@)

4R
T
4R
Para la segunda desigualdad hemos usado que

Va € [0,7/2], sena > 2a/.

0

[1—¢ ] =0, cuando R — co.
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Por lo tanto, haciendo R — oo en (9.2) e igualando las partes real e imaginaria, se obtiene

[eS) o .
/cos(x2)d:)3 = /sen(xz)da:: 3 g
0 0

y por un argumento de paridad se deduce que se tiene (9.1).

Definiciéon 9.2.5. Dado zy ¢ T' con T un camino cerrado, se define la indicatriz de T" en 2

mediante ) J
I?’Ldr(Z()) = —% :
r

2wt Jp 2 — 2o

Para evaluar Indr(z,), parametricemos I" en coordenadas polares relativas a un origen en el
punto 2y mediante
v(t) = 2 4+ r()e® P, t € [a, ],

para algunas funciones ¢ € [a,b] — r(t) > 0y t € [a,b] — 60(t) € R. Luego

b
Indp(20) = % / L (00 4 r()ie®O6 (1)t

(1)
i b b
:% { %dﬁi/@(t)dt
2%_[1 (%)H[e(b)—e(a)ﬂ

Como la curva es cerrada r(a) = r(b) de modo que In(r(b)/r(a)) =1In(1) = 0 y asi

Indr(z) = 79([)) 2;9(&)

= numero de vueltas de I en torno a zg en sentido antihorario.

Un ejemplo de los valores que puede tomar la indicatriz de una curva cerrada se ilustra en

la figura 9.3
®)

Figura 9.3: Funcién indicatriz de una curva cerrada
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9.3. El teorema de Cauchy-Goursat

Una pregunta interesante es saber si un resultado similar al corolario 9.2.3 es cierto pero sélo
bajo el supuesto que f es holomorfa en un dominio €2, sin saber a priori si es 0o no expresable
como una serie de potencias. Un resultado fundamental de la teorfa de funciones de variable
compleja establece que esto es asi siempre que se asuma una propiedad adicional sobre el
dominio.

Definicion 9.3.1. Un subconjunto Q2 C C abierto y conexo por caminos se dice que es simple-
mente conexo si todo camino cerrado contenido en ) encierra solamente puntos de ).

Dicho de otra forma, un conjunto simplemente conexo no tiene agujeros.

Definiciéon 9.3.2. Un camino cerrado simple es un camino que genera dos conjuntos disjuntos
abiertos y conexos, uno acotado y el otro no acotado, y ambos conjuntos tienen al camino como
frontera.

En otros términos, un camino cerrado simple es aquél que siendo cerrado no se corta a si
mismo.

Teorema 9.3.3 (Cauchy-Goursat). Si f es una funcion holomorfa en un abierto simplemente

conezxo ) entonces
% f(z)dz=0
r

para todo camino cerrado, reqular por trozos y simple I' contenido en ().

Demostracion. Para simplificar, sélo daremos la demostraciéon en el caso en que se supone
ademés que f’(z) es continua! en 2. Sea D C C la regién encerrada por el camino I'. Si f = u+iv
entonces se tiene que

freuz=f (1) i () an
= / /D {8(8? - g—Zld:):dy%—z’ / /D {% —g—ﬂ dady,

.

0
esto ultimo en virtud del teorema de Green en el plano (suponiendo que I se recorre en sentido
antihorario), el cual se puede aplicar pues las derivadas parciales de u y v son continuas.
Finalmente, de las condiciones de Cauchy-Riemann se deduce que los integrandos de las dos
integrales dobles son nulos en D, lo que prueba el resultado. [ |

Observacion 9.3.4. El teorema 9.3.3 fue demostrado originalmente por A. Cauchy bajo la
hipotesis adicional de que f’(z) es continua en €, lo que asumimos en la demostracion solo para
simplificar el anélisis pues nos permite aplicar directamente el teorema de Green en el plano.

!Para una demostracion en el caso general el lector puede referirse por ejemplo a Teoria de Funciones de

Variable Compleja, R.V. Churchill, McGraw-Hill, New York, 1966.
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Es generalmente reconocido que el primero en dar una demostracion sin asumir la continuidad
de f'(2) fue E. Goursat. Esto ultimo es muy importante pues nos permitird probar que toda
funcién holomorfa es expresable, al menos localmente, como una serie de potencias (ver el
teorema 10.2.1).

El resultado anterior puede extenderse a situaciones mas generales. Un ejemplo lo constituye
el siguiente teorema:

Teorema 9.3.5. Sea (2 C C un conjunto abierto y conexo, y consideremos

f : Q \ {p17p27 7pn} — (C

una funcion holomorfa, donde {p1,ps,...,pn} C Q. Sea I' C Q un camino cerrado, regular por
trozos, simple y recorrido en sentido antihorario y sea D la region encerrada por I'. Supongamos
que {p1,pa,- - ,pnt € D C Q y escojamos € > 0 suficientemente pequenio de modo tal que los
discos cerrados D(p;, €) estén contenidos en D y no se intersecten entre si. Sea «;(t) = p; +ee'

con t € [0, 2n]. Entonces
éf(z)dz = ;f;; f(z)dz

Demostracion. Para € > 0 como en el enunciado, definamos

D.=D\ Op(pj,g).

i=1

Figura 9.4: Curva cerrada que encierra circunferencias

Introduzcamos un segmento rectilineo L; € D., o en caso de ser necesario una cadena
continua y finita de tales segmentos, que una el camino I' con ~7. Similarmente, sea Ly C D,
otro segmento (o cadena) rectilineo que una v; con v;, y asi sucesivamente hasta L, uniendo
vy con I'.
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De este modo, podemos dividir D, en dos subdominios simplemente conexos D’y D? donde
f es holomorfa, los cuales corresponden a regiones encerradas por los segmentos L; y arcos de
I'y 73* Sobre ambos dominios podemos aplicar el teorema de Cauchy-Goursat para f, para
deducir que

f(2)dz=0= f(2)dz,

oD oDy

donde 0D’ y 0D denotan los caminos que encierran a D’ y D” respectivamente. En particular,
la suma de estas integrales es nula, y si ambos caminos se recorren en sentido antihorario enton-
ces las integrales en sentidos opuestos a lo largo de los segmentos L; se cancelan mutuamente.

Luego, si denotamos por (77)~ el camino 77 recorrido en sentido horario, se tiene que

0 = f(z)dz + f(z)dz=
aDL oDy

= j{f(z)dz + Z% f(#)dz + Integrales sobre los L;’s
r j=1707)"

_ jgf(z)dz - é%y f(2)dz,

lo que prueba el teorema. [ |

9.4. Ejercicios

1. Calcule directamente el valor de las siguientes integrales:

/ Re(z)dz, / Tm(z)dz, / szjl, / 7dz

[0,20] |z|=1 |z|=2 |z|=1

2. Pruebe que la funcion z — zlog(z) tiene una primitiva en C\ R_, y calcule el valor de la
integral

/ zlog(z)dz

[0,4]

3. Pruebe que

2
lm © _dz=0, lim / Zexpl)
R—o0 2 +1 R—oo z+1

|2|=R [~ R,— R+i]

4. Sea I' C C un camino cerrado simple recorrido en sentido antihorario y que encierra una

region D C C. Pruebe que

1
Area(D) = — %?dz.
21 Jp

[
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5. Pruebe que

[e.e]

/ e Im(e2*p(x +i))dx = 0

—00

para cualquier polinomio p(z) a coeficientes reales.
Indicacion: Considere f(z) = exp(—2z2)p(z).

9.5. Problemas

Problema 9.1. f,y |z|Zdz con « la frontera del semicirculo { z € C: |z] < 1,Imz > 0} .

Problema 9.2. [ [2[*dz donde 7 es el cuadrado de vértices 0,1,1+i e i.

Problema 9.3. [ =l 1dz| donde 7 es la circunferencia de radio r (0 < r < 1) y centro el
. v [1-2]

origen.

Indicacion: Pruebe previamente que si 0 < r < R, se tiene:

1 1

=7
R2 —2rRcos(t) +r? R?— 7’2( + Z(R) cos(nt))

n=1
o n : r
y use que » >, 7" converge uniformemente a = con |r| <1 (r € C).

Problema 9.4. Calcule fﬁ{ zdz, siendo 7:

(a) y(t) =t*+it con 0 <t <2
(b) la linea poligonal que conecta los puntos 0 con 2i, y 2i con 4 + 2i.

Problema 9.5. Calcule , g, siendo :

(a) y(t) =™ D con 0 <t <7
(b) ¥(t) =€ con 7w <t <27

Problema 9.6. Sea f : C — C definida por f(z) = e’ y b > 0. Pruche que

[e.e]

/ e cos(2bz)dr = e /e‘m2dm
0

0

[%S) b
/ eV’ sin(2by)dy = et / edey
0 0

Indicacion: Integre f(z) = exp(—2?%) en un contorno rectangular adecuado.
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Problema 9.7. (a) Pruebe que para b €] — 1, 1] se tiene

]O 1 —b% + 22 T

de = -
1 — b2 + 22)2 + 4bx? 2
0

1
1+ 22

(b) Si ademas b # 0, pruebe que

Indicacion: Integre f(z) =

en un contorno rectangular adecuado.

7 PR

1—62+:):2 a2 T A 1
0

Problema 9.8. Sea f : C — C una funcién holomorfa.

(a) Dado 6, €]0, 27[, pruebe que si

lfim R/GO |f(Re™®)|d6 =0 (9.3)
0

R—+o00

6o = 6o dr = - d
c / f(e™)da /0f<x>x

(b) Pruebe que f(z) = exp(—z?) satisface (9.3) para todo 6y €]0,7/4].

entonces se tiene

(c) Sabiendo que ffooo e dy = /7, calcule el valor de las siguientes integrales impropias:

/ e cos(z?)dz, / e~ sin(2?)dz.
0 0

Indicacion: sin( %) =

9.6. Resolucion de Problemas

Solucién Problema 9.1
La curva se compone de la semicircunferencia de radio 1 que se parametriza mediante v, () = %
con t € [0,7], y del segmento [—1,1] que se parametriza poniendo 7,(t) = t con t € [—1,1]
(este segmento no se considera, pues corresponde a una integral de una funcién impar en un
intervalo simétrico respecto al origen, o sea da cero).

Luego,
™ 1 s
/\zlfdzz/ e‘“z’e“dt+/ \t|tdt:i/ = T
vy 0 -1 0

Solucién Problema 9.2 Los cuatro “lados” de v pueden parametrizarse poniendo:
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’71(1&) = t, t e [O, 1]
Yo(t) =1+ it, te[0,1]
Y3(t) = (1 —t) + 1, t € [0,1]

74(t) = (1 = 1)i, t€0,1]

Por lo tanto:

1 1 1 1
/|z|2dz:/ t2dt+/ (1+t2)idt—/ (1+(1—t)2)dt—/ (1 —t)%idt
~ 0 0 0 0
1

:/ (2t — 24 2ti)dt =i — 1

0

Solucién Problema 9.3
Probemos en primer lugar que si 0 < r < R,

1 1 ©
R?2 —2rRcos(t) +r2 R?— r2( + nz::l(R) cos(nt))

siendo la convergencia de la serie uniforme en t € [0, 27]. En efecto, observemos primero que

1 1 1

R2 —2rRcos(t) + 12 RZ—7rR(eit +e ) +12 (R —reit)(R —rei)

Pero si |z| = r, por fracciones parciales, obtenemos que :

1 z 1 R r?

(R—2)(R—%2) (R—2)(Rz—1?) _R2—r2(R—z+Rz—r2)

por lo que poniendo z = re® y usando la segunda parte de la indicacion, se tiene que:

1 1 ( 1 N (L)eit
R2 —9rRcost+1r2 R2—pr2'1— (T)et 1

o0 oo

1 T \n _int r —it "' \n_—int
:W(Z(ﬁ) e +(§)€ Z(E) e"™)

n= n=0

o0 o0

1 r n _int r n _—int
= W(Z(E) e +Z(§) e

n=0 n=1
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= —7"2 1—1—22 " cos(nt))

uniformemente en ¢ € [0, 27].

Por tanto, puesto que la convergencia uniforme permite intercambiar los signos de
integral y de suma, usando la indicacién con R = 1, tenemos que:

|2 n r s [ dt , [ dt
|dz| = ———rdt=r =7
L 1= 2]? o |1 —ret]? o (L—rcos(t))?+r? sen2(t) o 1 —2rcos(t)+ r?
r? 2 osen(nt).,_,  2mr?
:1—r2/0 1+QZ7’ cos(nt))dt = 1—r2t+22 p lizo =1 .3

n=0 n=1

Solucion Problema 9.4

(a) Por definicion, tenemos que:

2 2
/zdz :/ (12 — i) (2t +4)dt :/ (2t* — it + t)dt
0l 0 0

B 2 8
=[— —j— 4+ ==2 =10 — —i
5 —ig + 3= 3"

(b) Nuevamente por definiciéon tenemos que:

/zdz—/ mdt+/(t+2z)d

L,
= [5]’2;2 + [+ 2it)i =) = 10 + 8i.

Solucion Problema 9.5

(a) Por definicion:

dz —jetm=t) L 1 . )
— dt = —i 31(7r—t)dt — Z[p3i(m—t) tf7r _Z
[/ 52 A 6—21(7r t) 2/0 € 3 [6 ]t—O 3

(b) por definicion:
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Solucién Problema 9.6
Primero notamos que la funciéon f es holomorfa en todo C, lo que implica que fv f(z)dz =0
para cualquier curva 7 cerrada y simple en C.

Consideremos v = y; U v, U 3 U 74 donde

’Yl.],’,LUE[O,R], 72R+Zy7y€[07b]7 ’}/3;U—|—Zb7$€[R,O], 741%96[570]

Asi, de la igualdad 377, [, f(2)dz = 0 se obtiene

R b R b
/e‘m2dx+/e_(3+iy)2idy— /e_(:””b)de — /eyQidy =0. (9.4)
0 0 0 0

Ademas
R 400
’ _ 2 _ 2
lim exdz:/exdx,
R—o0
0 0
y por otro lado se deduce la igualdad
R R
}%im e " et gy = }%im e” e~ (cos(2xb) — i sen(2bz))dx
0 0

= /ebze_“"’2 (cos(2xb) — isen(2bx))dz.

0

Para la parte real del segundo término de (9.4) (luego de factorizar apropiadamente) se tiene

b

b
/e‘R2ey2 cos(2yR)dy| < /|6_R2 - e cos(2yR)|dy
0 0

b b

<e® /eyz| cos(2yR)|dy < e /edey — 0
R—oo
0 0

y para la parte imaginaria del segundo término de (9.4), lo mismo

b b
/6_R26y2 sen(2yR)dy| < e /edey — 0.
0

R—o0
0

Ademaés se tiene
b

b
}%im e_yzdy = /e‘yzdy
0 0
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[gualando entonces, tanto la parte real como la imaginaria a 0 en (9.4), finalmente se obtiene:

Real:

/e‘xde — /eer_x2 cos(2xb)dx = 0,
0 0

concluyendo que [ e~ cos(2xb)dx = e’ [ e~ dr.
0 0

Imaginaria:
o

b
/61)26_:02 sen(2bzx)dx — /edey =0,
0

0

%) b
concluyendo que [ e~ sen(2by)dy = e i v’ dy
0 0



Capitulo 10

Formula de Cauchy y primeras
consecuencias

10.1. La férmula de Cauchy

El siguiente resultado, que béasicamente es una consecuencia del teorema 9.3.3 de Cauchy-
Goursat, es fundamental para el desarrollo de la teoria de funciones de variable compleja.

Teorema 10.1.1. Sea f : Q C C — C continua en 2 y holomorfa en Q \ {p}. Sea r > 0 tal
que D(p,r) C Q. Entonces, para todo zy € D(p,r) se tiene la férmula integral de Cauchy:

1 f(z)
flz0) = 5 ng(p’r) P (10.1)

donde OD(p,r) es la circunferencia de centro p y radio r > 0 recorrida en sentido antihorario.

Demostracion. Supongamos zy # p (el caso z = p es analogo y se deja como ejercicio al
lector). En virtud del teorema 9.3.5, que a su vez es una consecuencia del teorema 9.3.3, para
todo ¢ > 0 suficientemente pequeno se tiene

% /) dz:jg /() dz+j§ /) dz. (10.2)
dD(p,r) # — 20 dD(p,e) # — 20 8D(z0,6) # T R0

La primera integral del lado derecho tiende a 0 cuando ¢ — 0; en efecto, por la Proposicion

9.2.1 se tiene
foae,
dD(p,e) # — 20

donde M = sup{|f(2)|/|z — 20| : 2 € OD(p,€)} es finito debido a la continuidad de f y a que
2o no pertenece al conjunto cerrado dD(p, e) de modo que Ja > 0, Vz € dD(p,¢), |z — 20| > «.

z
< ome sup |f(2)]
z€0D(p,e) |Z — 20

< 2wMe,

121
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Por otra parte, para la segunda integral del lado derecho en (10.2) se obtiene

f(2) & f 29 + ge't)

= — cie'dt
Z— 20 cet
0D(zo,¢)
= /f(Z(] + ee')idt.
0
De la continuidad de f se deduce que
2
lim [ f(z0 + ge)dt =27 f (). (10.3)

0

En efecto, dado n > 0, la continuidad de f en z, permite asegurar que existe 6 > 0 tal que si
|z — 20| < & entonces |f(2) — f(20)] < n. Luego, si € < 4 entonces |zy + e — 29| = < Jyen
consecuencia

2

/ Flz0 + 260Vt — 27 f(z0)| = / [0+ e™) — f(z0))dt

< / (20 + 2e™) — f(z0)ldt

< 2,
y como 1 > 0 es arbitrario, esto implica que se tiene (10.3).

Finalmente, observando que el lado izquierdo en (10.2) no depende de € y haciendo ¢ — 0
en esta igualdad se obtiene

f /() dz = 2mif(z),
oD(p,r)

Z— 20

lo que prueba el resultado. [ |

10.2. Desarrollo en serie de Taylor

Teorema 10.2.1. Sea f : Q C C — C una funcion continua en un abierto Q0 y holomorfa en

O\{p}. Sear > 0 tal que D(p,r) C Q. Entonces existe una sucesion de constantes cy, c1, Ca, . .. €
C tales que
f(z)=> alz—p)* VzeDpr),
k=0
Y mds aun
| | f(w)
_ (k) _
= —f"(p) = — — 2 ——dw,
k! 27 Joppry (W —p)kt!

donde OD(p,r) estd parametrizado en sentido antihorario.
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Demostracion. Dado z € D(p, ), en virtud de la formula de Cauchy se obtiene

b f(w) o — 1 f(w) 1 y
() w=gif d

2w Joppy w— 2 27i y(w=—p) 1-22

1 Flw) Z ((z_imkdw

2w Jopgen) —~ (w —p)ttt

- 1 j{ f(w) ) k
= — —————dw | (z —p
kz:% <27TZ oD(p,r) (’LU _p)k+1 ( )
= Z cr(z —p)~.
k=0
El intercambio [ >~ =" [ se justifica como sigue

/ §<%>—]§7§D<%> S (%)

D k—o D p_Ny1
00 Nk
comr | 32 L0
wedD k=N-+1 (w - p)

< 27mr sup |f(w)]- § : k1
wedD k=N+1 "
N’

00 k
<2rM Z <|Z p|) — 0 cuando N — oo.

Esto tltimo se tiene pues se trata de la cola de la serie geométrica Y a* con a = |z — p|/r < 1
pues z € D(p, 7).

Finalmente, la igualdad f%*)(p) = k!c, es consecuencia de que la serie se puede derivar
término a término y luego evaluar en z = p de manera iterativa (ver el teorema 8.1.1 y el
corolario 8.1.2). [

Corolario 10.2.2. 57 f : Q C C — C es continua en un abierto €2, y holomorfa en Q salvo
en a lo mds un numero finito de puntos, entonces f es holomorfa en todo 2 y, mds aun, f es
infinitamente derivable en Q.

10.3. Otras consecuencias

Corolario 10.3.1 (Desigualdades de Cauchy). Sea 2 abierto, f € H(Q),p € Q yr >0
tal que D(p,7) C . Si definimos

M, = sup |f(2)]

2€90D(p,r)
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entonces
k'M,

VE>0, [fP(p)<—

Demostracion. Del teorema 10.2.1, se deduce que

1 1 f(w)
B () = — SR SV
k! (p) 2mi fi’iD(w) (w — p)ktl v

de modo que:

kY |f (w)]

|

1F®(p)]

IA

|dw|
2m 8D(p )

B [t re) [rie®|dg

T gkl

| /\

/|f p+re?)|do

k1 _ KIM,
DY A T

(VAN
3

Corolario 10.3.2 (Teorema de Liouville). Si f € H(C) es una funcion acotada entonces f
constante en C.

Demostracion. Por hipotesis, existe una constante M > 0 tal que Vz € C, |f(z)| < M. Sea
29 € C. Dado r > 0, obviamente D(zy,7) C C que es la regién en donde f es holomorfa. Por el
corolario anterior, se tiene que para k = 1, | f'(29)| < M/r, pues M, = Sup,cop (s [f(2)] < M.
Como r > 0 es arbitrario, podemos hacer r — oo para deducir que |f'(z9)| = 0, y como 2
también es arbitrario, tenemos que f' = 0 en C, de donde se sigue que f es constante. |

Corolario 10.3.3 (Teorema de d’Alembert o Teorema Fundamental del Algebra). Si
f es un polinomio no constante entonces existe zg € C tal que f(z9) = 0. En consecuencia, todo
polinomio de grado n > 1 tiene exactamente n raices.

Demostracion. La demostracion de este resultado mediante métodos puramente algebraicos
es algo dificultosa. Sin embargo, puede deducirse con relativa facilidad a partir del teorema de
Liouville.

Argumentando por contradiccion, supongamos que Vz € C, f(z) # 0 con f(z) = ag+ a1z +
..4a,z",n>1ya, # 0. Obviamente f € H(C) y ademés podemos definir g € H(C) mediante
g(z) =1/f(2). Si g fuese acotada entonces, por el teorema de Liouville, se tendria g = C' para
alguna constante C' € C. Pero en tal caso, f también seria constante, lo que contradice la



10.4. EJERCICIOS 125

hipo6tesis. Veamos ahora que efectivamente g es una funcién acotada bajo la condicion Vz € C,

f(z) # 05 en efecto

1 1
9(2) = 7

z) :a0+a12+...+anz"

1 1
Capet \ oy by ey

z

donde b; = a;/a,, Vi € {0,1,...,n—1}. Notemos que |g(z)| — 0 cuando |z| — co. En particular,
Jr > 0 tal que |2| > r = [g(z)| < 1. Para [z| < r, notemos que g es continua de modo que

es acotada en el compacto D(0,r). Tomando M = max{1,sup,cp ) |9(2)|} < oo se tiene que
vz €C, |g(2)] < M.

El resto de la demostracion es algebraica. Sea f : C — C un polinomio de grado n > 1.
Como f no es constante, se tiene que 3zp € C tal que f(z9) = 0. Asi, resulta que (z — 2¢) divide
a f luego podemos escribir f(z) = (2 — 29) f1(2). Notemos que f; : C — C es necesariamente un
polinomio de grado n—1. Sin—1 > 0, podemos aplicar el mismo razonamiento, para obtener un
z1 € Ctal que f1(z1) = 0. Ahora bien, (z— z;) divide a f, de donde se tiene que f; = (2 —21) fa,
y por consiguiente f(z) = (z —20)(z — 21) f2(2). Repetimos el argumento n veces, hasta obtener
una secuencia {z;}icfo1,..n—1) tal que f(2) = (2 — 20)(2 — 21) ... (2 — 2p—1) fu(2). Notando que
fn es de grado 0, es decir f,, = constante, se concluye el teorema. |

10.4. Ejercicios

1. Pruebe que para todo k € R,

/ekCOSO cos(ksin0)df = 7.
0

2. Desarrollar f(z) = senh z en serie de Taylor en torno al punto z = mi.

3. Usando la férmula integral de Cauchy apropiadamente, calcule
7{ sen(mz?) + cos(wzz)d
Z’
r (z-D(-2)

donde I' = 9D(0, 3) es la circunferencia de centro 0 y radio 3, recorrida en sentido anti-
horario.

10.5. Problemas

Problema 10.1. Pruebe que si f € H(D(z, R)) entonces para todo r €]0, R| se tiene

2w

f(z0) = %/f(zo + re')df.

0
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Deduzca que para 0 <r < 1
2

/log(l +re?)do = 0,
0

y por lo tanto
w/2

/ln(senx)dx = —g In2.
0
Problema 10.2. Sea f € H(2\ {0}) N C(Q) con Q un conjunto abierto tal que D(0,r) C

para algin r > 0. Suponga que existe una sucesion (z,)n,>0 C Q\{0} tal que z, — 0y f(2,) =0
para todo n > 0. Pruebe que f = 0.

Problema 10.3. Encuentre el desarrollo en serie de potencias Yc,z* en torno a zy = 0, para
la funcion

f(z)=1/(1—2z—2%).

Pruebe ademas que ¢y, es la sucesion de Fibonacci (¢g = ¢; = 1, ¢pro = ¢ + Cry1)-

Indicacién: puede servirle separar en fracciones parciales.

Problema 10.4. ! Demuestre que para todo par de enteros n > k > 1,

n 1 1"
_ L f G,
k 2t Jp o 2Rt
donde I' C C\ {0} es cualquier camino cerrado y simple que encierra al origen, y que se recorre
en sentido antihorario. Usando lo anterior, pruebe que

= /2n\ 1
(o)t -
~\n Hn

1

T A%

Problema 10.5. 2 Calcule la integral real /
0

Indicaciénes:

1. Para R>0,seca D={2€C : |z]| <R,0<arg(z) <m/2.},yseal =39D (el borde de
D). Pruebe que [. 7dz = (1—i)v/2m/4. Sugerencia: Le ayudara encontrar las raices de
Z+1=0.

2. Silg={z:|2| = R, 0 <arg(z) < 7/2}, pruebe que [ 175dz — 0si R — oo.

3. Concluya.

IControl 3. Primavera 2002. Matematicas Aplicadas. Prof: Salomén Alarcon y Felipe Alvarez
2Control 2. Primavera 2006. Matematicas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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10.6. Resolucion de problemas

= Solucién Problema 10.5
Siguiendo las indicaciones del enunciado, calculamos las raices de 2* + 1 = 0. Las mismas
son {e%,e%,e%,e%ﬂ}. Observamos que si R < 1 ninguna de las raices pertenece al
conjunto D. Si R > 1 sdlo la raiz e esta dentro de D (si R = 1 no podemos integrar la
funciéon 2+H sobre I' = D pues la misma no estaria bien definida en el punto e € I').
Nos interesan las valores grandes de R dado que nuestro razonamiento incluye hacer

R — o0.

Factorizando 2* + 1 se tiene que

1 1 1
4 dZ: 3im 5im Tim s d’z
r 2t +1 r(z—es)(z—e1)(z—e1) z—enr

Ahora consideramos la funciéon g(z) =

o L - que es holomorfa en un con-
(z—eT)(z—eT)(z—eT)

junto abierto © que incluye la curva I' y todos los puntos que I' rodea, (de hecho
5im

g € H(C\ {eT, T, e })). Entonces podemos usar la formula de Cauchy, que nos
dice que

1 in 27 271 1—2
/ dz =2mig(e?) = m ™ )
r

V2)V2(1+)iv2) 2221 +i) 22

Lo que prueba el primer punto de la indicacion.

441

Probaremos ahora que limp_, fFR L dz=0.

1424
1
/ 4dz
T'r 1 + z

L(T'g) s _
( R)zeul"% Z4+1‘

TR 1 Rm
— su : =
2 06[0,713/2] |Rteid + 1|  2(R*—-1)

? R—o0 0

Para concluir observamos que

/1d /R1d+/ 1d+/R1(')d (10.4)
Z = X yA — | —1 .
FZ4+1 0 l’4+1 FRZ4+1 0 y4—|—1 y

El lado izquierdo de (10.4) no depende de R y permanece igual a V2029 cyando hacemos

1
R — oo. Mientras que al tomar limite al lado derecho obtenemos

> 1 *© 1 > 1
dr +0 —(=))dy = (1 —1 —d
/0 zt+1 T +/0 y4+1( Ddy = ( Z)/O xt+1 v

Lo que nos permite concluir que

x4+1dm: 4

/°° 1 V2n
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Capitulo 11

Teorema de los residuos

11.1. Puntos singulares, polos y residuos

Sea f(z) una funcion de variable compleja. Se dice que p € C es un punto singular aislado
de f(z) si existe un radio R > 0 tal que f € H(D(p, R) \ {p}) pero f no es holomorfa en p.

Ejemplo 11.1.1. El complejo p = 0 es un punto singular aislado de la funcion

sen 2z

fz) =—

z

O

Se dice que p es un punto singular evitable si, junto con ser punto singular aislado, el siguiente
limite existe

Lo(p) = lim f(2).

zZ—p

Notemos que en este caso podemos extender la definicion de f a todo el disco D(p, R) de la
siguiente forma:

7y _ ) f(z) sizeD(p,R)\{p},
fz) = { Lo(p) siz=np.

La funcion f asf definida coincide con f en D(p, R) \ {p} y evidentemente es continua en todo
D(p, R). Como f € H(D(p, R) \ {p}), por el corolario 10.2.2 se tiene f € H(f2). Esto justifica
la terminologia de punto singular evitable.

Ejemplo 11.1.2. El complejo p = 0 es un punto singular evitable de la funcién

sen 2z

fz) = ,

z

pues de la serie de potencias de sen z se deduce que

. senz
lim =1.
z—0 z

129



130 CAPITULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOS

De este modo, la funciéon j?: C — C definida por

sen z

si z #0,

1 si z=0.

es holomorfa en todo C. Por otra parte, p = 0 es un punto singular no evitable de la funcion

f(z) =

COS 2
> .

Se dice que p € C es un polo de f(z) si p es un punto singular aislado de f(z) y ademaés
existe un entero m > 1 tal que el limite

L(p) = lim(z — p)™ f(2)

zZ—p

existe y es no nulo, i.e. L,,(p) # 0. El menor m > 1 con dicha propiedad se llama orden del
polo p. Diremos que p es un polo simple cuando sea un polo de orden m = 1.

Ejemplo 11.1.3. El complejo p = 0 es un polo simple de la funciéon
CoS 2

fz) = ,

z

pues
coS 2

L1(0) = lim(z — 0) = lim cos z = cos(0) = 1.

z—0 z z—0

Sea 2 C C un conjunto abierto, p un punto en 2 y supongamos que f € H(Q\ {p}).

Si p es un polo de f(z) entonces p no puede ser un punto singular evitable de f(z), pues en
caso contrario se tendria

lim(= — p)" f(2) = lin(= — p)" Iim f(2) = 0Ly = 0,

Z—Dp zZ—p

para todo entero m > 1, lo que contradice la definiciéon de polo. Luego, un polo es una verdadera
singularidad de la funcién en el sentido que no es posible repararia en p por continuidad.

Supongamos que p es un polo de f(z) de orden m > 1. Si consideramos

9(2) = (z = p)" f(2)

entonces p resulta ser un punto singular evitable de g(z) y en consecuencia la funcion

) GE=pmf(z)  sizeQ\{p},
9(z) = lii%(z —p)"f(z) siz=np.

es holomorfa en todo §2.
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De acuerdo al teorema 10.2.1, si r > 0 es tal que D(p,r) C Q entonces g(z) admite una
expansion en serie de Taylor en D(p,r) y en particular se tiene

Vze D(p,r)\{p}, (z—p)"f(2) =) alz—p)"

donde
(k)
- g%¥(p
*T TR
1 g(w)
N 9y
27 Jop @y (W —p)kt!
1
- S,

210 Jop(pry (w —p)k-mt

con lo cual se obtiene para f(z) el siguiente desarrollo en serie de potencias (con potencias
negativas) para todo z € D(p,r) \ {p}:

flo)=—2 494 4 Ol LRy, (11.1)

donde el resto

es una funcion holomorfa en D(p,r) por tratarse de una serie de potencias usual.

El desarrollo (11.1) puede escribirse como

f(2) = copz—p) ™™+ ... +calz—p) e talz—p) +...

o0

= > alz-pF

k=—m

donde para todo k > —m se tiene

‘ wm 2mi OD(p,r) (w - p>k+1 .

Esto se trata de un caso particular de lo que se conoce como expansion en serie de Laurent
de f(z) que veremos en la seccién 11.4, la cual constituye una generalizacion de la serie de
Taylor al caso de funciones con singularidades aisladas.

En el caso mas general, la serie de Laurent puede admitir infinitos términos no nulos asociados
a potencias negativas (en lugar de s6lo un namero finito como ocurre en el caso de un polo),
en cuyo caso decimos que se trata de una singularidad esencial de f(z). En este apunte, no
abordaremos mayormente el caso de singularidades esenciales.
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Como veremos en la siguiente seccion, el coeficiente ¢,,_; (o equivalentemente, el coeficiente
c_1) en el desarrollo de Laurent (11.1) de f(z) en torno a p juega un rol muy importante en la
teoria de funciones de variable compleja. A este coeficiente se le llama residuo de f en p y se
denota por Res(f,p). Tenemos que

g ) 1
Res(f,p) = 7(7% I 3 ng(m) f(w)dw.

Una expresion para Res(f,p) que es muy ttil en célculos especificos se obtiene al notar que
todas las derivadas de g son continuas de modo tal que, recordando que

9(2) = (z=p)"f(2), z#p,

se tiene

dm—l
B,
Res(f,p) = i o1 g

[(z=p)" f(2)] (11.2)

donde j;n—ill denota la derivada de orden m — 1.

11.2. El teorema de los residuos

Sea f € H(Q\ {p}). Supongamos primero que p es un punto singular evitable de f, de modo
que la extension f de f a todo € por continuidad satisface f € H(Q2). Si € es simplemente
conexo y I' C Q\ {p} es un camino cerrado simple entonces podemos aplicar el teorema 9.3.3

de Cauchy-Goursat a f para deducir que
%f(z)dz =0, (11.3)
r

donde hemos usado que j?coincide con fen Q\ {p} vy que el camino I" no pasa por p.

Supongamos ahora que p es un polo de f de orden m. Como en este caso no es posible
extender f a todo 2 de modo que la extension sea continua, nada asegura que (11.3) sea valido.
De hecho, si suponemos que el camino cerrado simple I" esta contenido en D(p,r)\{p} conr >0
de modo tal que el desarrollo (11.1) es valido para todo z € D(p,r) \ {p}, entonces tenemos

ﬁf(z)dz = é{i«..jt Cm-1 + R(2)| dz

(z—p)m (z—p)

- 1
= Cm—l% dz
r<—»

Res(f, p)2milndr(p)
= 2miRes(f,p),

siempre que ' se recorra en sentido antihorario. Esta propiedad explica el nombre de residuo
dado al coeficiente ¢,,_1, y puede extenderse a situaciones méas generales. Introduzcamos primero
la siguiente definicion.
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Definicion 11.2.1. Una funcion [ se dice meromorfa en un abierto {2 si existe un conjunto
P CQ finito o numerable tal que

(1) f e HQ\P).
(2) f tiene un polo en cada punto p € P.

(8) P no posee puntos de acumulacion.

Teorema 11.2.2 (Teorema de los residuos de Cauchy). Sea f una funcion meromorfa en un
abierto 2 y sea P el conjunto de todos sus polos. Sea I' un camino simple y cerrado, recorrido
en sentido antihorario, que encierra una region D C Q y tal que TNP = (). Entonces I encierra
un nuimero finito de polos de f, digamos PN D = {py,...,pa} y mds ain

éf(z)dz = QWiZ Res(f,p;). (11.4)

Demostracion. Comencemos por notar que si bien P puede ser infinito, sabemos que D es
acotado, y como P no tiene puntos de acumulaciéon en € se sigue que P N D es finito. Ahora
bien, de acuerdo con el teorema 9.3.5, para € > 0 pequeno se tiene

%f(z)dz = ngf(z)dz, v;(t) = p; +ee”, 0 <t < 2.
r =12
v

En torno a cada polo p; la funcién f admite un desarrollo del tipo (11.1) de modo tal que

]i f(2)de = }'{

[c{mj(z —p) M (=) Rj(Z)] dz

*
J

1
I

= 2miRes(f,p;),

lo que prueba el resultado. [ |

11.3. Ejemplos

Una primera regla de calculo sencilla para evaluar el residuo de una funcién de la forma

1) = 49

 h(2)
que tiene un polo simple en p, donde g(p) # 0 y h(p) = 0 consiste en la formula
9(2) ) 9(p)
Res | =—=,p | = . 11.5
(Fer) = 76 i

La demostracion de (11.5) es directa de la definicién de residuo con orden m = 1 por ser p un
polo simple.
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Ejemplo 11.3.1. Calcular:

1
% 5 dz.
ap(2) 1 T2

Solucién Comencemos por notar que los polos de

1 1

T 1422 (zti)(z—1)

f(2)

estan dados por
b1 = i, P2 = _ia

y ambos son polos simples y estan encerrados por 9D(0, 2).

Figura 11.1: Circunferencia centrada en el origen

Los residuos correspondientes son:

Res(f,) = 5
Res(f, —i) = —%.

Luego

1 1 1
8D(0,2) 1 + z 21 21

Por otra parte, si consideramos la circunferencia centrada ¢ y de radio 1, entonces
1 1
j{ sdz = 2mi [—} =T.
D (i,1) 142 21

Antes de ver otro ejemplo, demostremos el siguiente resultado que es bastante tutil para el
calculo de polos y residuos.

|
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Proposicion 11.3.2 (Regla de "Hopital). Sean f,g € H(2), p € Q yn > 1 tales que

g(p) = ... = " V() = 0 £ g™ (p).
Entonces
i £ _ n;(:)aé?;e si f®(p) #£ 0 para algin k € {0,1,--- ,n—1}.
= 9(2) si f®)(p) = 0 para todo k € {0,1,--- ,n — 1}

g™ (p)

Demostracion. Consideremos el desarrollo de Taylor de g en torno a p

(n-i-l)(

g(2) = Z g(k)!(p) (2 —p)k _ g™ (p) o g »)

= (z—p)"T 4
= k n! (n+1)!

Luego

SO n
f(z) z_: f k!(p) (z _ p)k
= lfm =0

o o (n) (n+1)
p g(2) p g n!(p) + g(nﬂgilv)(z —p)+...

135

El denominador tiende hacia %. El numerador sélo converge cuando f*)(p) = 0 para todo

. (n)
k < n, y en tal caso tiende a fT

!(p ), lo que permite concluir.

dz
rzsenz’

Ejemplo 11.3.3. Evaluar

donde I' es el camino de la figura 11.2.

Figura 11.2: Cuadrado centrado en el origen
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Solucion La funciéon )

zsenz

f(z) =
tiene como candidatos a ser polos todos los puntos del tipo p, = k7, k € Z.

Si k = 0 entonces pg = 0 es polo de orden 2; en efecto

, .2 c 1
lim 2% f(2) = lim = lim
2—0 z—0senz  2—0COS 2

=1,

mientras que el limite

1
11 =1i
limy 2f(2) = lm

no existe. Si k # 0 entonces p; no pertenece a la region encerrada por I', y por lo tanto estos
puntos no son relevantes para el calculo de la integral.

Residuo:
1 dt d z
Res(f,0) = lim———(*f(2)) = lim -~ ()
es(£,0) ks 11dzt (z"f(2)) 00 dz \sen z
. senz — z2Cos 2 . COoSz—CcoSz+ zsenz
= llm——F—— =1lim =0.
20 sen? z 20 2sen z cos z
Luego

d
]{ SE—
r Zsen z

Notemos que en este caso el residuo resulté ser 0, lo que no es posible cuando el polo es simple.

|

Ejemplo 11.3.4. Calcular

3
z
—dz’
f} ¥ — 3otz + 2

donde I' es el camino de la figura 11.3.

\4
\4

—R —€| € R

Figura 11.3: Camino que evita al origen
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Solucidén. Para determinar los polos de la funcion

3
f(Z) - e3iz

z
— etz + 27
veamos donde se anula el denominador:
e 3% 42=0 & w-3w+2=0
(w—1)*(w+2)=0
w =10 bien w = -2
iz =log(1) o bien iz = log(—2) =In2 + iw

(I I A

z=0oblen z=7—17Iln2.

Como ninguno de estos puntos esta encerrado por I', entonces

ﬁf@ﬂz:O

Si en lugar del camino anterior se considera la circunferencia centrada en el origen y de radio
R > 0 suficientemente grande, entonces ambos puntos son relevantes.
e p = 0: desarrollando las exponenciales en serie de potencias se tiene

23

flz) = . . . .
(1+ (3iz) + B2 BP ) 314z + G2 G2y 49
3
(22 Wy ) (2 )
23 2—0
= m H0:>p:01'1068p010.
ep=m—1Iln2:
23 23 1

fz) = (eiz — 1)2(ei* + 2) - (et — 1)2 ei* — eip’

luego
3 3 3 » » 3
z z— 1 1 i(m—iln2
lfm — il Y S S O S )¢Q
z—p (e —1)2e —eir (eP — 1)2 e 9 i(—2) 18
de modo que p = ™ —71n 2 es un polo simple. En este caso, el residuo coincide con el limite que
acabamos de calcular, es decir

y en consecuencia

% f(z)dz = —z(ﬂ—iln2)3.
aD(0,R) 9

Una consecuencia interesante del teorema de los residuos es la siguiente:
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Proposicion 11.3.5. Sea f: Q0 C C — C holomorfa y I una curva simple, cerrada y recorrida
en sentido antihorario la cual encierra una region D C ). Si f tiene un niumero finito de ceros
al interior de D y no tiene ceros en I' entonces

Indgry(0) = % 7{ J;((ZZ;

donde en este nimero se incluye la multiplicidad de los ceros.

dz = numero total de ceros de f en D,

Demostracion. Tenemos que f(I') es una curva cerrada que por hipotesis no pasa por 0, y
que si I' esta parametrizada por 7 : [a,b] — I entonces f(I") lo esta por f o~y. Luego,

b
1 1 e i — L 1)
Indsry(0) = %f;@ ;dz 5 / >)dt (t)dt = o b7 dz
Por otra parte, definamos
f'(z)
=76

y sea p un cero de f. Como f es holomorfa, podemos encontrar » > 0, m > 1 y una funcién
fo(2) holomorfa en D(p,r) tales que para todo z € D(p,r), f(2) = (2 —p)" fo(z) con fo(p) #0
(m es la multiplicidad de p). De este modo, para z € D(p,r) podemos escribir

_m(z—p)" fol2) + (2 —p)"fo(z) _ m  filz)
g(Z) - m - + )
(z = p)™fo(2) z=p  fo(z)
y en consecuencia p es un polo simple de g y més ain Res(g, p) = m. Repitiendo esto para cada
uno de los ceros de f, deducimos del teorema de los residuos que

1
i ! g(z)dz = pEZDmp = namero total de ceros de f en D.

[ |
11.4. Series de Laurent
Una serie de Laurent es una serie de la forma
Z cr(z —a)k (11.6)
k=—o0

donde a € C es un punto dado y (¢x)x; k € Z es una familia de nimeros complejos indexada
por los enteros. Observemos que a diferencia de una serie de potencias, en la serie de Laurent
intervienen tanto potencias positivas como negativas de (z — a).
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Definamos la parte positiva y negativa de (11.6) mediante

-1

P(z) =Y a(z—a), N@E)= > alz-at

k=—o00

Observemos que P(z) es una serie de potencias y que N(z) se puede reescribir de la siguiente
manera

N(z) = cl(z —a)™H,
k=1
que es una serie de potencias en la variable (z — a)™!.

Dado z # a diremos que la serie de Laurent (11.6) converge si P(z) y N(z) convergen.

Teorema 11.4.1. Sean

Ry = limsup +/|c_z|,

k—o0
Y
Ry = 1/limsup v/|ck|
k—o0

con la convencion 1/0 = occ.

Si Ry < Ry entonces L(z) = > oo cx(z — a)F converge para todo z en la region anular

A={z€C: Ry <|z—a| <Ry}
y define una funcion holomorfa en A.

Demostracion. Dado z € C recordemos que P(z) = > 32 (2 —a)* converge si [z —a| < Ry y
diverge si |z —a| > Ry. Ademas, si Ry > 0 entonces P(z) es holomorfaen {z € C: |z—a| < Ry}.

Por otro lado observemos que dado w € C, g(w) = > 5, c_yw* converge si
lw| < 1/limsup v/ |c_g|
k—oo

mientras que diverge si |w| > 1/limsup {/|c_|. Tomando w = (2 — a)™! vemos que N(z)
k—o0
converge si |z —a| > Ry y diverge si |z —a| < R;. En sintesis, la serie de Laurent L(z) converge
si Ry < |z —a| < Ry y diverge si |z —a| < Ry o |z —a| > Rs.
Para concluir notemos que si R; < oo entonces N(z) es una funciéon holomorfa en {z € C :
|z —a|l > R}, ya que es la composiciéon de g con la funciéon z — (2 — a)~t. Luego L(z) es
holomorfa en A. n

Observacion 11.4.2. Si Ry > Ry no se puede garantizar la convergencia de la serie de Laurent
para ningin z € C.

Como en el caso de las series de potencias, si |z —a| = Ry 0 |z — a| = Ry puede o no haber
convergencia de la serie de Laurent, lo que dependera de cada caso particular.
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Teorema 11.4.3. Sean a € C un punto dado, 0 < Ry < Ry < 00 y A la region definida por
A={2€C: Ry <|z—a| < Ry}.

Si f: A— C es una funcion holomorfa, entonces existen constantes (cx)rez tales que

o0

f(z) = Z cr(z —a)f, Vze A
k=—o00
Mds ain,
1 f(w)

S Sy
o 2mi dD(a,r) ('LU - a)k+1 o

para cualquier r tal que Ry < r < Ry, donde 0D(a,r) estd parametrizado en sentido antihorario.

Demostracion. Primero observemos que

1 f(w)
2—7T'i fi?D(a,r) (w - a’)k+1 e

no depende de r. En efecto, sean Ry < 1 < ry < Ry y usemos la notacion v; = dD(a,ry),
vo = 0D(a,ry), parametrizadas en sentido antihorario. Entonces por el teorema de Cauchy

aplicado a la funcién w +— (wf (a“;,z —, que es holomorfa en A, y al camino de la figura 11.4, se

deduce que

/N1

Y2
Figura 11.4: circulos de radio r; < ry
Consideremos ahora un punto z € A cualquiera y escojamos r; y r2 de modo que
Ry <r <|z—a|] <ry<Rs.

Por la féormula de Cauchy en el camino de la figura 11.4 obtenemos

f@):%y{z%dw—%ﬁﬁdw.
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El primer término del lado derecho en la férmula anterior es igual a

1 fw %f L o
27m 2w—z 27m —al —

donde el intercambio [ = > [ se justifica exactamente del mismo modo que en la demos-
tracion del Teorema 10.2.1, utilizando que para w € 7,

z-al |z — al -1
w—a T2
Para la segunda integral tenemos
f(w) 1 1 1
— dw = ——— : : d
2mi ), w—z v 2mi f(w) z—a 1—1;__;’1[]
= ——d

o e

oo a)k-
- 27mj{f ; (z —a)k

En esta ocasion el intercambio [ > =Y [ se justifica como sigue

1k0 1 k= N+1

0 k-1
< 27ry sup fw)w CZ)
YEN |p=N+1 (2 —a)
o k-1
< 271y - sup | f(w)] - Z ! -
wWEYL k=N +1 |Z — a|
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donde M = sup,,., | f(w)|. Notemos que

00 k
E <‘ N ‘) — 0 cuando N — o0,
zZ—a

ya que se trata de una serie geométrica > a* con a =1 /|z —a| < 1. [

Observacion 11.4.4. El teorema anterior afirma que f se puede representar por una serie de
Laurent en el anillo A. Notemos que la formula explicita para los coeficientes en términos de f
garantiza que esta representacion es unica.

Revisemos el concepto de singularidad aislada de una funcion f(z). Supongamos p € C es
un punto singular aislado de f(z), es decir, existe un radio R > 0 tal que f € H(D(p, R)\ {p})
pero f no es holomorfa en p. Gracias al Teorema 11.4.3 deducimos que

o0

f(z)= Y alz—pf VzeD(pR)\{p}

k=—o0

donde ¢;, € C. Podemos afirmar entonces que:

i) si ¢ = 0 para todo k < 0 entonces p es un punto singular evitable,

ii) si existe m > 1 tal que ¢, = 0 para todo k < —m pero ¢_,, # 0 entonces p es un polo de
orden m,

iii) en caso contrario el numero de indices k < 0 para los cuales ¢, # 0 es infinito y a p se le
llama una singularidad esencial.

El siguiente es un ejemplo de una singularidad esencial.

Ejemplo 11.4.5. Consideremos f(z) = €'/, 2 € A donde A = {z € C: |z] > 0}. Notemos que
para z # 0

e e (1/2)"
6_20 n!

Entonces la serie de Laurent de f en torno a 0 es

o0

f(Z) = Z Ckzka

k=—o00

0 sik>0
C:
b s sk <0,

donde

Observacion 11.4.6. Los coeficientes del desarrollo en serie de Laurent de una funcion ho-
lomorfa dependen crucialmente de cudl es el anillo con respecto al cual se hace la expansion.
Incluso anillos distintos pero centrados en el mismo punto producen series de Laurent diferentes.
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Ejemplo 11.4.7. Sea f(z) = ﬁ y encontremos su serie de Laurent en los anillos 4; = {z €
C:lz—1]<V2yyAy={ze€C:|z—1|>V2}.

Primero observemos que efectivamente f es holomorfa en ambos anillos. Si [z — 1| < /2
utilizando la serie geométrica obtenemos

1 1 1 1

p—i z—1+1-4¢ 1-i 2141
! 1
T1-i 11—t

y la serie converge si [2=1] < 1, es decir si [z — 1] < \/_ Esta es la serie de Laurent de f en A;.

Silz—1|>+2

I 1 1 1
z2—i z—14+1—4i 2-1 1+%
1 1
T a1 1—;—11

1 o= /i—1\*
—z—lz(z—1>
k=0

o (i—1)F
—;mv

lo que corresponde a la serie de Laurent de f en A,.

11.5. Ejercicios

1. Probar que si f(z) = (e** —1)/2z cuando z # 0 y f(0) = k entonces f € H(C).

2. Suponga que f y g tienen polos de orden m y n respectivamente en z,. ; Que puede decirse
sobre las singularidades de f+g,f-gy 5 en zo?.

3. Calcule las singularidades de las siguientes funciones:

1
(i) ﬁ, (ii) cotanz, (iii) cosecz, (iv) eXp(?).

4. Determine los cinco primeros términos de la serie de Laurent de

f(z) =

z

e
z2(22+1)

en torno a zg = 0.
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5. Explique por qué el residuo en un polo simple no puede ser 0.

6. Sea p € C un polo de g(z) y h(z) y considere f(z) = g(2) + h(z). Pruebe que

Res(f,p) = Res(g,p) + Res(h, p).

7& F(2)dz

7. Calcular

con v(0) = 2¢7, 0 € [0, 27| para:

= 252 (Resp.: 0).

) f(2) =5

b) f(z) ==L (Resp.: 522,
c) f(z)= pIEmyE (Resp.: —mie).
d) f(z) = 75 (Resp.: —%).

8. Encontrar la serie de Laurent de la funcién indicada en el anillo correspondiente:
a) o5 en {ze€C:|z—4| <5},

b) 221+9 en {z €C:|z—-4| > 5},

¢) e +e*en {ze€C:|z| >0}

9. Desarrolle cada una de las siguientes funciones en una serie de Laurent convergente para
la region 0 < |z — 29| < R, y determine la region precisa de convergencia.

(i) f(z) = cosh(Qz)z/z, =0, (i) f(z) = 225, 2 =0, (i) f(z) = zcos(1/z), 2 = 0,
(iv) f(z) = 2_4561/Z ,20=0, (v) f(z) =cos(2)/(z —7)3, 2o =,
(Vi) f(2) = 5, 20 = —24, (vii) f(z) =sen(z)/(z — m)?, 20 = 7/4.

10. Muestre que si f es holomorfa en z # 0y f(—z) = —f(2) entonces todos los términos
pares en su expansion de Laurent sobre z = 0 son iguales a cero.

11. Encuentre la expansion en serie de Laurent de:

(11) exp(l/zz)

. 1 o
(l) A1 sobre z = 0, =1

, sobre z = 0, (iii) 22—1_4, sobre z = 2.

12. Calcular el desarrollo en series de Laurent en la region sehialada.

1

) 1) = o=y o
(i) 0<lz <1 (1) 1<|z| <2 (i1d) |z| > 2.
1
b) f(z) = en a = 0. Cuél es el radio de convergencia?
cos(z)
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1

B z2(z2+1) o

d) f(z)
(1) 0<|zl<1 (i) 1<z

1
e) f(z):menazo.

n s = ( 1)3mz

1—=2

G) |el<1 (@) 1<|2| (i) |z+1<2 (i) 0<]|z—1] < oc.

13. Clasifique las singularidades de las siguientes funciones. Sefiale cuales son singularidades
aisladas, y de éstas indique los polos, determine el orden y calcule el residuo en cada uno.

a) f(Z):m- b) f(z):z—ll
c) f(Z):W-- d) f(Z):m
e) f(z)= W-

AR

11.6. Problemas

Problema 11.1. Considere una funcién de la forma

1) = 42

 h(2)

y asuma que f(z) tiene un polo en p € C con g(z) y h(z) funciones holomorfas en una vecindad
de p. Suponga que
9(p) # 0, h(p) = h'(p) = 0, h"(p) # 0.

Verifique que necesariamente f(z) tiene un polo de orden dos en p y pruebe que

~2¢'(p) 24 (p)h"(p)
ReslhoP) = 3tp) ~ 3 wipe

Problema 11.2. Encontrar el desarrollo en serie de Taylor 6 de Laurent con centro 0, y
determinar las regiones donde éstas convergen, para las siguientes funciones:

(1) f(z) = z7senz, (i) f(z) = 2%V/%, (ii) f(2) = 1/(z° = 2*), (iv) f(2) = 75

Compare las regiones donde estas series convergen con las regiones que se obtienen a partir
de los distintos teoremas de convergencia de series vistos en clases.
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Problema 11.3. Calcule f027r cos(nz)/[1 + a® — 2acos(z)] dz con a € (0,1) y n € N.
1 1

z—a z—1/a

Indicacion: integre la funcion f(z) = [2" + 1/2"]| ] sobre el circulo unitario.

Problema 11.4. Encontrar la serie de Taylor o la serie de Laurent de la funcion f(z) =
1/(1 — 2?) en la region

(i) 0< |z <1, (i) |z| > 1, i) 0<|z—1| < 2.
Problema 11.5.

Encuentre la serie de Laurent de las funciones

D) f(2) = mmrE
(ii) f(z):mpara0<\z|<1y\z—1\<1.

Problema 11.6. Encontrar el desarrollo en serie de Taylor 6 de Laurent con centro 0, y
determinar las regiones donde éstas convergen, para las siguientes funciones:

(i) f(2) =z %cosz, (i) f(z) = ze?*, (i) f(z) = 1/(z% — 2%).

Problema 11.7. (i) Sea f(z) = %z(m) Indique donde f es holomorfa encuentre sus polos
y determine sus ordenes correspondientes.

(ii) Calcule los residuos de los polos de f.

(iii) Considere el borde del cuadrado Cy de vértices (N + 1) (=1—i), (N +1)(1—i), (
i) vy (N+3)(=1+1i),con N €N. Calcule fCN f(z)dz y concluya el valor de > .
n=1

Problema 11.8. !

12

Considere la funcion de variable compleja f(z) = 5, donde 2, z, € C\ {0}

2(z — 21)%(z — 29)
son dos nimeros complejos, distintos y no nulos.

(i) Identifique los polos de f con sus respectivos 6rdenes. Pruebe que

1 iZl _
Res(f;0) = 5 R,es(f;zl>:67 (Z_&>
1

z Z%’ 21(2’1 — 2’2)2 21(2’1 — 2’2)

(ii) Considere los valores z; = 1y 2o = =5, y sea ['g la circunferencia de radio R, centrada en

el origen y con orientaciéon positiva. Calcule la integral f(z)dz para R=1/2y R = 2.
T'r

Problema 11.9. (a) Calcule la expresion en Serie de Potencia de Log(1 — z).

b) Encuentre la Serie de Laurent de Log @ e indique el anillo de validez
1-z

IExamen. Primavera 2007. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez

N +3) (1+
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Problema 11.10. 2

Sea f una funcion meromorfa en la region D (es decir, f es analitica en D, excepto en un
namero finito de polos). Sea I" una curva simple, cerrada, regular y orientada en sentido anti-
horario que no intersecta polos ni ceros de f. Denotemos:

C = numero de ceros de f al interior de I', contados segiin multiplicidad.
P = nimero de polos de f al interior de I', contados segtin su orden.
(es decir, un polo -0 un cero - de orden m cuenta m veces.)

Demostrar que

LI,
omi o f) =T

Para esto, probar cada uno de los siguientes puntos:

1. Sip € D es un cero de orden k de f entonces p es polo simple (i.e. de orden 1) de f'/f,
con residuo k.

2. Sip € D es polo de orden k de f entonces p es polo simple de f'/f, con residuo —k.
Indicacién: Para cada p, factorice f(z) y represente f’(z)/f(z) de manera adecuada.

3. Muestre que f’/f no tiene ningtin otro polo ademas de los puntos mencionados en a) y
en b), y concluya.

Problema 11.11. 3 Calcule el desarrollo de Laurent de la funcién f(z) = % en cada uno
224z

de los anillos:

a) A ={z€C|0<|z| <1}

b) Ay, ={z€C||z]| > 1}

Problema 11.12. Sea f analitica en 2, con D(a, R) = {z € C : |z—a| < R} C 2. Supongamos
que f(z) tiene un solo cero 2o en D(a, R). Demuestre que
1 2f'(2)
20— ——
2mi (2)
0D(a,R)

dz

Indicacion: Considere f(z) = (2 — 20)p(2).

Problema 11.13. Sea f una funcion entera tal que f(z) — oo cuando z — oo. Pruebe que f
es un polinomio.
Indicacion: Muestre que f(1/z) tiene un polo de orden finito en z = 0.

Problema 11.14. Sean g y h analiticas en zj tales que g(z9) = 0, ¢'(z0) # 0, h(z0) = h'(2) =
h'(z0) =0y h"(z9) # 0. Demuestre que g/h tiene un polo de segundo orden en zy, con

g ~39"(%0)  3¢'(z0)h™
Res( >_h’”(zo) 2(h"(20))?

79 20

h

2Control 3. Primavera 2006. Matematicas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
3Control 3. Primavera 2006. Matematicas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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Problema 11.15. * Sea I' = {2 € C : |z| = 1}, y sea f una funcién holomorfa en A = {z €
C : 0 < |z| <2} tal que

/F 2 f(2)dz =0

para todo n > 0. Pruebe que z = 0 es una singularidad evitable de f.
Hint: Considere el desarrollo de Laurent de f(z) en A y el teorema de los residuos.

11.7. Resolucion de problemas

s Solucion Problema 11.4

(i) Notemos que para 0 < |z| < 1 se cumple que la serie Y 2* es convergente y > 2F =
7 por lo tanto la serie de Taylor en 0 < |z] < 1 corresponde a . 22

(ii) Para |z| > 1, f(z) puede ser escrita de modo equivalente como f(z) = —Z%ﬁ
22
Analogamente al item anterior la serie (%)k es convergente para |z| > 1y se
cumple (Ziz)k = 1_1; |z] > 1 esta dada
>

por

1 1 1
D=-5D ="

k>0 k>0

(iii) Finalmente notemos que 1_1Z2 = (1_2)1(1+Z). La funcion (1J1FZ) = (2+(1Z_1

expresada en serie de Laurent en torno a al punto zyg = 1 como

) puede ser

1 1 1
(1+z)_(2+(z—1))_21—(—%1)

1 1 —1DF(z = 1)k
_ ;( )(Zk )

esta serie es convergente en |z — 1| < 2. Concluimos entonces que la serie de Laurent
de f para |z — 1| < 2 esta dada por

1 (z —1)* L (2 —1)F z—1)*
) = gy DG = = g = S

k>0 k>0 E>—1
s Solucién Problema 11.5

(i) Desarrollando el numerador queda
4 2 3 9
f(z2)=("+62"4+9)/z2== —|—62+;

que corresponde a la expresion en serie de Laurent.

4Control 3. Otoiio 2007. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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(ii)) Si0< |zl <1

1/ 1
T2
1
—22 :—+ S I
Silz—1|<1.
11
B 1 1
o (z—141)22-1
pero

- —d% Y (D E -1 == (=1)rk(z - 1)

Por lo tanto

Fz) = — DD RE-D =Y (DR = Y (D (R +2)(2 -

z—1
k>0 k>0 k>—2

= Solucién Problema 11.6
Recordemos que dada una serie de Laurent

oo

Z cx(z — a)”

k=—00

los radios de convergencia son de la forma:

Ry = limsup +/|c_l,

k—o00

Ry = 1/limsup v/|cx|
k—o0

149

Si Ry < Ry entonces L(z) = > p- ___ cx(z — a)F converge para todo z en la region anular

A={z€C: Ry <|z—a| < R}
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(i) Notemos que

25 25 21 4! 6!
cosz 1 1 N 1 2z N 23 20 L
25 25 2123 4l 6l 8 10!

Claramente se tiene que Ry =0y Ry = oo, luego, A = C\ {0}.

(ii) Tenemos que

= 24—+ +o=+.-
2 2

Luego se deduce que Ry = o0y Ry = 0.
(iii) Hay 2 casos, si 2] < 1o |z| > 1. 81 |z] < 1:

11
B4 81—
1 « k - k—3
= 3> =)=
k=0 k=0

11 1 )
= S H-+l+z+22+
z z z

donde Ry =0y Ry =1, lo que implica que A = D(0,1) \ {0}.

Para |z| > 1:
1 1 1 1 -1
Foa T AT [ ar T
1 =1 =1
- ?<_ ;)I_szﬂ
k=0 k=0
111
T 5 6

donde Ry =1y Ry =00, con A=C\ D(0,1).

s Solucién Problema 11.7

: m cos(mz) . _ eimz_g—imz
(i) Para f(2) = & Son(m buscamos donde sen(nz) = 0, i.e. sen(mz) = “——— = 0.
Esto sucede si €™ = e~ entonces || = 1. Si 2z = x + 1y esto quiere decir que

|€2m z+iy) ‘ _ ‘627Ti$| . |€—27Ty‘ = 1.

Si y # 0, no se cumple la igualdad, por lo que necesariamente I,,(z) = 0 para todo

Z que es raiz.
Por otro lado e?™* = ( si y so6lo si # € Z, por lo que f(z) es holomorfa en C \ Z.

Luego, los polos son los enteros, todos de orden 1, excepto z = 0, que posee multi-

plicidad 3.
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(ii) Como son funciones (no polinomios), vemos el limite de (z —po)® - f(2), donde py es
un polo de multiplicidad a.

Para z = 0 se tiene que

T COS T2 s COS T2
m————(2—0)" =lim 7z ,
2—0 22 gin 7z =0 senmz
pero limcosmz =1y
z—0
, senmz ., senmz—sen0 d
lim =lim— = —sin(nz) |,—0 = wcosTz|,—0 = T,
z—=0 2 2—0 z—0 dz
obteniendo oS T2
lim 7z =1=22f(2) .0
=0 senmz
Para pg = n € Z se tiene
) ,  mcos(mz , cosmz ., w(z—m
hmf(ﬂz)(z—n)zhmzi() z—n) = lim —— lim ( ),
z—n z—n z2senmz z—n 22 z—n sen(mz)

pues ambos limites existen. Pero sen(w(z—n)) = sen(mz) cos(mn)+cos(mz) sen(mn) =
(—1)"sen(7z), obteniéndose

lim f(7z)(z —n) = [Coswn] . {h’m 7(z —n) ._(_1)n:|

2—n =—n sen(m(z—n

Luego

1
Res (f,n) = —,

n
1 d? L, 1 d? (ﬂ'COtg(ﬂ'Z’) 3>

e, 107 % N -
Res (f,0) =lim 5755 (z) - 27) =l 55 2z

d
= llir(l] E(cotg(ﬁz) — cosec?(mz) -+ 2)

= g 11':(1(1)[—2 cosec?(mz) - 7 + 2 cosec?(2) cotg(mz)w? 2]

5., |mecos(nz) -z 1
=7 lim —
2—0 | sen?(7mz) sen?(mz)
_ 2y | TRCOSTE — sen(mz)
=0 | sen?(7z)
0., |—m?zsenmz+ meosmTz — Teos T2
=7 lim
2—0 | 3sen?(mz) cos(mz) - m
—7? Tz 1 —7?
= ——Ilim . =
3 =—0 |sen(mz) cos(mz) 3
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(iii) Aplicando el Teorema de los Residuos

—r2 'R -
7{ f(z)dz =2mi | — + —
6CN 3 n—N n
n#o |
2 N o4
—T 1
=2 |— + 2 —
m 3 + ; 2
Aplicando limite a ambos lados, analicemos al lado izquierdo
t t
f(z)dz S% W%EWZ) dz=m wdz
z z
H
pero |cotg(mz)| < M Vz € 0CN, N € N, luego
1 M
f(z)dz| <nM Tpdr < Lﬂ% |dz|,
9oy dcy 12| (N +2)" Joc,

pues |z| > (N + 1), y como fac es el largo de la curva el cual es igual a 8 (N + 1),
N

se obtiene
STM

Ifm f(2)dz| < lim ——— =0

M=o | ooy, N=oo (N +3)
Es decir

2 N 1
lim 2mi |~ +2Zlﬁ =0,
lo que implica que ) # = %2.
n=1

s Solucion Problema 11.10

1. Sea p € D es un cero de orden k de f.
Entonces existe R > 0 tal que

f(z) = (2 =p)"g(2)
en D(p, R) con g holomorfa en D(p, R) y g(p) # 0.

Entonces
f'(2) = k(z = p)*'g(2) + (. —p)*d'(2)

y por tanto, en una vecindad de p se tiene:

f'(z) _ k(z—p)*"'g(2) + (= —p)"g'(2)
f(z) (z —p)kg(2)

ko d()

R 9(z)
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9'(2)
9(2)

en p el Ginico término singular es

Ademés se tiene que es holomorfa en p. Por lo tanto en el desarrollo de f'/f

, por lo que p es polo de orden 1 de f'/f,y

su residuo es el coeficiente de dicho término, es decir k.

2. Sea p € D un polo de orden k de f. Entonces existe R > 0 tal que

fz) = (2 =p)"9(2)
en D(p, R) con g holomorfa en D(p, R) y g(p) # 0.

Entonces
f'(z) = =k(z = p) " 'g(2) + (z =) "4 ()
y por tanto, en una vecindad de p se tiene:

f'(z) _ —k(z—p)"9(2) + (. —p)"g'(2)

flz) (z —p)*g(2)
 —k  d()
T 9(2)

Por el mismo razonamiento que en a), se tiene que p es polo de orden 1 de f'/f, y
su residuo es —k. (0.5 ptos.)

3. Sea p € D que no es polo ni cero de f. Entonces f’ es holomorfa en una vecindad de
p (pues f lo es). dado que f(p) # 0, se tiene que 1/f también es holomorfa en una
vecindad de p. Por lo tanto p no es polo de f/f".

Para concluir, por el teorema de los residuos y las preguntas a) y b) se tiene:

1 f,(z)dz _ Z Res(f'/ f,p)

2mi Jr 1 (2) p polo de f//f

= Y kp)+ D (—kp)

p cero def p polo de f

=C-P

(Donde k(p) denota el orden del polo o del cero p, segiin corresponda).

s Solucién Problema 11.11

a)

f&) = 2am = #ac = 7 Zano( 72"

donde la tultima igualdad es valida si y s6losi 0 < 2| <1 <= z € A

Es decir que f(2) =Y oo o(—2)" 2 =5 - 141 —z+22 2% .
Los coeficientes son

c_p,=0 n=>3

C_o9 = 1

C_1 = —1

cn=(=1)" VYneN
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Y los radios de convergencia son

Ry = limsup v/|c_x| =0

k—o00
Ry = 1/limsup /|ck| =1
k—oo
b)
fz) = z2(11+z) = z3(§1+1) = ZLSZZO:O(_%)"

donde la tltima igualdad es valida si y s6losi 0 < [3] <1 <= z € A,

Es decir que f(2) = Y0y (-1)"(z) " P =S - b+ E-H+ %
Los coeficientes son

Ccop= (1" n>3

C_2:0
C_1:0
¢, =0 VneN

Y los radios de convergencia son

Ry = limsup v/|cx|=1

k—o0

Ry = 1/lim sup /|ek] =1/0 =00
k—o0

Soluciéon Problema 11.15

Sea'={z¢€ C : |z| =1}, y sea f una funcién holomorfaen A ={z € C : 0 < |z| < 2}
tal que

/F M F(2)dz = 0

para todo n > 0. Pruebe que z = 0 es una singularidad evitable de f.

Dado que f € H(D(0,2)), se tiene que zg = 0 es singularidad aislada de f. Por el teorema
de series de Laurent, se tiene que f tiene un desarrollo en zy = 0. Es decir,

flz) = Z a®

para todo z € A.

Entonces se tiene

2"f(z) = Z%ZHH = Zak_nzk. (11.7)
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Por otra parte, para todo n > 0 la funcién 2" f(2) no tiene singularidades fuera de zy = 0,
y este punto es encerrado por la curva simple I'. Entonces, el teorema de los residuos
implica que

/Fz"f(z)dz = 2miRes(2" f(z),0) (11.8)

y teniendo en cuenta la hipotesis sobre f se sigue que

Res(z"f(2),0) =0 (11.9)
Por el teorema de series de Laurent, se tiene que Res(2" f(2),0) es igual al coeficiente del
término 27! en la serie de 2" f(2).
Teniendo en cuenta el desarrollo (11.7) se sigue que Res(2" f(z)) = a_,—1 para todon > 0.

Gracias a 11.9 se concluye que a_,_; = 0 para todo n > 0. Es decir, a,, = 0 para todo
n < 0.

Por lo tanto

f2) =) as*

para todo z € A, y entonces lim, .o f(2) = ag y por tanto zg = 0 es una singularidad
evitable.
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Capitulo 12

Evaluacion de integrales via residuos

12.1. Integrales de funciones trigonométricas

Consideremos una integral definida del tipo:

21

p(cos B, sen )
——~d 12.1
/q(cos@,sen@) b, (12.1)

0
donde p y ¢ son polinomios.

La resolucion de este tipo de integrales mediante el uso de las técnicas del calculo en R resulta
a menudo bastante engorrosa dado que aparecen cuocientes de polinomios en sen 6 y cos 6. Sin
embargo, el uso del teorema de los residuos simplifica de manera sustancial el tratamiento de
estas expresiones, como veremos a continuacion.

Proponemos el siguiente cambio de variables:
z=e" dz=eYidb.

Notando que

o _ emif 1
senf = . = -
21 21
e e 0 L4 1
cosf = =
2 2

convertimos el integrando original en un cuociente de polinomios, esta vez en z, de modo que
(12.1) se transforma en una integral de contorno en el plano C, la que puede evaluarse utilizando
el teorema de los residuos.

Para ilustrar lo anterior, veamos un ejemplo:

Ejemplo 12.1.1. Calcular
2m

]:/die.
2 +send

0

157
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Solucién Utilizando el cambio de variables propuesto, se tiene:

I ]{ e« ]{ 2dz
|z]=1 2 + 2_222.71 |z|=1 22 + 4oz — 1'

2
224+ 442 —1

La fraccién

f(z) =

tiene como polos simples a las raices de la ecuacion 2% + 4iz — 1 = 0, las que resultan ser

2 = —i(2+V3),
29 = —z(2—\/§)
Como
|—i2+V3)|=2+V3>1
y por otra parte
0<|—i2-V3)|=2-V3<1,
solo z esté encerrado por la curva |z| = 1.

Veamos cuanto vale Res(f, z2) :

2
Res( f, = lim(z — =lim ——
(f; 2z2) ZLZQ(Z z)f(2) 2L22z+i(2+\/§)

2 2

i(»2 —V3)+i(2+V3)  2iV3
V3

Finalmente, por el teorema de los residuos

2w

do —3 27
I= | —" —on =omi— = .
/2+sen9 i Res(f, z2) m\/g 7

0

O

El argumento anterior también es valido cuando se integran cocientes de polinomios en cos nf

y senn# para n > 1 dado que estos pueden expresarse en términos de sumas de potencias de

5 — ol

einG o e—in@ P

sennfl = 5 = ST
1 1

o ne B ein@ + 6—in€ _ oM + P
2 2

[lustremos lo anterior mediante un ejemplo:
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Ejemplo 12.1.2. Calcular
27

cos 20
= / 5 —4sen9d9'

0

Solucion Hacemos las sustituciones:

o emif 1
senfl = _ = —,
24 21
I
29 = =
cos 5 5
Asi, tenemos
B 7{ S dz ]{ (2* + 1)dz
S 52z =2 iz ] 2i2%(2i2® + 52 — 20)
|z]=1

Es claro que en z = 0 tenemos un polo de orden 2. Calculemos las raices de 2iz% + 5z — 2i = 0.

—54 /25 —4-(26) - (=2i)) —5++/25-16 i

z - = — —

! 4 4 2

—5— /25 —4-(2i)-(—2i)) —-5—+/25-16 9

Z2 = - = - = 417
41 44

Como |z| = % < 1y |z =2 > 1, s6lo nos interesa el residuo R; asociado a z;.
Veamos cuanto vale Ry:

1 241
Ry = lim(z— =
v ) e s
) A 41
= lim —— .
omi 2027 - 2i(2 — 2i)
(5)'+1
2i(4)2 - 2i(% — 2i)
% T2 17

ST TR TR TS

Luego, por el teorema de los residuos:

21

cos 20 , Nave —17m
I —/md@ = 27T’L(R1) = 2mi (ﬁ) == 12 .

0
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12.2. Integrales impropias sobre dominios no acotados

En esta seccion nos interesaremos en el problema de evaluar integrales impropias del tipo

(oS R
/ fla)dz = Jim / f(z)d,
—00 -R

donde f : R — R, o méas generalmente f : R — C. Esta definicién para la integral de —oo
a 00, como el limite cuando R — oo de las integrales definidas sobre los intervalos simétricos
[—R, R], se conoce como valor principal de Cauchy de la integral impropia.

En lo que sigue, supondremos que la funcién a integrar f : R — C admite una extension
definida sobre todo el plano complejo mediante una funcién meromorfa(11.2.1), cuya restriccion
a R coincide con la funciéon original, y que denotamos simplemente por f: C — C.

Definamos el semiplano superior mediante
H={z€C:Im(z) >0},
cuyo interior esta dado por
Int(H) ={z € C:Im(z) > 0}.
El siguiente teorema es un primer resultado que permite evaluar una gran variedad de integrales
impropias.

Teorema 12.2.1. Sea f : C — C una funcion meromorfa en C y denotemos por P el conjunto
de los polos de f. Supongamos que:

(a) f no tiene polos en R, es decir, RN P = ().

(b) f admite un nimero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.
(c) Ezisten constantes K >0, M >0 yp > 1 tales que

K
|f(2)| < —, VzeH, |z| > M.

z|P

Entonces

/f(x)dszm’ Z Res(f, z).

zeInt(H)NP

Demostracion. Dado R > 0, denotemos por Cg el arco de semicircunferencia parametrizado
por v(8) = Re?, 6 € [0,7], tal como se ilustra en la figura 12.1, de modo que su largo es

L(CR) =nR.

Por (a) y (b), para R > 0 suficientemente grande el camino C'r no pasa por ningin polo de
f v, por (c), tenemos ademés la siguiente estimacion:

v | Rei? |p7T Rp-1

/f<2>dz < sup |f(z)|- L(Cgr) < R p_ AT



12.2. INTEGRALES IMPROPIAS SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS 161

Cr

—R R

Figura 12.1: Arco de semicircunferencia

Como p > 1, deducimos que

1i dz =
[
Cr
Por otra parte, aplicando el teorema de los residuos 11.2.2 al camino cerrado y simple dado por
I'r = [-R, R]UCR para R suficientemente grande de modo tal que I'g encierre todos los polos

de f en Int(H), se deduce

omi Y Res(f, ) = / f(2)dz = /R f(x)dz + / f(2)dz.
R

ze€Int(H)N I'n

Finalmente, tomando limite cuando R — oo se obtiene

2ri Y Res(f, = lim /f da:+/f )dz /f

zeInt(H)NP

lo que demuestra el teorema. [ |

Un caso interesante para el cual es facil verificar que se tienen las hipotesis del teorema
12.2.1 esta dado por el siguiente resultado:

Corolario 12.2.2. Sean p, q dos polinomios primos entre si tales que q no tiene ceros reales y
ademds se tiene

grado(q) > grado(p) + 2. (12.2)

Entonces:
o0

/ %d:p =2ri >, Res (S’ Z>

o q(2)=0, Im(z)>0
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Demostracion. Sea la funcion racional definida por f(z) = p(z)/q(z). Dado que p y ¢ son
primos entre si, los polos de f(z) corresponden a los ceros de ¢, los que por hipdtesis no son
reales. Para aplicar el teorema 12.2.1, basta verificar que f satisface la condiciéon de decaimiento
(c). Para ver que esto es cierto, denotemos n = grado(p) y m = grado(q) y escribamos
W44 ta,)

Zn

p(z)  aotaz+.. a2 2"

q(2) _bo+blz+---+bm2m_zm(:—&+...+M7’l+bm)

Pero lim,_.s ‘an + 4=l 4 2—2‘ = |ay|, y similarmente l{fmj.|_o ‘bm + b”T’l +...+ Zb—&‘ =
|bi|. Luego, para |z| suficientemente grande, digamos |z| > M para una constante M > 0
apropiada, se tiene |a, + = + ...+ 2| < 2|a,| y }bm + bmz’l +...+ f—&‘ > 2|bm|, de donde
se deduce que

' p(z)| _ 4lan| 1
@) = Toul ToT
W-/
K
con r:=m —n > 2 en virtud de (12.2).
|
Ejemplo 12.2.3. Calcular
T2
x
d
/ 1+ a4 .
0
Solucién En este caso, el integrando
2
x
o) =T

es el cociente de los polinomios p(z) = 22 y ¢(z) = 1 + z* evaluados en la variable real z.
En primer lugar, la raiz de p(z) es 0 de multiplicidad 2, mientras que las raices de ¢(z) estan
dadas por las soluciones de la ecuacién z* = —1, es decir, por los complejos e™/*, e®B7/4 e=ir/4
y e~®™/* de los cuales ninguno es real y soélo los dos primeros se encuentran en el semiplano
superior H. Como p(z) y ¢(z) no tienen raices comunes, éstos son primos entre si y ademéas
grado(q) = 4 = grado(p) + 2. De este modo, se satisfacen las hipotesis del corolario 12.2.2.
Deducimos que

i a? : 2 oim/4 2 i3m/4
1+$4dx:2mRes 1+z4’ + 2mi Res W,e .

En este caso es facil ver que f(z) = (22/1 + 2*) tiene polos simples en ™4 y ¢7/* de modo

que los residuos pueden calcularse mediante la formula (11.5) para obtener:

52 ' ei2m/A 1
im/4 | __ _ — —ir/4
Res<1+z4,e )—46i37r/4—4e ,
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y similarmente

En consecuencia

/ #dm = %[cos(w/él) + cos(3m/4) —i(sen(m/4) + sen(37w/4))]
Sy R .S
v TR T

Finalmente, como f(x) = z?/(1 + 2*) es una funcion par, deducimos que

/ x? d T
xr = .
1+ a2t 2v/2

0
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Para estudiar qué ocurre cuando el integrando f(z) admite polos reales, necesitamos el

siguiente resultado preliminar.

Proposicion 12.2.4. Sea f meromorfa en un abierto 2 y a € Q un polo simple de f. Sea
C..0,.0, la parametrizacion del arco de circunferencia de radio € > 0 centrado en a cuyos limites

son los dngulos 01 y 0o, es decir
C€791,92 (9> =a-+ 5ei97 0 € [‘917 92]7

tal como se ilustra en la figura 12.2.

Figura 12.2: Segmento de arco de circunferencia

Entonces

lim / F(2)dz = i(0 — 0;) Res(f, ).
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Demostracion. Como f tiene un polo simple en a, entonces en torno a ese punto admite un
desarrollo en serie de Laurent de la forma

f) = +Y alz—a), |z-al<p,

2—a =
f1(2)

para algun radio p > 0 suficientemente pequeno y algunos coeficientes (¢x) C C. Para 0 < € < p,
se tiene

/ f(z / —6Z€Z€d¢9 + / fi(z

5 ,01,62 s ,01,02
Ae
=i(0y — 01) Res(f,a) + A

donde

|Acl < M - L(C.p,.0,) = Me(6 — 01),

para alguna constante M > 0 que acota a fi(z) en una vecindad del punto a. Esta constante
existe pues fi(z) es holomorfa en D(a, p). Luego, haciendo € — 0 se tiene A. — 0y se deduce
el resultado. |

Teorema 12.2.5. Sea f : C — C una funcion meromorfa en C y denotemos por P el conjunto
de los polos de f. Supongamos que:
(a) f admite un numero finito de polos reales simples, es decir,

RﬂP:{al,...,as}

con a; polo simple de f.
(b) f admite un nimero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.
(c) Ezisten constantes K >0, M >0 yp > 1 tales que

K
1f(2)| < —, Vze€H, |z| > M.

z|P

Entonces

/f(x)dSC:Qm Z Res —l—mZRes

Demostracion. La demostracion es analoga a la del teorema 12.2.1 tomando ahora un camino
que evita los polos reales tal como se ilustra en la figura 12.3.

Por el teorema de los residuos, tenemos que para R suficientemente grande y € > 0 pequeno:

/f da:+2/f dz+/f )dz = 27 Z Res(f) (12.3)

zelnt(H
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Figura 12.3: Camino que evita los polos reales

donde

I(R,e) = [-R,R]\ J]a; —¢,a; +¢],

Jj=1

el camino Cj(e) es el arco de semicircunferencia parametrizado por 7;(t) = a; + ee'™™ ¢ €
[0,7] v Cg es el arco de semicircunferencia parametrizado por v(0) = Re?, 6 € [0, 7]. Por la
proposiciéon 12.2.4

lim / f(2)dz = —miRes(f, a; ),
y por el mismo argumento que en el teorema 12.2.1,
}%ggoff(z)dz = 0.
Cr

Luego, haciendo ¢ — 0y R — oo en (12.3), se deduce que

/ f(z)dx — m'z Res(f,a;) + 0 = 2mi Z Res(f, z),

s Jj=1 z€Int(H)NP
de donde se sigue el resultado. |

Una consecuencia de este tltimo resultado es el siguiente:

Corolario 12.2.6. Sean p,q dos polinomios primos entre si tales que los ceros de q sobre el
eje real, de existir, son simples, y se tiene ademds

grado(q) > grado(p) + 2.

Entonces

o)

/%dxzm 3 >0Res <§z) +m‘q(a)z Res (S,a).

—00 q(2)=0, Im(z) =0, a€R
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Por otra parte, cuando se trata de evaluar integrales impropias de la forma

/ f(x) cos sxdx

0 bien

/ f(z) sen szdx

para s > 0 en general no es posible aplicar directamente los resultados anteriores a las fun-
ciones f(z)cossz y f(z)sen sz respectivamente pues estas suelen no satisfacer la condicion de
decaimiento.

Esto se debe a que, por ejemplo, si explicitamos cos sz en términos de exponenciales
1 182 —is2 1 —sy+isx SY—1iSx
cossz:§(e +e )25(6 +e )

vemos que cuando R — oo, las coordenadas imaginarias y de los puntos z = x + iy € Cj
donde Ck es el arco de semicircunferencia considerado anteriormente (ver figuras 12.1 y 12.3),
divergen a oo y en consecuencia el término e*¥ si s > 0 crece exponencialmente.

Luego, para que f(z) cos sz satisfaga la condicion de decaimiento, la funciéon f(z) debe decaer
a 0 mas rapido que una exponencial, lo que deja fuera a todas las funciones racionales que se
obtienen como cuocientes de polinomios.

—182

Notemos que este inconveniente es consecuencia del término e que aparece en cos sz,
pues el otro término e** = e 1"5* es muy favorable ya que decae exponencialmente a 0
cuando y — 00.

Por otra parte, si en lugar de considerar f(z)cossz (resp. f(z)sen sz), tomamos

f(z)eisz’

que para una gran variedad de funciones f(z) si satisface la condicion de decaimiento necesaria
para que la integral de f(z)e'*
entonces podemos calcular

152

sobre Cg tienda a 0 gracias al buen comportamiento de e'*?,

]O f(x)e™"da,

lo que resuelve el problema original pues
/ f(z)e"dr = / f(z) cos sxdx +1i / f(x) sen sxdz.

Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado:



12.2. INTEGRALES IMPROPIAS SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS 167

Teorema 12.2.7. Sea f : C — C una funcion meromorfa en C y denotemos por P el conjunto
de los polos de f. Supongamos que:

(a) f no tiene polos en R, es decir, RN P = ().

(b) f admite un nimero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.
(c) Existen constantes K >0, M >0 y p > 0 tales que

K
|f(2)| < —, VzeH, |z| > M.

|2[P

Entonces, para todo s > 0 se tiene

lim / F(2)edz = 0, (12.4)

donde Cg es el arco de semicircunferencia parametrizado por v(0) = Re®, 6 € [0,7], y en
CONSECUENCLA,

/ f@yesdr=omi S Res(e* f(2),w).

welnt(H)NP

Demostracion. Una vez verificado (12.4), la demostracion es esencialmente la misma que la
del teorema 12.2.1. Para probar (12.4), comencemos por acotar la integral para R > M:

™

/ F(2)edz| = / ¢*F< f(Re)Rie™ df
R

0

3

™ ‘ ‘
isRe®® K
< / e | - —RdeQ
0

2

KR 2KR
_ /€_SRSCn9d9 — /6_SRSCn€d9.

Rp Rp
0 0
Por otra parte, sabemos que Sega > %, 0 <6< 3,y por lo tanto

Rr | 2sR 0
2KR =

— 1= —sR
Rr QSR[ ]
K

< —.

— sRp

Como p > 0, se deduce (12.4). [ ]
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Observacion 12.2.8. FEn el teorema anterior basta con p > 0, a diferencia del teorema 12.2.1
que requiere p > 1. Esto se debe a que el buen decarmiento aportado por el término correspon-
diente a €**? permite ser menos restrictivo sobre la funcion f(z).

Corolario 12.2.9. Sean p,q dos polinomios primos entre si tales que q no tiene ceros reales y
ademds se tiene

grado(q) > grado(p) + 1. (12.5)
Entonces para todo s > 0 se tiene
/ p—gzg eTdr = 2mi Z Res <p_§z§ e, w) .
— oo 9 q(w)=0, Im(w)>0 =
Ejemplo 12.2.10. Dado s > 0, calcular
/ Mdaz, a > 0.
2+ a?

Solucion Definamos i : C — C mediante

1Sz
(&

h(z) = T

Notemos que h es de la forma

q(2)
con p(z) =1y q(z) = 2% + a*. Los ceros de ¢(z) son simples y estan dados por {ai, —ai} ¢ R.
Ademas, grado(q) =2 > 0+ 1 = grado(p) + 1. Luego, se satisfacen las hipotesis del corolario
12.2.9 y por lo tanto, para el caso s > 0 se tiene

h(Z) . p(Z) eisz

T ! 1 18T
/h(a:)d:c: /$2+a2~e dx
e %@ T
— 21 R h, N — 9 . —sa’
7i Res(h, ai) = 2mi 57 = o€
pues
eisia e—sa
Res(h, ai) = - = -,
es(h, ai) 2a1 2a1

El caso s = 0 se puede calcular directamente

[e.e]

1 d _1 T\|*® T
ratr =gt () =5

— 00
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En conclusiéon, para todo s > 0 se tiene

m .
6281' 7T _
ﬁda? = —e %%,
T4+ a a
— 00
Por lo tanto
o
COS ST T
5 2dx = —¢ %
T4+ a a
— 00
y ademés
[oe)
sen sx
ﬁdm = 0.
T4+ a
— 0o

Notemos que esta tltima identidad es inmediata pues se trata del valor principal de una integral
impropia de —oo a oo de un integrando dado por una funcién impar. O

Para finalizar, enunciemos los resultados analogos al teorema 12.2.5 y al corolario 12.2.6:

Teorema 12.2.11. Sea f : C — C una funcion meromorfa en C y denotemos por P el conjunto
de los polos de f. Supongamos que:
(a) f admite un nimero finito de polos reales simples, es decir,

RNP={ay,...,as}

con a; polo simple de f.
(b) f admite un nimero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.
(c) Existen constantes K >0, M >0 y p > 0 tales que

K
|f(2)| < —, VzeH, |z| > M.

z|P
Entonces para todo s > 0 se tiene:
/ f(z)e"*dr = 2mi Z Res(f(2)e"* w) + mi Z Res(f(2)e™*, a;).
— o0 welnt(H)NP j=1

Corolario 12.2.12. Sean p, q dos polinomios primos entre si tales que los ceros de q sobre el
eje real, de existir, son simples, y se tiene ademds

grado(q) > grado(p) + 1.

Entonces para todo s > 0 se tiene:

[e.e]

/ %emdxz%ri > >0Res (Meisz,w) +m > Res <M6m,a).

o 4(w)=0, Tm(w) a(2)
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12.3. Ejercicios

1. Pruebe que:

2w

/ do 2
a) = , a>1.
a+ cosf 21
0
i 230 1 2
cos _a+ta
’ df = 71 ——— 1.
>/1—2acos29+a2 ™4 0<a<
0
27 ‘9
COoS N e~ na
e ——df = 2n(-1)" > t .
C) /COSha—l—cosG 7T( ) SenhCL’n_OQS un en eI‘Oya>0
0
w/2
sen 6 T
d —_dh ==,
) /5—4sen9 6
—7/2

2. Pruebe que:

o0

a)/ dx _2_7T
1426 37

—00

[e.e]

Trsenx T _a
b) /mdl’:§€ ,COHCL>O.

A
c) /mdx = 16_’\“, donde A € Ry a > 0.

22+ a? 2a

0

d)/ lnx—d ——n= =0 =1 (consid b d

T = —n—, paran = n = 1 (considere ambos casos separadamen-
(14 22)nt1 1P Y p

3. Calcule
dx
2100 1

0\8

4. Calcular la Integral

/oo 2 sin(z)dz

2 2
w X*+a
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5. Calcule las siguientes integrales:

o] [e’e) 2 2
2) / x sen(mzx) s b) / ¥ —x+ dr
o l4a2+zt o x*+1022+9
2m o)
0 / sen?(t) _sen*(t) 0) / x sen(ax) s
o 2+ cos(t) oo (22 1) (z+2)
°° cos(mx) e sen(x)
——=d d
) /0 (@ + a2 h /_oox($+1)(x2+1) !
2m 1
—d R > 1
9) /0 a + cos(sx) 7, cona€R,la

12.4. Problemas

Problema 12.1. Calcular las siguientes integrales
. 21 4/ sen(20) .. +oo  xsen(2x)
(l) 3—5cosf d@ (11) f—oo (z—4)( m2+3 da.

Problema 12.2. Calcule )

cosnx
dx
/ 1+ a%—2acosx

0

con a € (0,1).

Problema 12.3. Sea D = {z+iy:2 >0,y >0}y f: D C C — C continua en D y holomorfa
en D. Suponga que existe una constante M > 0 tal que |f(z)] < M/|z|* para todo z € D,
|z > 1.

1. Pruebe que para todo 6 € [0,7/2] se tiene

O/f(x)dx:ewo/f(ewx)dx.

2. Utilice lo anterior con f(z) = exp(iz)/(1+ 2)? y § = 7/2 para demostrar que

cos(x ex
d r = 1.
/(1+x :E+/ 1—|—x2
0 0

Problema 12.4. Demuestre que

(e e}

/ LA T
a4+ 1 $_nsen[w(m+1)/n]’
0

donde m y n son enteros positivos distintos de cero tales que n — m > 2.

Indicacién: puede ser 1til considerar un camino como el de la figura 12.4.
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21 /n

Figura 12.4: Camino cerrado

Problema 12.5. (a) Sea f(z) una funciéon holomorfa en C tal que f(z) ¢ R_ para todo z € C,
pruebe que
Alog|f(2)| = 0.

(b) Si suponemos ahora que |f(z)| es el producto de una funcién de = y una funcion de y,
muestre que

|f(2)| = e?@*4W) donde p y ¢ son dos polinomios de grado 2.

Finalmente concluya que

f(2) = exp(az® + Bz + ), donde «, 3 y v son constantes complejas.

Indicacién: utilice la funcion logaritmica compleja, la cual es holomorfa en C\ R_.

(c) Mostrar que la parte (a) es también cierta cuando f(z) es holomorfa en C y solo satisface
que f(z) # 0 para todo z € C.

Problema 12.6. ! Sea f € H(C\ P) donde P = {pi,...,p} es el conjunto de los polos de
f. Supongamos que IM, R > 0, Ip > 1 tales que Vz € C, |z| > R se tiene |f(2)] < M/|z[P.
Definamos ademas la funcion auxiliar g(z) = 7 cot(mwz) f(2).

(i) Dado N > 1, considere el camino Cy de la figura.

(N +3)
CN

N N+ 1

—i(N + %)

IControl 3. Primavera 2002. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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Demuestre que

lim g(z)dz = 0.
Jm § o

(ii) Pruebe que

0o l
Z f(n)=— ZRes(wcot(wz)f(z),pj).

n#p;

(iii) Usando lo anterior, demuestre que

Problema 12.7. Muestre que / _ ST de=m(1— 3 .
oo (22 4+ 1)2

/OO eCLZ B T
o €@+ 1 sin(ma)

Problema 12.8. Pruebe que

Hint: integrar -=— en el rectangulo de vertices + R y +R + 271

e +1
Problema 12.9. ? Sea P(z) un polinomio de grado n > 2 con n raices distintas z1,. .., z,.
1. Prueb R > 0 suficient t d t'/ 1d 2.2":1
. Pruebe que para suficientemente grande, se tiene ——dz = 2mi —.
dD(0,R) P(2) — P'(2)

2. Deduzca que Y = 0.

JlP’ )

Problema 12.10. ? Pruebe que

*®  cosx T
dr = 5 5
e er + e~ 67r/ + 6—7'(/

Indicaciones:

1. Sea I'g el rectangulo de vértices —R, R, R+ mi y —R + mi con R > 0. Sea f(2)
la funcion estudiada en el inciso a). Pruebe que I'p encierra solo un polo de f y que

f(2)dz = we ™2,
R

2. Pruebe que hm f(z)dz = lim f(2)dz =0, donde I'gs y I'r4 son los lados

R—oo

Igr,2 Tra

verticales de F R

2Examen. Primavera 2006. Mateméticas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
3Control 3. Otono 2007. Matematicas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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3. Concluya.

Problema 12.11. * Sean a > 0 y b > 0. Calcule la integral
/ cos(x) de.
o T =)

12.5. Resolucién de problemas

s Solucién Problema 12.1

z+z*1
2

22—z2

(i) Haciendo el cambio de variable sen 26 = ,con z = €? la

integral queda de la forma:

y cosf =

22—2
2r \/sen 20 B /
0 3—5(:089 =13 — 52“1

- _E\[?/Zﬂ 2(5222—6_215)0[2
- _1\F/ z(z—(gﬁ— =)~

Los polos de f(z) = Z(Z_(ﬁvf);(_zl_(@)) son {0,344, 34

consideran los que estan en D(0,1) (abierto), es decir, {0}.

Res(f(),0) = lfm Y2 1
0= 522 — 624 5)
7

5

Por lo tanto, la integral vale 27ri_71\/g (é)

(ii) Se considera la funcion f(z) = #ﬁ;w, cuyo polo en el semiplano superior es

{iv/3} y en el eje real {4}.
ze' iv/3e72V3

Res(f(2).13) = 1—1>Hx1/3 (z— Dz +i/3) (13— 4)(2iV3)

Zei2z 4€i8
Res(f(2).4) = lim oo = T

Por lo tanto, la integral vale:

iv/3e—2V3 + <418

2 (iv/3—4)(2iV/3) 19 ¢

4Control 3. Otoiio 2007. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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= Solucion Problema 12.9 Sea P(z) un polinomio de grado n > 2 con n raices distintas
ZlyeeeyRn.

1. Dado que cada z; es un cero de orden 1 de P, se tiene que z; es un polo de orden
1 de 1/P. En particular P'(z;) # 0, y se comprueba (con 'hdpital, o factorizando

P(z) por z — z;), que 1 1

Ahora, si R > 0 es tal que {z1,...,2,} C D(0, R), por el teorema de los residuos y

1 S|
lo anterior se tiene que / dz = 2mi .
aD(0,R) P(2) ; P'(z)

2. Dado que el grado de P(z) es mayor o igual que 2, se tiene que

1
dz
/6D(0,R) P(2)

~ 1 1
De esto y el inciso a) se tiene = lim (2m’ / dz) =0.
; P'(z;)  R—oo op(o,r) P(2)

— 0 cuando R — oo

s Solucion Problema 12.10

1. La curva I'g solo encierra puntos cuya parte imaginaria esté en (0, 7). El tnico z,
1 .
que cumple esto es 7.

Ademas I'g no intersecta ningin z,, por lo que el teorema de los residuos implica
que

f(2)dz = 2miRes(f, 1m)
T'r 2

Por 1ltimo, el polo es de primero orden, por lo que calculando el residuo se tiene que

eiz 1 )
— =T
2cos(iz)’ 2

1
e 2™

2miRes(f, %m) = 2miRes(

= 2n—
—2sen(—1im)i
e_%

"2

= e /?

= 2

2. Sea I'g el segmento entre R y R + mi. Entonces una parametrizacion de I'p o esta
dada por (t) = R +it, con t € [0, 7].

Entonces
pi(R+it)

1
dz = —————idt
Trs f(Z) < /0 eR-‘rzt + e—R—th
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T s —t+iR
0 € +it +€—R—zt

7 —15+ZR
< /
0

! 1
< . —(t
—/0 |6R+2t+e—R—zt|

Ahora, para el denominador se tiene que

y por tanto
e

6R+zt + e—R—zt

f(z)dz

Iy

|6R+z’t + 6—R—z’t| — 6R|6it + 6—2R6—z’t|
y ademés
1= |€it| S |eit 4 €—2Re—it‘ 4 |€—2Re—it‘
— |6it + 6—2R6—it| + 6_2R
por lo que

|€it 4 €—2Re—it‘ >1— €—2R >

N —

para R grande. (i.e. para R > Ry).
De lo anterior se tiene que

iy 1 T
. —dt < e RBdt = e ™ =0
/0 |eFHit - Rit] T = /0 -

y por tanto
lim f(z)dz=0

R—o0 T2
Para la curva I'g4 entre los puntos —R y —R + mi, se puede parametrizar por
v(t) = —R + ti , por lo que el numerador del integrando también esta acotado

(aparece e 1)y el denominador es el mismo, por lo que la prueba resulta aniloga.

. Sean I'p; y I'r3 los lados inferior y superior de I'p, respectivamente. Se pueden

parametrizar por
n(t) =t
v3(t) =t +im

con t € [—R,R] (notar que I'g3 esta parametrizada en sentido inverso al que le
corresponde en la curva I').

Entonces

R eit
dz = —dt
/I:R,l f(Z) ‘ /;R €t+€_t
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y por otra parte,

R 6it—7r
f(2)dz = / ot
Tr.3 -R e + e
R it
_ €
=e " . —dt
_R etemr + e—te—m

R it
(&
= —e_”/ dt
R et + et

Teniendo en cuenta que f )dz = Z z)dz, del inciso 2) (y teniendo en

Tr,;
cuenta la orientaciéon de F), se sigue que

lfm f(z)dz=(1+eT) /_OO f(z)d=

R—oo Tr

y por el inciso 1) tenemos que

(14+e™) /OO f(2)dz = me™™/?

de donde se tiene

—7r/2 T
/ f 1 T /2 —7/2
+ e~ em i+ e

Por tltimo, dado que ¢ = cos(z) + isen(x), se tiene que la integral que se pide es la
parte real de la que recién calculamos, de donde se concluye.

s Solucion Problema 12.11 Definimos la funcién

1

f(z) =" (22 4+ a?)(2%2 — b?)

Entonces f es de la forma eizg, con p y q polinomios de grado 0 y 4 respectivamente. Los
ceros de ¢ (y por tanto polos de f) son {—ia,ia, —b,b.}, cada uno de primer orden.

Aplicando el teorema visto en clase sobre integrales de este tipo de funciones se tiene que

. 1 ) ) )
/Re” (22 + a?)(2? — b?) = 27iRes(f,ia) + mi (Res(f, —b) + Res(f,0))

pues ia pertenece al semiplano superior y los dos polos restantes a la recta real.

Calculando cada limite, se tiene que
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Res(f,ia) = lim e

z—1a

1 o 1 B +i

Res(f,b) = lim e

—b (224 a?)(z+b)

y

Res(f, —b) = lim e

(z n ia)(22 — b2) o (2@’@)(—@2 b2) 2a(a2 + b2)7
1 i 1 — ) !
= OO g
. b —1

z——b

(224 a?)(z—b)

— = (cos(b) —isen(d))

(b2 + a?)(—2b) 2b(a® + 12

Teniendo en cuenta que cos(z) = Re(e™®) para todo x € R, se tiene que

cos(x)
Lo

Re/ﬂf @+ @)= P
Re [2miRes(f, ia) + mi (Res(f, —b) + Res(f,b))]

1 1 1
s g T g

—2me™

Por dltimo, teniendo en cuenta que el integrando es una funcién par, se concluye que

cos(z)

1 1

/OOO (2 + a?) (2% — b?)

d[lf = —Te m — Wsen(b)m.
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Capitulo 13

Series de Fourier

13.1. Definicion

Resulta fundamental, para el posterior analisis de ecuaciones en derivadas parciales, la nocion
de lo que es una serie de Fourier.

Definicién 13.1.1. Sea [ : [—(,{] — R wuna funcion continua (basta continua por trozos).
Diremos que f admite un desarrollo en serie de Fourier en [—(, (] si existen escalares ag,ay, ...
y by, b, ... tales que

flz) = S f: [an cos (?) + b, sen (%)] , Vo e [—(, (]

2
n=1
— % + Nl—ig-looi [an cos (n_;rx) + by, sen (n_;mc)} , Vr € [—L,{]

Este tipo de Series surge como respuesta a la siguiente pregunta: ; Podemos expresar una funcion
continua como una combinacion lineal (eventualmente, como una serie infinita) de funciones
sinusoidales de frecuencia cada vez mayor? Si esto es posible, ;como se obtienen los coeficientes
en términos de f(z)?

Para responder a esta tultima pregunta, supongamos que f admite desarrollo en serie de
Fourier y escribamos la serie en forma compleja. Recordemos que

eai + e—ai

cCoOSsy = —————
2

6ai _ e—az’
Sen o = .
21

Luego si f(x) admite un desarrollo en serie de Fourier, entonces podemos reescribir este desa-

181
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rrollo como

ad 1 inmTT 1 —inTT
f(x) = % + Zl [5(% —iby)e T + §(an + ib,)e ¢
~ (13.1)
_ Z Ckelk;m
k=—o00

C, — %(ak—zbk) Sik‘Zl
ke %(ak+zbk) sik < -1

Para determinar los coeficientes complejos, podemos proceder, al menos formalmente, como

T

sigue: fijamos ko € Z y multiplicamos la ecuacion (13.1) por e e integramos en el intervalo

[—¢, (] para obtener

¢ ikgmx > ¢ ikmx ikgma
/f(x)e_ ‘ d:c:ZCk/efe_f dx
—¢ Pl —¢

i(k—kg)mx

0 ¢
= 20Cy, + Z Ck/ e ¢ dx
—L

ktko

pero notemos que para k # kg

¢ i(k—ko)ma / i(k—kg) T
e £ = ——€ £
—¢ ’L(]{? — ]{70)7'('

donde hemos usado el hecho que sen(kw) = 0, y por lo tanto

¢

—ikgwé

1/
Ciko = — td
Ahora podemos regresar a los coeficientes reales. Primero, es claro que

¢
agp = 2Cy = %/ f(z)dx
—

Sin > 1 entonces:

y en consecuencia
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Observemos que de las relaciones de ortogonalidad

¢
; ; 0 sin#m
nmTx _zmTrz

/ele fda::{

20 sin=m

—¢
se deducen las correspondientes relaciones

sen (@) sen (?) dr = {O sin #m

14 { sin=m

el\%e\

12 14 { sin=m

oS (@) cos (mmc) dr = {0 sin#m

Lan L—=~

sen (222 cos mre dr =0 Vn,meZ
() s ()

Recapitulando, si f es expresable en serie de Fourier entonces

00 1 / ' |
f(l’) = Z [?ﬁ /_Z f(f)e’kﬂf/zdé} 6Zk7rx/€

k=—o00

Dadas dos funciones integrables f,g : [—¢,¢] — C que supondremos ademas de cuadrado

¢
integrable, es decir [ f2(t)dt < co y lo mismo para g, definimos
—¢

(f, 9o = / @

Notemos, que dada la definicién anterior, se cumple que

¥ ¥/
o f) e = / @) - / W@azo

De esta forma tiene sentido definir

£l = A/ e = ( / Z |f(fv)\2d:v) 1/2.

En el caso de la exponencial compleja de la serie de Fourier

ik ¢ ikmx —ikmx 1/2
lle 7 ||z2 = et e ¢ dx = V2
-/
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Luego, los coeficientes de Fourier (en su forma compleja) pueden reescribirse como

1 1kﬂz
Ch=—r < >
k ||ezkzrx||%2 f? 12

y por lo tanto, la descomposiciéon de f viene dada por

zkwx
ik

1kﬂz

1kﬂz

' M

|L2 le” e || 2

Ademés, se tiene que para k # j

¢
ik iy é&ﬁ:ﬁlﬁf
<e€,ef>:/efdx:0.
L? )

Notemos la analogia con R™ al momento de descomponer un vector £ en una base ortogonal

{e1,...,en}

donde la base cumple
<ek>6j> :Oa Vk#]
Asi, la serie de Fourier de f, en forma compleja, se puede interpretar como una generalizacion

de la descomposicion en una base ortogonal, pero aplicada a una funcién en lugar de un vector
estandar en R".

13.2. Convergencia

Aunque supusimos que f es continua, en realidad basta que sea integrable para que los
coeficientes de Fourier estén bien definidos. Dada una funciéon f integrable en [—/¢, ], definamos

S I N
Sy(x) = lim S¢ (),
cuando el limite exista, con
Sf —I—Za,wos( )—l—b sen(m;$>,
donde los coeficientes se calculan como antes, es decir
/ f(z cos )dm
=7 /_éf(x) sen (nLJC)d:C

Bajo condiciones apropiadas, es posible asegurar la convergencia de la serie.
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Ejemplo 13.2.1. Consideremos el caso particular de una funciéon f(x) con periodo 27 (i.e.
¢ = m) que es continua con primera y segunda derivadas ambas continuas. Al integrar por
partes el término a,, se tiene lo siguiente:

/f cos(nz)dz _ f(@)sen(nz) |~

nm

L f'(z) sen(nx)dx

- nim

El primer término del segundo miembro es cero. Al integrar otra vez por partes se obtiene

5 / f"(z) cos(nz)dx
-7 n

El primer término del segundo miembro es cero debido a la periodicidad y la continuidad de
f'(x). Puesto que f” es continua en el intervalo de integracion, se tiene

f'(x) cos(nx) |~

n2m

Ay =

/()] < M,

para alguna constante M adecuada. Ademas, |cos(nz)| < 1. Se sigue que

la,| = ‘/ 1" (x) cos(nx)dx /Md

De manera similar, |b,| < 271_1\2{1 para todo n. Por lo tanto, tenemos que para todo x y para cada
par N >1, M > 1,

N+M N 1 1 1
1577 (@) = S5 ()] §4M<(N+1)2+(N+2)2+”'+m>'

Como Z < 00, de aqui se deduce que (S }V ())n>1 es de Cauchy y por lo tanto convergente.

Una vez que se tiene la convergencia de la serie de Fourier S¢(z) € R, la pregunta natural
es si podemos asegurar que Sy(x) = f(x) para cualquier z € [—/,/]. Una respuesta completa
a esta pregunta va més alld del alcance de este apunte. Nos contentaremos con enunciar sin
demostracion algunos resultados que abordan este punto al menos en forma parcial.

Un primer resultado que establece una relacion asintotica entre la funcion f(z) y las sumas
parciales de su serie de Fourier es el siguiente:

Proposicion 13.2.2. Si f es de cuadrado integrable, se tiene que S}V — f en media cuadratica:

¢
/[f(x) - S}V(x)]zd:c — 0 cuando N — 0.
“

El resultado anterior no permite relacionar directamente el valor de S (z), si existe, con f(x)
para un punto z dado. Un resultado bastante general en este sentido es el siguiente:
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Teorema 13.2.3. Si una funcion f(x) es continua por trozos en el intervalo [—{, €] y con
derivada por la izquierda y por la derecha en todo punto de (—¢, (), con derivada por la izquierda
en x = { y por la derecha en x = —{, entonces la serie de Fourier de f(x) es convergente para
cada x € [—L,{]. En los extremos del intervalo se tiene

1
Si(l) = Sp(=0) = () + f(=0)].
Para x € (—(,0), el valor de la serie es f(z), salvo en algin punto xo en el que f(x) es

discontinua, donde el valor de la serie es el promedio de los limites por la izquierda y por la

derecha de f(x) en x.

Cuando la funcion f(z) es suficientemente regular, es posible asegurar convergencia uniforme:

Proposiciéon 13.2.4. Si f es derivable en [0, 0] y f({) = f(—{) entonces f = Sy en [—(,{].
Si ademds f' es de cuadrado integrable la convergencia de S}V hacia f es uniforme.

Corolario 13.2.5. Si f : R — R es 2(-periddica de clase C* entonces f = Sy en R y S}
converge uniformemente hacia f.

13.3. Propiedades y ejemplos

Comencemos por notar que si g : [—¢, ] — R es una funcién impar, entonces:

¢ 0 0

/g(x)dx = /g dx—i—/g /

—t —t 0 —t

/e j
0 0

g(— dx—i—/g( )dx

x)|ldz =0

g(— dm+/g

Luego:

(1) Si f es par entonces f(x)sen(*7*) es impar de donde b, = 0, Vn > 1.
Luego, para una funcién par se tiene

Si(z) = % + ian cos (n_;rx) :
n=1

nmwr

(2) Si f es impar entonces f(z)cos("7*) es impar de donde a, = 0, Vn > 0.
Luego, para una funcién impar se tiene

= gbnsen (?) )
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Ejemplo 13.3.1. Desarrollo en serie de Fourier de f(x) = x en [—m,7|. Como f es impar

a, =0 Vn € N, de donde
S(x) = an sennx

y los coeficientes b,, vienen dados por -
b, = 1 jxsennx dx = —icosnx\’;r + 1 / CBNT 1y = —2(—1)”
7r_7T ™ 7T_7T n
Asi, para los primeros coeficientes se tiene
by =2,by = _72,1932 %,64: _TQ,

Es decir
2
S¢(x) =2senx — sen 2z + gsen?)x—l— e

En virtud de la regularidad de f, se tiene f(z) = S¢(x). En particular, se deduce lo siguiente

g:f(g)ZQ[l—%—l-%—..}a

lo que prueba la siguiente identidad:

— on+1 4

Ejemplo 13.3.2. Serie de Fourier de f(z) = 22 en [—1, 1]

Como f es par entonces b, = 0. Luego Sy(z) = % + > a, cos(nwz) donde
n=1

1

2

ag = /xzdm: 3
~1

1

ap = /zz cos(nmzx)dx

1
1
2
— — [ xsen(nwz)dr
., nm
5

1
sen{nmx
_osen(uma)
nm

1

! cos(nmx)
+ / —=dx
—1

nm

—2 | xcos(nmr)

nm nim
-1
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es decir 5 4
ap = ()2 [cos nm + cos(—nm)| = CE (=1)".
En consecuencia
r? = ! + 4 cos(mx) + — cos(2mx) — 1cos(37mﬁ) + 1 cos(4dmz) — 1 cos(brx) +
3 7 4 9 16 25 B

Un corolario interesante de la formula anterior es

11
I+ -+ —+—+...

1_1_{_4 1 1
3 72 49 16 25
es decir
St
2
—~n 6

Por lo tanto

13.4. Ejercicios

1. Encuentra la serie de Fourier de las siguientes funciones:

(a) £(z) = || en [—m,

(b) f(z) = ax en [—m, 7]

(c) f(x) =az®en [—7, 7]
(d) f(z) = az?® en [0,27]

() f(x) = e en [—m,7]

(f) f(x) =|senz| en [—7, 7]
(©

a si—rm<xz<0
f(x)_{b si0 <z <.

0 si —m<z<0
sen(z) si0<z<m.
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3. Dada la funcién f(x) = |z|, encuentre:

(i) Su serie de Fourier en el intervalo [0, 2].
(ii) Su serie de Fourier en el intervalo [—1,1].
(iii) Su desarrollo en series de senos en [0, 1]

(iv) Su desarrollo en series de cosenos en [0, 1]

Indicacion: Para (iii) y (iv) primero extender f de manera adecuada (par o impar) al
intervalo [—1, 1].

13.5. Problemas

Problema 13.1. ! Calcule la serie de Fourier en [—m, 7] de la funcion

f(x):{Q —nm<z<0

6 0<zxr<m

Senale el limite de la serie en cada punto de [—7, 7] y justifique. Deduzca que

. 1+1 1+ o
3 5 7 4

Indicacién: Para calcular la serie descrita arriba evalie la serie de Fourier en un punto ade-
cuado.

Problema 13.2.

Desarrolle en serie de Fourier la funcién

0 si —m<x<0
f(x)_{x si0<x <.

Aplique el teorema de convergencia para deducir:
2

> 1 s
Z(2n—1)2 8

n=1

Problema 13.3. Sea f € C!, 2r-periodica, tal que f027r f(z)dz = 0.

(a) Probar la identidad de Parseval, esto es:

[ =@ )
0 n=1

LControl 3. Primavera 2006. Matematicas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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(b) Deduzca que
/ (x d:):—WZ (n?a? + nb2)
(c) Pruebe la desigualdad de Wirtinger.

- f(x)dx > - 2(z)dx (13.2)

0 0

(d) Pruebe que se da la igualdad en (13.2) si y solo si f(z) = acos(nz) + bsen(nz).

Problema 13.4. (a) Demuestre que la funcion f(x) = cos(z), x € (0, 7), admite el siguiente
desarrollo en serie:

| oo

- n
Z Gt ) sen(2nx)

n=1
indicacién:
2 cos(a) sen() = sen(a + ) — sen(a — [3)
2 cos(a) cos(B) = cos(a + ) + cos(a — )

(a) Pruebe que:

2 1 3 ) 7
7T\[: — + — + ...
16 22—-1 62—-1 102—-1 142-1

13.6. Resolucion de problemas

s Solucion Problema 13.1

a = 2 [7 flx)de=1[[° 2dz+ []6dx] = L[27 +67] =8

an, = L [T f(x)cos(nz)de =

LT % 2cos(nx)da + [I 6 cos(nz)da]
= -L[2(sen(0) — sen(—nm)) + 6(sen(n7) — sen(0))] =0

by = [T f(z)sen(nz)dzx = %[fir 2sen(nz)dz + [ 6sen(nx)dz]
= =1[2(cos(0) — cos(—nm)) + 6(cos(nm) — cos(0))]

nm

= 2RI -(-1)"+6(-)"=1)] =L[1-(-1)"]

£ sin impar
nm
0 sin par
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Por lo tanto la serie de Fourier es:
Sf(i(f) =4 + Z m Sen ((2’L — 1)1’)
i=1

Como la funcion f(z) tiene derivada continua en todo el intervalo excepto en un soélo
punto, sabemos que se tiene la igualdad siguiente

fl@™) + f(=7)
2

Se(z) = Vo € (—m,m)

donde f(x7) y f(z™) representan los limites por izquierda y por derecha respectivamente.

Y ademés N B
y(~m) = 8(m) = LETLAIT)

2
En nuestro caso particular tenemos que
4 r=—7
2 ze(—m0)
Sf (I) = 4 x=
6 ze€(0,m)
4 z=m

Evaluando en z = g tenemos

6 = 4+ 37, grop,sen (20— 1)7/2)
6 = 4+ 25 s (-

o0

1 - 1
N Z(2¢—1)(_1>Z =logt

I
o] —
|~
+



192 CAPITULO 13. SERIES DE FOURIER



Capitulo 14

La transformada de Fourier

14.1. Definicién y el teorema de inversiéon

Sea f: R — R una funcién continua. Es posible demostrar que en este caso, dado ¢ > 0, se
tiene que para todo x €] — £, (|

%)
-k - kmx
= lim E C’ke A E Ck6Z ¢
N—>+oo
k=—00

donde ,
]_ -k
— 5 | 1o e, aec
20 ],

. Qué ocurre cuando £ — +o00?

Reescribamos lo anterior de la siguiente manera

-y %/ L VR )
k=—00

Definimos

ng / f z(w ysdy

De esta forma, f se escribe

()3

()47 53]

Esta tltima expresion puede verse como la suma de Riemann de la funcién g, sobre (—oo, 00)
con un paso A = 7. Es claro que si £ — oo entonces el paso de la particion A = 7 tiende a

1 (S)
2m 2 0
k=—o0
1 )
= o _z:

193
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cero. Por otra parte, se tiene que:
{—
0ras) X guls) = [ )y,

Es razonable esperar que las sumas de Riemann de g, se aproximen a la integral ffooo g(s)ds.
De este modo deducimos que

1

—/ g:(s)ds donde g,(s / f(y)e@vsdy (14.1)

fla) = o

Lo anterior no se hizo rigurosamente pues las sumas de Riemann corresponden a funciones que
dependen de ¢ y no a una funcién fija. Sin embargo, bajo ciertas condiciones se puede demostrar
que la convergencia g, — ¢, cuando [ — 00 es tal que permite justificar lo anterior de manera
rigurosa. Esto va mas alla de este apunte.

Asi, formalmente tenemos que:

f(x) = % /_O; [/_C: f(y)ei(x_y)sdy] ds
_ % : e[ /_ Z f(y)e—iwdy} ds

e I

Este desarrollo motiva las siguientes definiciones:

Definicion 14.1.1. Sea f: R — C una funcion integrable (i.e [~ _|f(y)|dy < oo). Se define la
transformada de Fourier de la funcion f como

f: R—C
= = g [ vy .
Sea g: R — C otra funcion integrable. Se define la antitransformada de Fourier de g como
g R—-C
x— g(z) \/_/ Ve ds (144)
27

Notacién. Otras notaciones habitualmente usadas para la transformada de Fourier f (s) son
las siguientes: T'f(s) y F f(s). Del mismo modo, para la antitransformada se usa ademas de

g(x): Tg(x) y Flg(x).
Aceptaremos sin demostracion lo siguiente:

Teorema 14.1.2. Sea f: R — C una funcion integrable, entonces su transformada de Fourier
Tf = f esta bien definida y resulta ser una funcion continua.
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En términos de estas definiciones, la formula (14.1) puede expresarse de acuerdo al siguiente
resultado:

Teorema 14.1.3 (de inversién). Sea f: R — C una funcidn integrable y supongamos ademds
que Tf = f: R — C es integrable. Entonces se tiene que si f es continua:

[(@) =TH(Tf)(x) = ()
es decir - -
f(z) = \/%7? /_OO e'es {\/% /_OO f(y)e_iysdy] ds (14.5)
Corolario 14.1.4. Si f,g: R — C son continuas, integrables y f = g, entonces f = g.

Observacién 14.1.5. T y T~! son lineales. Esto se desprende directamente de la linealidad de
la integral.

14.2. Propiedades fundamentales

14.2.1. La transformada de una derivada

Proposicion 14.2.1. Sea f: R — C una funcion integrable con derivada f': R — C también
integrable (o sea f y [’ poseen transformada de Fourier). Entonces

A ~

f'(s) = isf(s) (14.6)

Demostracion. Para demostrar la proposiciéon anterior, primero es necesario probar lo siguien-
te:

Lema 14.2.2. Si f es continua en R y tal que f, f' son integrables en R, entonces

lim f(z) =0

r—+o0

Demostracion.

Lo hacemos para x — +oo. Como f’ es integrable, la integral fooo f'(x)dz también converge.
Esto nos permite afirmar que f(z) converge cuando x — +o00. En efecto, se tiene

lim f(z) = lim (f(z) — £(0)) + £(0) = lim Oxf’(t)dtJrf(O) eC

r— 00 Tr—0Q0 r— 00
Por otra parte, si el lim |f(x)| > 0, f no podria ser integrable en R. Luego necesariamente
r— 00

lfim f(z) =0

r—00
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Continuando con la demostracion de la proposicién, en principio tenemos

~ 1 +o0 . 1 L .
"(s) = — "()e " dxr = lim —/ "(x)e """ dx
P == [ 1w A= @)

Integrando esta tltima integral por partes y teniendo en cuenta la continuidad de f, resulta

L L
/ f'(x)e "™ dx = f(x)e_isx‘fM —I—/ f(x)ise " dx
M -M

= (f(L)e_“L — f(—M)eiSM) +is /_M f(z)e " dx

El lema anterior garantiza que lo que esta entre paréntesis tiende a cero mientras que la integral
del segundo sumando converge a f(s)v/2m. De esta forma queda probada la proposicion.

|
Corolario 14.2.3. Sea f: R — C una funcion integrable, k veces derivable, tal que f*): R — C
también es integrable, es decir f, f', f",...., f®) poseen transformada de Fourier. Entonces

F®(@)(s) = (is)* f(s)

Ejemplo 14.2.4. |[Resolucion de una EDO| Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria:
3" +2 +y = flo), (14.7)

donde f(z) es una funcién conocida, continua e integrable en R.

Apliquemos transformada de Fourier

3y" + 2y +7 = f(s)
(—3s% + 2is + 1)(s) = f(s)

y concluimos que

A

o f(s)
ils) = —3s2+2is+ 1

Aplicando antitransformada

y(x) =T71(4(s))
_ -1 JE(S)
=T (—352+2is—|—1A>

L f(s)
= — e ds. 14.
V2m /_OO ¢ B r2is+1 (14.8)

Para una funcion f = f(x) particular se hace el calculo explicito de esta integral cuando sea
posible.
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14.2.2. El teorema de convolucion

Definicion 14.2.5. Dadas f, g integrables, definimos el producto de convolucion de f y g me-
diante

(Fro)e) = [ f-vawis= [ o) swiy
Teorema 14.2.6 (de convolucion). Sean f, g: R — C funciones integrables. Entonces se cumple
que
fg(s) = f(s)g(s)v2m (14.9)

o bien en forma inversa

T (f()4(9)) (x) = —==(f * 9)(2) (14.10)

vl
=)

Demostraciéon. Un célculo directo proporciona:

—_—

Fea) == [ ey

_ # / ‘: =7 Z F(y — €)g(€)dedy

Aplicando el teorema de Fubini para intercambiar el orden de integracion se obtiene

TE(S):% / % () / o9 f(y — €)dy dé
Vari(s) ’
A~ +OO . A
— f(s) / e g(€)dE = VIR ()3(s)

14.2.3. Compendio de propiedades de la transformada de Fourier

» Linealidad - R
af +0g=af + 59

= Traslacién en espacio

—

fx —a)(s) = e f(s)

s Traslacion en frecuencia

—

eir f(z)(s) = f(s = so)

s Modulacion

=
8
~
92]
@D
=
g
o
o
w
~
I
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Cambio de escala

—_— 1 A
flan)s) = rif () a#0
» Inversion del espacio (o del tiempo)

Convolucion

s Derivaciéon

de esto ultimo se deduce que

—

14.3. Ejemplos

Ejemplo 14.3.1. Calcular la transformada de Fourier de
flz)=e™

Tenemos que f(z) es integrable més atn [* f(z)dz = /7 y es una funcion positiva. Por
definiciéon
)= / e ey
V2T

2
—(zt i)
@+3)" =T dy

"

an 2

\/E

Llamemos [ a la integral I = ffooo e@+3)’dz. Para calcularla consideremos el siguiente camino

(ver figura 14.1) y la funcion definida en el plano complejo f(z) = e=*" la cual es holomorfa por
ser composicion de funciones holomorfas. Entonces

4
0 :7{ e dz = Z/ e dz.
Cr j=1/Ck

Para cada uno de los segmentos de este camino tenemos:
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—_

1.
2 -k - 5\2
/ e *dz :/ e~ (@ Hi3)" gy
cL R
R
- _/ e 8 dy
“R
2.
2 0 2 \2
/ e *dz :/ e~ (TRE i dy
Ch 5
_ _Z/i e—(—R+zy) dy
0
3.
2 R 2
/ e’ dz:/ e “dx
c3 -R
4.
/ e dz = i/§ e~ () gy
ct 0

Notemos que

S
. _p2 2 2 . .
= je B / eY [e 2Ry _ oi2Ry dy
0

s

3
= 26_R2/ e’ sen(2Ry)dy.
0

199
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Esta tdltima igualdad implica que

/e_Zde+/ e dz
Ch Ch

o .2
Tomando limite cuando R — oo en an e *"dz se deduce que

—/ e_(x+i2s)2dz+/ e dr =0

< 26_R2/ eV’ dy Bz,
0

y por lo tanto

En consecuencia

Ejemplo 14.3.2. Sia € R\ {0} y g(z) = f(az) entonces

. 1 ./s

9(s) = —f (—) (14.11)
Demostracion.

—ZSZ‘ d
g s \/ 2T / v

—zsxf ax) xr

“ 7 L

Haciendo el cambio de variables y = ax

gS \/ﬁ/ ZSf
{ e e ) a0
L4 o st fy)dy sia <0

1

Lf(2) sia<O0
1 /s
)
jal” \a
|
Observacion 14.3.3. Tomando a = % y f(x) =e™™ tenemos
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y luego
i(s) = V2f(v/29)
1 (vV2s)?
— \/5—6_ 4
V2
2
=e 2

Algunas transformadas de Fourier se resumen en la cuadro 14.3.

Ejemplo Funcioén original Su transformada de Fourier
# f(z) f (8)
1 e x>0
0 =<0 Vor
2 el q >0 \/7
2452
3 e_“x2, a>0 _fTa

—\/_
1 2
4 - nd
R a>0 \/;
ko |z| <a \/5 sen(as)
—k
0 || >a s s

Cuadro 14.1: Algunas transformadas de Fourier

e~alsl

QIP—‘

at

14.4. Ejercicios

En cada caso demuestre que la transformada de Fourier es la funcion indicada:

e s10<zx A 1 1

2 f(:)s):{ 0 siz<O0 :f(s):\/?l—l—is'
3. flz) = a>0 = f(s) \/za el

[k |z|<a 2 sen(a
4 f(x)_{O lz| > a \/;k

201
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1 P 2
= — = — _‘SI
5. f(z) 2 = f(s) \/;e .

14.5. Problemas

Problema 14.1. Calcule la transformada de Fourier de f(z) = cos(mx)/[z® — 2* + 4z — 4].

Problema 14.2. [Identidades de Plancherel y de Parseval]

(a) Demuestre, usando transformada de Fourier, la identidad de Plancherel:

/_ Z F()g(@)dy = J% / : F()5(s)ds

(b) Deduzca la identidad de Parseval:

[ itk = [ 1) s

A~

Suponga que las funciones f, g, f, § decaen lo suficientemente rapido en infinito de modo
que todas las integrales que aparezcan sean convergentes.

Problema 14.3. [Teorema de Shannon|
Una funcién f se dice de banda limitada a sg si para su transformada de Fourier se cumple

A~

f(s)=0, Vs, |s|>s0>0

Teorema (Shannon) Sea f : R — R una funcioén continua tal que existe su transformada de
Fourier de banda limitada a sy entonces

B i sen so(z — nL)
fla) = 3 fonn) S,

n=—oo

donde L = 10

S

Demuestre el Teorema de Shannon usando los siguientes pasos:

(a) Considere la familia de funciones ¢, dadas por

G.(s) 0 si |s| > so
S) = _1 —inns
" 25y %e 0 sis] < s

y demuestre que la Transformada inversa para cada una de estas funciones esta dada por:

V280 sen(sgx — nm)

2w Sor — NT

¢n(x> =
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(b) Demuestre que la familia {¢,(s)} es una familia de funciones ortonormales, es decir, que
el producto interno para funciones complejas entre ¢, (s) v ¢.,(s) es cero si n # m y es
uno si n = m.

(c) Muestre que la familia {¢,(s)} permite escribir la funcion f como una serie de Fourier,
cuyos coeficientes estan en funcién de muestras de la funcién en intervalos de largo L, y
concluya.
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Parte IV

Ecuaciones en Derivadas Parciales
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Capitulo 15

Ecuaciones lineales de segundo orden

15.1. Ecuaciones parabodlicas y fen6menos de difusion

15.1.1. Conduccion del calor en una barra unidimensional

Consideraremos el problema de la difusion de calor en una barra delgada que se encuentra
perfectamente aislada por su superficie lateral.

Si la barra es lo suficientemente delgada como para suponer que la temperatura es constante
sobre cualquier seccién transversal, el estado del sistema esta descrito por una funcioén escalar
u = u(t,x), la cual proporciona el valor de la temperatura de la barra al instante ¢ y en la
posicion longitudinal z.

Supondremos que u(t, ) y todas las otras funciones que utilizaremos son tan regulares como
sea necesario para que ciertas expresiones que involucran sus derivadas estén bien definidas.

Es bien sabido que, en un cuerpo térmicamente conductor, el calor fluye desde las zonas de
mayor temperatura hacia las de menor temperatura. Mas atn, de acuerdo a la ley de Fourier,
la rapidez a la cual el calor fluye entre zonas contiguas es proporcional a la diferencia de
temperaturas por unidad de longitud, y el factor de proporcionalidad depende de las propiedades
conductoras del cuerpo en cuestion.

Asi, en el instante ¢, la rapidez con que el calor () fluye desde un punto x hacia uno a su
derecha, digamos = + dx con dx < 1, puede aproximarse por

dQ

u(t,z) — u(t,x + ox)
o~ k(x)

Sx ’

donde k = k(z) > 0 es un coeficiente de conductividad térmica que depende del material del
cual estd hecho la barra. En el limite se obtiene

dQ )
o= k(:);)( — lim

dr—0 ox

= —k(x)%(t,x).

u(t, z + ox) — u(t, x)) ou

Notemos que d@/dt > 0 cuando %(t, x) < 0. Esto es consistente pues si %(t, x) < 0 entonces
la temperatura es (localmente) decreciente, de modo que su valor es menor a la derecha del

207
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punto z, y por lo tanto el calor fluye hacia la derecha. Analogamente, si %(t, x) > 0 entonces
el valor de la temperatura es mayor a la derecha del punto z, y por lo tanto el calor fluye hacia
la izquierda, esto es, dQ/dt < 0.

Sea (x1,z3), con x; < Tz, un intervalo de observacion correspondiente a una secciéon longi-
tudinal de la barra. Sea (t1,t3), con t; < 3, un intervalo correspondiente a un lapso de tiempo.
Como la barra estéd térmicamente aislada por su superficie lateral, el intercambio de calor sélo
ocurre a través de los puntos extremos 7 y xo del intervalo (z,z3). En virtud de lo anterior,
la cantidad neta de calor ()1 que entra a la seccion (x1,z2) en el lapso (t1,t2) esta dada por

b2 Ju ou
= —k —(t k —(t dt.
Q= [T h) Gt ) + k) 5 )
Pero, usando el teorema fundamental del calculo, podemos escribir

k:(xg)%(t,xg) _ k(xl)%(t,xl) _ / % [k(x)g—Z(t, )] da,

Yy en consecuencia
2 rr2 g ou
Ql_/tl /xl %[k(x)a—x(t,x)}dxdt.

Al interior de la barra puede haber una fuente de calor, cuya tasa de produccion de calor
por unidad de tiempo y de longitud estd dada por una funcion F' = F(¢,z). Por lo tanto, la
cantidad neta de calor producida en el segmento (x1,z2) durante el lapso (t1,ts) esta dada por

to x2
Qs = / / F(t,x)dxdt.
t1 T

Por otra parte, la cantidad de calor que entra al segmento (x1, z3), junto con el que se produce
en su interior, provocara un cambio en la distribucion de temperatura sobre dicho segmento en
el lapso de tiempo que va de t; a t5. La cantidad de calor por unidad de longitud necesaria para
un cambio du = u(ty, r) — u(ty, ) de la temperatura en el punto x esta dada por

c()u(ty, ) = u(ty, )],

donde el factor de proporcionalidad ¢ = ¢(x) > 0 es la capacidad calorifica especifica'. Luego,
la cantidad de calor total necesaria para el cambio de temperatura en el segmento (1, ) es

Qs — / (@) [ulte, 7) — u(ty, 2)]dz = / o(z) /: g—?(t,x)dtdx,

y éste debe ser igual a la cantidad neta de calor que entra y que se produce en el segmento
(x1,x9) durante el lapso (t1,1,), esto es,

Q3 = Q1+ Q2.

!Densidad de capacidad calorifica por unidad de longitud.
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Mas explicitamente,

// St a)dadt = // [&E ( )]+F(t,x)] dxdt.

De la arbitrariedad de los puntos z; < x5 v t; < t, un argumento clasico de localizacion
permite concluir que u = u(t, z) necesariamente satisface la ecuacion en derivadas parciales

o) = g5 M0

Si la barra es de material homogéneo, es decir, k(x) = k y c¢(z) = ¢ se obtiene

| +Fet.2).

Ut = QUgy + f(ta Zlﬁ'), (151)

donde o = k/e¢, f = F/c, y, con el fin de simplificar la notacion, hemos utilizado las notaciones
ou 0%u
Up "= ——, Upp = —.
T Ox?

Al coeficiente o > 0 se le llama difusividad térmica del material.

15.1.2. Conduccién del calor en un cuerpo

En esta seccion deduciremos la ecuacién del calor en el caso general de un material ocupando
una cierta region @ C R3, que suponemos abierta y no vacia. Denotemos por u(t,x,vy, z) la
temperatura del material en el punto (x,y, z) € Q y el tiempo t. Supondremos que la funcion

u:[0,T] xQ—R

es suficientemente regular.

Un modelo sencillo pero valido en muchas situaciones, conocido como la ley de Fourier,
supone que la cantidad de calor Q) que atraviesa un elemento de superficie d A orientada segtn
el campo de normales n, en un lapso de tiempo dt viene dado por

@:—k‘Vu-ﬁéA,
ot
donde
Vu = gm ,
au
9z

es decir Vu es el gradiente de u con respecto a las variables espaciales. £ > 0 denota el coeficiente
de conduccién térmica del material. Observemos que dado que k es positivo, el calor fluye de
zonas de alta temperatura a zonas de baja temperatura, pues —Vu es la direcciéon de méaximo
descenso de la funciéon u.

2Por ejemplo, considere to y 2 como variables y derive la expresién con respecto a ty y T2 sucesivamente,
“eliminando" asi la integral temporal primero y la espacial después.
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Frio

Calor

Sea w C (Q, es decir, W = w U dw C €2, y realicemos un balance de calor en esta zona,
suponiendo inicialmente que no hay fuentes de calor dentro del cuerpo. De acuerdo a la ley de
Fourier, la cantidad de calor que fluye a través de la frontera de w hacia el exterior (flujo neto
de calor que sale de w) viene dado por

ot
ow
—//kvu-dﬁ,
ow

—//kvu-dﬁ.
Ow

Por otra parte existe una relacion entre la cantidad de calor ¢ almacenada en el elemento de
volumen 0V y la temperatura en esta region:

y haciendo 6t — 0

qg=cupdV,
donde ¢ es el calor especifico y p es la densidad del material. Derivando con respecto a t se
deduce que la variacion de la cantidad de calor por unidad de tiempo en oV es
0q ou
— =cp—0V.
ot~ ot

De este modo la variaciéon de calor almacenado en w por unidad de tiempo es

a = I s

Si no hay fuentes de calor en ) entonces la variaciéon de calor en w por unidad de tiempo es
igual a la cantidad de calor que entra en w por unidad de tiempo. De lo anterior se obtiene

///cp—dV 4/kvu-d§.

Por el teorema de la divergencia de Gauss

4 / kVu - dS = /w / / div(kVu) dV,
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/w / / (cp% - div(kVu)) dvV = 0.

Esto ultimo es valido para todo w CC 2. Por un argumento de localizacion, si todas las funciones
en el integrando son continuas, se concluye

y se deduce que

cpz—iz —div(kVu) =0 sobre [0,7] x €,

que es la ecuacion del calor para un cuerpo general. Si el cuerpo es homogéneo, es decir
c(x,y, z) = co, p(x,y,2) = po y k(x,y, z) = ko entonces

8u ]{?0 .

Definiendo o = Cé% y recordando que

Pu Pu  Pu

div(Vu) = Au = 92 + e + 552

llegamos a la ecuacion del calor para un cuerpo homogéneo

% —aAu =0 sobre [0,7] x Q, (15.2)

donde o > 0 es una constante. Aqui A es el operador Laplaciano con respecto a las variables
espaciales.

La ecuacion del calor se complementa con condiciones de borde adicionales, que seran expli-
citadas en la seccion 15.4.

Cuando en el interior del cuerpo hay fuentes distribuidas generadoras de calor, esto suele
modelarse mediante una funcién densidad por unidad de volumen

f:00,T] x Q2 — R,
(t7l" y7 Z) - f(t’ x7y7 Z)’

de modo que el calor instantaneo generado en una subregion w C €2 esta dado por

///f(t,?) av(r).

Suponiendo que f es continua y retomando lo que se hizo anteriormente, se deduce que

pc% —div(kVu) = f en [0,T] x Q,

en el caso general no homogéneo. En el caso homogéneo

N au=— o1 x 0
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15.1.3. Expansiéon de un gas en un medio isétropo y homogéneo

Supongamos que un gas ocupa una region porosa 2 C R? en la cual se mueve de puntos
de alta concentraciéon a baja concentracion, proceso que se denomina difusion. Denotemos por
u(t, x,y, z) la concentracion del gas en el instante ¢ y el punto (z,y,z). Entonces bajo la ley
de Nernst y suponiendo que el material es homogéneo e isotrépico, se puede verificar que u
satisface

uy = a’Au en €, (15.3)

donde a es una constante. La ley de Nernst es analoga a la ley de Fourier para la conduccion
de calor.

15.2. Ecuaciones hiperboélicas y fen6menos oscilatorios

15.2.1. Oscilaciones de una cuerda

Consideremos una cuerda elastica de longitud L sometida a una cierta tensién y cuyo mo-
vimiento se confina a un plano. Modelaremos la cuerda como una curva y por simplicidad
supondremos que ésta se puede representar en cada instante ¢ como el grafo de una funcion
u(t,-) : [0, L] — R, es decir, u es una funcién de dos variables

w:[0,7] x [0,L] — R.

Con el objeto de simplificar la derivacion de la ecuacion que satisface v haremos los siguientes
supuestos:

1. las oscilaciones de la cuerda son pequenas y cada punto de ésta se mueve verticalmente,

2. la cuerda esté sometida a una tensién cuya componente horizontal 7 > 0 es constante y
uniforme

3. las fuerzas de friccion pueden ser despreciadas,

4. en una primera aproximacion despreciaremos el efecto de fuerzas externas como la grave-

dad.

Dado = € (0,L) y dx > 0 denotemos por « el angulo entre la cuerda y el eje x en el punto
(x,u(z)) y por o el angulo en (x + dz,u(xr + dz)). Llamemos 71 a la tension de la cuerda en
(x,u(z)) y 7 ala tension en (x+0x, u(x+d0x)). Realicemos un balance de fuerza en el segmento
de cuerda correspondiente a (x,z + dx). Como suponemos que el movimiento de la cuerda es
vertical no hay aceleracion horizontal, es decir

Ticosa = Tpcosa = T. (15.4)

Por otro lado, en la direccion vertical

o, , 0%u
Tesina — mysina = pdl —

ot?’
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donde p es la densidad lineal de masa de la cuerda, que supondremos constantes, y dl es la
longitud de ésta entre x y x + dzx. Dividiendo ambos lados por 7 y utilizando (15.4) obtenemos

9%u

p
tana’ — tana = =60l —-. 15.5
T Ot? ( )
Pero tana = g—ﬂx y tana’ = g—g|x+5x, por lo que, dividiendo la ecuacién anterior por dx y
haciendo dx — 0 encontramos
u  pd*u
ox2 T ot2’

donde hemos utilizado % — 1 cuando dx — 0. Si se quiere incorporar el efecto de fuerzas
externas, de manera analoga se puede verificar que u satisface

Uy = gy + F(t, 1), (15.6)

donde ¢ = \/% >0, F(t,z) = 1f(z,t) y f(x,t) es la densidad lineal de fuerzas externas.

Las condiciones adicionales naturales para complementar esta ecuaciéon son de dos tipos:

1. Condiciones iniciales en un instante ¢ = 0 que describen la posiciéon y velocidad de la
cuerda en cada punto x € [0, L]. Es decir,

u(0,2) = up(z) Vr €0, L],

u(0,2) = vo(z) V€0, L].
2. Condiciones de borde sobre los puntos 0 y L.

Observemos que a diferencia de las ecuaciones parabodlicas, desde un punto de vista fisico al
menos, es necesario en las ecuaciones hiperbolicas imponer condiciones iniciales sobre u y ;.

Las condiciones de borde deben reflejar las condiciones fisicas a las que esta sujeta la cuerda
y pueden ser de varios tipos. Por ejemplo, una condiciéon de borde de la forma

u(t,0) =0 Vtel[0,T]
quiere decir que el extremo x = 0 de la cuerda esta fijo a una altura 0. Otro ejemplo es
u.(t,0) =0 Vte[0,T] (15.7)

que significa que el extremo x = 0 esta libre. En efecto, retomando (15.5) con =z = 0 y si
suponemos que la componente vertical de la fuerza neta en x = 0 vale cero, vemos que

02
Tasena’ = pdl gu

ot

Usando que Tpsen o’ ~ 72%| v haciendo dz — 0 resulta (15.7).

‘(SZ‘
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Una tercera posibilidad es

%um(t, 0) Vitel0,T] (15.8)

que modela la situacién en que el extremo x = 0 esta sujeto a un resorte de constante eléstica
k = ht. En esta situacion

u(t,0) =

o2
Ty sen o — (fuerza ejercida por el resorte en x = 0) = pdl atg,
es decir o2
u
Tosena — kuly—g = p 0l —.
? le=0 = Pl 553

Nuevamente, haciendo dx — 0 encontramos (15.8)

15.2.2. Oscilaciones de una membrana

El caso de las oscilaciones de una membrana es muy similar al de las oscilaciones de una
cuerda. Veamos brevemente como encontrar la EDP en esta situacion.

La membrana se modela como una superficie en R? y por simplicidad supondremos que esta
superficie se puede representar mediante una funcién

u(t,z,y): [0,T] x Q@ = R,

de modo tal que en cada instante ¢ la membrana corresponde a la superficie parametrizada por
(x,y) — u(t, z,y). Nuevamente suponemos

1. las oscilaciones de la membrana son pequenas y cada punto de ésta se mueve verticalmente,
2. la membrana esté sometida a una tension superficial 7 > 0 constante y uniforme
3. las fuerzas de friccion pueden ser despreciadas,

4. en una primera aproximacion despreciaremos el efecto de fuerzas externas como la grave-

dad.

Sean (zr,y) € Qy dx > 0, dy > 0. Estudiemos las fuerzas que actian sobre la porcion de
la membrana sobre el cuadrado [z,z + dx] X [y,y + dy|. Haciendo un balance de las fuerzas
verticales y utilizando las mismas aproximaciones que en la secciéon 15.2.1 podemos escribir

(contribucion de las aristas paralelas al eje x) = 7dx <0u‘ _Qu )
Oy ly+oy  Oyly
u du
(contribucion de las aristas paralelas al eje y) = Ty —
0:)3 x40z &r T
Luego por la ley de Newton
0u Ou ou ou ou
56 — 76 ‘ ‘ 5y auly
POTOY 52 ot? - Tor <8y y+0y 8y y) T (0:)3 x40z 817 m)
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donde p es la densidad superficial de masa. Dividiendo por dxdy y haciendo éx — 0y dy — 0
encontramos

Uy = A (Ugy + Uyy) = Au

donde ¢ = /7/p y Au = uy, + uy, es el Laplaciano de u con respecto a las coordenadas
espaciales.

Si hay fuerzas externas actuando en la membrana, andlogamente se encuentra
uy = EAu+ F(t, z,y) (15.9)

donde F(t,x,y) = % flt,x,y)y f(t,x,y) es la densidad superficial de fuerzas externas actuando
sobre la membrana.

15.2.3. Vibraciones longitudinales de una barra

Consideremos una barra delgada de un material elastico de longitud L y supongamos que
el origen esta ubicado en uno de los extremos. Las deformaciones longitudinales de esta barra
las describimos mediante una funcion u : [0, L] x [0,7] — R de modo tal que si una particula
que ocupa inicialmente (en una situacion de equilibrio) la posicion x € [0, L], en el instante ¢
se sittia en x + u(z, t).

Modelando la barra como una familia de N resortes con masas y constantes elasticas idén-
ticas, y luego considerando N — oo, es posible deducir que u satisface la siguiente EDP

Uy = gy + f(z,t) 2 €(0,L), t € (0,T),

donde ¢ > 0 depende de las propiedades de la barra (densidad de masa y constante eléstica), y
f es (excepto por una constante) una densidad lineal de fuerzas externas.

15.3. Ecuaciones elipticas y fendmenos estacionarios

15.3.1. Membrana en reposo

Retomando la seccion 15.2.2; si la membrana esté en reposo de (15.9) vemos que la funcion
u: Q) C R? — R debe satisfacer la ecuacion

Au+ F(z,y) =0 en (15.10)

que se conoce como la ecuacion de Poisson.

En el caso particular cuando F' = 0, se obtiene la ecuacion de Laplace
Au=0 en . (15.11)

Una funcién que es soluciéon de la ecuacion de Laplace se dice una funcion armonica.
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216
Potencial de campo eléctrico

En esta seccion escribiremos & = (1, %2, x3), ¥ = (y1,Y2,y3). El campo eléctrico generado

15.3.2.

por una cantidad finita de cargas ¢; ubicadas en los puntos y; viene dada por

azﬁ:% il U
2 Tney TF= 5l

donde ¢q la permitividad del vacio

J)

Es facil verificar que V x E = 0 y por lo tanto existe una funcioén escalar ¢ : R? — R tal que
E = —Vo.
. . 7

Cuando las cargas se distribuyen continuamente de acuerdo a una densidad volumétrica p(
el campo eléctrico en un punto ¥ cualquiera se puede escribir
Yy, (15.12)

= 1o | o=
x — —
" dmeg S ERTE

Para dar sentido a esta integral supondremos que p : R® — R es una funcién continua y que
p(y) = 0 si ||y]| > Ro, donde Ry > 0 es una constante. Notemos que se trata de una integral

impropia pero convergente (el integrando se indefine en § = 7)
(15.13)

El campo eléctrico (15.12) también proviene de un potencial, es decir

E=—-Vé.

—

Mas atn, se puede dar una férmula ezplicita para ¢
1 1
r)—=——— T T e— d
o0 = 5oz ] =,

Sea w C R3 un conjunto abierto acotado no vacio cuya frontera w es una superficie regular
Queremos calcular el flujo de F a través de dw, es decir
[ 7w [T o=
47?50 |7 — 7
ow
Y qS@) | d7.

Mo\ =

471'80

Utilizando apropiadamente el teorema de Gauss se puede probar que
siyew

// St BT TR S
|7 — 9| 0 siyédw.
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J] B as@ == [[] oz

ow

Por lo tanto

Aplicando el teorema de la divergencia al campo E y recordando (15.13) obtenemos

/w//ﬁﬁdv_g_lo/w//pdvzo
/w// <A¢+E—1()p) v —0.

Como lo anterior se tiene para todo w, se concluye que el integrando debe ser nulo, es decir

es decir

—A¢p = l,0. (15.14)
€0

Notemos que esta ecuacion es una Poisson (15.10) y en ausencia de carga ésta ultima queda
como

A¢p =0
la cual resulta ser una ecuacion de Laplace (15.11).

Hemos visto que estas dos tultimas ecuaciones modelan diversos sistemas fisicos. Lo que
diferencia un problema de otro es el significado fisico de las variables y las condiciones iniciales
y de borde, tema a tratar en la siguiente seccion.

15.4. Condiciones iniciales y de borde

En esta seccion veremos como complementar las ecuaciones en derivadas parciales antes
mencionadas, es decir, daremos condiciones que definen y caracterizan los problemas.

En todos los ejemplos anteriores, la situacion fisica se describe mediante una variable de
estado o funciéon u que puede ser escalar o vectorial y que depende de variables espaciales
x € QCR"(n=1,2063)y en algunos casos u depende de una variable adicional ¢ que se
interpreta como el tiempo. Este es el caso en los problemas que llamamos de evolucién como las
ecuaciones parabolicas de la seccion 15.1 y las hiperbolicas de seccidon 15.2. En esta situacion
supondremos que t € [tg, ).

Las EDP’s se complementan bésicamente con dos tipos de condiciones adicionales:

s Condiciones de borde

Estas condiciones aparecen tanto en problemas de evoluciéon como en ecuaciones estacio-
narias. Hay diversas alternativas segun el sistema fisico que se esté modelando.
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e Condiciéon de borde tipo Dirichlet

Supongamos, para fijar ideas, que 2 C R3 y denotemos por 9 la frontera de este
conjunto. De esta forma, en el caso en que u no depende de ¢ la condiciéon de borde
de tipo Dirichlet viene dada por

u(z,y,2) = g(r,y,2) paratodo (z,y,z) € 9N
y si u depende de t
u(t,z,y,2) = g(z,y,z) para todo (x,y,z) € 9Ny todo t € [ty, T,
donde

g:0Q — R es una funcién conocida

En el caso més general g puede depender del tiempo.

e Condiciones de borde de tipo Neumann

Las condiciones de este tipo se caracterizan por venir representadas de la forma

Vu-n= g:;(t, ) = h(-) sobre 02 Vt € [ty,T]

donde n representa la normal exterior a 2 y donde h: 92 — R es una funcién
conocida (dato). En un caso mas general h puede depender del tiempo.

e Condiciones mixtas

Esta clase de condiciones vienen caracterizadas por combinaciones de condiciones
del tipo Dirichlet y Neumann sobre porciones de la frontera.

Por ejemplo, en el caso de la conduccion del calor en una region Q de R? (ver la seccion
15.1.2), donde u representa la distribucion de temperaturas, la condicion de borde tipo
Dirichlet corresponde al caso en que esta distribucién se conoce sobre la frontera del
dominio. Por otro lado, en la condiciéon de borde tipo Neumann es el flujo de calor puntual
el que constituye un dato pues recordemos que el flujo de calor por unidad de area y tiempo
estd dado por

kv = k2%~ g,
on

donde h : 02 — R es una funciéon conocida y k representa la conductividad térmica.

Condiciones iniciales

En lo que respecta a las condiciones iniciales, éstas tienen sentido s6lo en problemas de
evolucion y se dan en un instante ¢y con el objeto de describir el campo tratado (campo
de temperaturas, campo eléctrico, etc.) en t, sobre todo 2. La condicion inicial viene
tipicamente dada por algo del tipo

u(t()?x? y? Z) = u0($7 y7 Z) \v/(:[:7 y7 Z) E Q?

donde ug : 2 — R es dato.
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Cabe destacar que habra que imponer tantas condiciones iniciales como el orden de la
derivada temporal de u en la ecuacion, es decir, si en la ecuaciéon que describe el proceso
estudiado aparece la segunda derivada temporal de u, se tendra que imponer dos condicio-
nes iniciales. Una de estas serd como la antes mencionada y la segunda usualmente tendra
relacion con la primera derivada temporal de la funcion en el instante ty, por ejemplo

ou
E(to,x,y,z) =wv(x,y,2) Y(x,y,z) €

y asi sucesivamente, donde la funciéon vy es dato.

15.5. Ecuaciones lineales y principio de superposiciéon

Recordemos brevemente la nociéon del principio de superposicién para ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO). Consideremos una EDO lineal descrita por

Ly =0 en un intervalo I = (a,b)

donde L : C"(I,R) — C(I,R) es un operador diferencial lineal de orden n. El principio de
superposicion dice que: “Toda combinacién lineal finita de soluciones de una EDO lineal homo-
génea, es también soluciéon”, es decir

Vey, ca €R, Yy1,92 € Ker(L) = ciy1 + coyp € Ker(L)

o también
Ly;=0,Vi=1,2,..n =L <Zy> =0
i=1

La nocién de operadores diferenciales lineales es facilmente extendible al caso de operadores
actuando sobre funciones de varias variables, es decir sobre funciones u : R” — R. Por ejemplo
consideremos el operador L = A (Laplaciano) que acttia L : C*(R") — C(R") mediante
Lu = Au. En este contexto se amplia la teoria y se puede demostrar que el principio de
superposicion es también valido para las EDP’s lineales.

Al igual que en ecuaciones diferenciales ordinarias las soluciones de una EDP lineal no
homogénea se pueden descomponer en una solucién de la homogénea y una solucion particular.
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15.6. Otros ejemplos de ecuaciones de la fisica

15.6.1. Ecuacion de Navier-Stokes

En dindmica de fluidos, las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto no lineal de ecuacio-
nes en derivadas parciales que rigen el movimiento del fluido en cuestion. Estas se encuentran
considerando la masa, el moméntum y balances de energia para un elemento de volumen infi-
nitesimal en movimiento, sobre el cual se pueden producir tensiones tangenciales (debido a la
viscosidad).

Sea 1(x,y, z,t) el campo de velocidades del fluido y p(z,y, z, t) la presion. Luego la ecuacion
para fluidos compresibles viene dada por

Du - e (=
— = pF ~Vp+pAi+ LV (V-q)
th P p+u u+3 U

donde p es el coeficiente de viscosidad del fluido, F' es la densidad volumétrica de fuerzas
externas (por ejemplo la gravedad), p es la densidad y %f es la aceleracion del elemento de

fluido, también conocida como derivada material, la cual viene expresada por

Di _ di

E—E—F(U'V)u,

o por componentes, escribiendo 4 = (uq, ug, u3), la componente i-ésima de (4 - V)u viene dada
por

N 8Uz 8u2 8u2
[W'V)“L—“l 0w M2y, T,

En los fluidos incompresibles, la ecuacion de continuidad es Vou= 0, y, por consiguiente la
ecuacion anterior se reduce a Da
u —
— = pF — Vp+ pAd.
) ; P pTH

15.6.2. Ecuacion de Schrodinger para una particula

En mecéanica cuantica existe lo que se denomina la dualidad entre ondas y particulas. La
descripcion de una particula viene dada por una funciéon de onda ¥(7,t) que tiene valores en
los nimeros complejos, es decir U(7,t) € C y |U(F,t)|? = U(r,t)¥(r,t) se interpreta como la

funcién densidad de probabilidad de encontrar la particula en la posicién 7 en el instante ¢.

De la teoria de la mecanica cuéntica se deduce que la funcion ¥ debe satisfacer la siguiente
ecuacion en derivadas parciales

m%—‘f@ P = (—;—mAﬁ V(F’)) (7 1) (15.15)

donde h = % con h la constante de Planck, m es la masa de la particula y V' es una funcién

que representa el potencial al cual estd sometido la particula. El Laplaciano en esta ecuacion
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es solamente con respecto a las variables espaciales y por eso la notacion Az Usualmente esta
ecuacion se acompana de la condicion (probabilistica)

// |U (7, t)|* dF = 1.

Notemos que (15.15) representa un sistema de dos ecuaciones reales en derivadas parciales,
siendo las incognitas las partes real e imaginaria de W.

15.6.3. Ecuaciones de Maxwell

En la teoria de electromagnetismo, existen cuatro ecuaciones fundamentales que permiten
visualizar lo que sucede con el campo eléctrico E, el vector desplazamiento D, el flujo eléctrico
J y el campo magnético B. Estas ecuaciones son las ecuaciones de Maxwell, las cuales son

V-D = 0
V-B = 0
. - 0B

. . 0D
B = —
V x M0<J+8t>

donde g es una constante (la permeabilidad del vacio). Estas ecuaciones suelen complementarse
con leyes constitutivas para formar lo que se denomina un sistema cerrado de ecuaciones.

Cada una de estas ecuaciones entrega informacion sobre los campos tratados, por ejemplo de
la tercera ecuacion se puede concluir que B genera E (de donde se deduce la ley de induccion).
De este set también se puede concluir que las lineas de campo magnético son cerradas, el flujo
de B es conservativo y asi sucesivamente.

15.6.4. La ecuacién de superficies minimas

En esta secciéon presentamos una deduccion de la ecuaciéon de superficies minimas como un
ejemplo de una ecuacién no lineal.

La ecuacion (15.10) que modela una membrana en reposo se dedujo suponiendo que las
deformaciones son pequenas. Es interesante estudiar la ecuacion resultante sin hacer esta hipo-
tesis, lo que por simplicidad haremos en el caso que no hay fuerzas externas. Supondremos que
la membrana es elastica, que esta en equilibrio de fuerzas y esta sometida a una tension T que
es constante. Con el fin de utilizar esta informaciéon imaginamos que “cortamos” una parte de
la membrana, obteniendo una (pequena) superficie S cuya frontera S es una curva cerrada en
R3. Denotemos por 7 el vector tangente a dS y por 7 el vector normal unitario a S orientado
en direccion del eje z. Dado que (z,y) — u(t, z,y) parametriza S, podemos escribir

_ou

. 1 i

A _
R
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donde

Il = 1+ (52) + (22’
nl| = — — .

ox oy
Orientemos 7 de modo que sea consistente con la orientaciéon de S para el teorema de Stokes.
De este modo el vector

T XN,

apunta fuera de S, es perpendicular a 7 y tangente a la membrana. Sobre S acttia una fuerza
a lo largo de 0S ejercida por el complemento de ésta que viene dada por

T(7 xn).
De este modo, la fuerza neta sobre S que le ejerce el resto de la membrana es
ﬁ:/ T(# x A) dr.
as
Sea é un vector (constante) unitario en R®. Entonces
ﬁ-é:T/ (%xﬂ)-édr:T/ (A x &) - 7dr.
as as

Empleando el teorema de Stokes y la notacion

9
E)
= 5
V= |+
Y
0z
se tiene
//Vx nxeée)-ndA= T// - é)n — ﬁ)é]-ﬂdA
:_T//(ﬁ-ﬁ)( A= -Té- //6
s
Luego

ﬁ:—T//(ﬁ-ﬁ)ﬁdA.

S

Pensando en §,S como una pequena superficie en torno a punto (g, 4o, 29) de drea d A, escribamos
como O F' la fuerza ejercida por el resto de la membrana sobre 4.9, esto es

§F = —T(V - 2)i 6 A 4 0(SA).

Si no hay fuerzas externas actuando sobre la membrana, como ésta esta en reposo la ley Newton
establece que
0F =0
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y por lo anterior

—T(V - )i 6A + o(6A) = 0.
Dividiendo por dA y haciendo 6 A — 0 obtenemos

—T(V - A)n = 0.

Recordemos que v no depende de z, por lo que

= 0 u 0 u
IR I ICA R
" o <w/1+u§+u§>+8y <M1+u§+u§>’

oo o
ox’ “y_ay‘

donde

Uyp =

Luego la ecuacion para u queda

0 Uy 0 U

— |+ = | =] =0. 15.16

Ox («/1+u§+u§> dy <\/1+u§+u§> ( )
Esta ecuacion se conoce también como la ecuacion de superficies minimas.

La relacion entre la ecuacion (15.16) y la ecuacion de Laplace (15.11) es que bajo la hipotesis
de pequenas deformaciones, se puede aproximar /1 +u2 + uZ por 1, y en este caso (15.16) se
reduce a

Au = 0.

15.7. Problemas

Problema 15.1. Sea 2 C R? un abierto conexo por caminos de frontera regular 9Q = 3, U ¥,.
Considere la ecuaciéon del calor en régimen estacionario con condiciones de borde mixtas.

Au=0 en ()
u =Ty sobre ¥ (ECM)
% = —au sobre ¥,

donde v > 0 y T > 0 son constantes conocidas.

(a) Pruebe que en el caso Ty = 0 se tiene u = 0 en todo 2. Indicaciéon pruebe que

// ||u||2dV+a// u*dA = 0.
Q X2

(b) Deduzca que la ecuacion (ECM) posee a lo més una solucion.

(c) Resuelva (ECM) para el caso Q = {7 € R3| a < ||F]] < b} con 0 < a < b, ¥ = S(0,a) y
Yo = 5(0,b). Indicacion: suponga que la solucion tiene simetria esférica.
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Problema 15.2. 3 Una caiieria cilindrica de longitud L y radios a < b, conduce un liquido
a temperatura 77 mayor que la temperatura exterior 7y. Suponiendo conductividad térmica
k constante y simetria cilindrica, se desea determinar el régimen estacionario de temperatura

T(p,0,2) =T(p)-

(a) Para p € [a,b] considere el flujo de calor

B(p) := // kVT - dA
(p)

a través del manto del cilindro de radio p y longitud L, ¥(p) (sin tapas, concéntrico a
la caneria, orientado exteriormente). Use el Teorema de la Divergencia para probar que
®(p) es constante e igual a O (b).

(b) Deducir que pdT'/0p es constante y encontrar una expresion analitica para T'(p) en funcion
de Tl, TQ, a, b.

(c) Probar que ®(b) = 2rLk(Ty — T1)/ In(b/a).

(d) Suponga ahora que la caneria se recubre por un material aislante (conductividad térmica
k conocida) hasta un radio ¢ > b. Considerando la temperatura T}, en la interfaz como un
parametro, use la conservacion de flujo para determinar T, y compruebe que el flujo de
calor ®(b) es menor que en el caso no-aislado.

Problema 15.3. * Una esfera de radio R > 0 posee un ntcleo de radio a < R el cual se
encuentra a una temperatura 7,, mayor que la temperatura Ty de la superficie. Suponemos que
la distribuciéon de temperatura u entre el nicleo y la superficie tiene simetria radial, vale decir
u=u(rt).

(a) Muestre que u(r,t) satisface la ecuacion

ou kO [ ,0u
E(ﬁt) =29 (7" E(Tat)) -

donde k& € IR es la conductividad térmica de la esfera.
(b) Utilizando el cambio de escala u(r,t) = v(r,t)/r, compruebe que la nueva funcion v(r,t)
satisface la ecuacién

ov 0%v
a(rv t) - kW(Tu t)

(c) Deduzca una expresion analitica para la distribucion de temperatura en régimen permanente
(en términos de r, k, a, R, Ty, T,,), v grafique la funcion u(r) que resulta.

Problema 15.4. En una cuerda de largo L que esté vibrando, para cada x € [0, L] y t > 0, la
funcion u(x,t) denota el desplazamiento vertical de la cuerda en el punto x y en el instante ¢.

3Control 2. Primavera 1999. Mateméticas Aplicadas.
4Control 2. Primavera 1996. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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(a) Proporcione una interpretacion fisica o geométrica, segin corresponda, de cada una de
las siguientes funciones:

ou 82u ou

(b) Considere la ecuacion en derivadas parciales que gobierna el movimiento de la cuerda

vibrante de dimension uno: P o
U U
o —(z,t) = 28x2 (x,1). (15.17)

(i) Muestre que u(z,t) = 2sen(2z) cos(2nt) satisface la ecucion (15.17) con ¢ = 7.

(ii) Sean ¢, ¢ : R — R dos funciones de clase C?. Muestre que u(z,t) = ¢(x + ct) +
o(x — ct) es solucion de la ecuacion de ondas (15.17).

(iii) Encuentre las funciones ¢ y ¢ en el inciso (i).

Indicacion: Recuerde que sen( ) +sen(f) =2 sen(“w ) cos(o‘;ﬁ ).

(iv) Siademés u(z,0) = g(z) y %%(z,0) = 0, muestre que

glx+ct)+ gz —ct)
u(z,t) = 5

Indicacion: De las condiciones iniciales, obtenga un sistema para ¢ y ¢.

15.8. Solucién de problemas

Solucion Problema 15.1

(a) Consideremos la ecuacion Au = 0 multiplicando por u y luego integrando se tiene

/// uAudV =0 (15.18)
Q
integrando por partes
///uAudvz//uvu-dﬁ—///vwvudv
Q s} Q

//uVu dA = //uVu dA+//uVu dA
—0+//uVu ndsS
//u—dS——oz!Z/uzd

pero notemos que
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reemplazando este resultado en la ecuacion (15.18) se demuestra la indicacion.

Para concluir, notemos que la ecuacion

// y|vu||2dv+a//u2dA:0
Q P

nos asegura que Vu =0 en Q y u = 0 en 9Q. En efecto como ||[Vu|® > 0 Vz € Q, u? >
0Vz € 99, y o > 0 por la indicacion se tiene que necesariamente ||Vu|® = 0 Vz € Q
y u? = 0 Vz € 99 salvo quizds por una cantidad finita de puntos, sin embargo dada

la continuidad de las funciones ||-||, Vu y u podemos concluir que Vu = 0 Vo € Q y
u =0 Vz € .

Como Vu = 0 Vr € Q y 2 es conexo necesariamente u es constante en €2, dada la
continuidad de u (pedimos solucién al menos de clase C?) y el hecho que u vale 0 en 3,
necesariamente u = 0 en ).

Supongamos u y v soluciones de (ECM) y llamemos h = u — v claramente se tiene que
Ah =0en €, h =0 sobre X5 y % = —ah sobre ;. Asi h cumple (ECM) con To =0 y
entonces por la parte anterior se tiene que h = 0 en () lo que implica que v = v.

Asumiendo que la solucion posee simetria esférica (es decir u solo depende de 7) se obtiene
que
0 0
Au=0 = = (22%) =0 (15.19)
or or

El alumno tiene que verificar este célculo.

La formula (15.19) es una ecuacion diferencial ordinaria cuya soluciéon estd dada por
C
u(r) = 71 + C%

Para encontrar los valores de las constantes C y C5 veremos como se comporta u en la
frontera. Evaluando u en r = a (i.e. sobre X))

U(CL):TGI%—FCQ

ahora derivando con respecto a r y evaluando en r = b (i.e. sobre X5)

8U Cl Cl
o= ( b

El alumno debe justificar este calculo, es decir debe argumentar que para este problema la
normal exterior corresponde a 7y por lo tanto Vu-n coincide con % y por las condiciones
de borde se tiene que esto ultimo es igual a —awu(b). Los valores de Cy y Cy se obtienen
resolviendo el sistema lineal

C
Ta = _1_'_02
a

C C
b_2 = Oé<?+02)



Capitulo 16

Separacion de Variables

16.1. Ejemplo modelo: ecuacion del calor

Consideremos el problema de difusién de calor en una barra delgada de longitud L > 0,
compuesta por un material homogéneo e is6tropo de coeficiente de difusividad térmica a > 0, y
que se encuentra perfectamente aislada por su superficie lateral, y sin fuentes de calor externas
actuando dentro de la barra, es decir f(z) = 0 en (15.1). Tal como se dedujo en la secciéon
15.1.1, la EDP que modela esta situacion es

U = AUy, O0<ax <L, t>0. (16.1)

La incognita u = u(t,x) es la temperatura al instante ¢ y en la posicion x sobre la barra.
Si suponemos que sus extremos se mantienen a temperatura constante igual a 0, entonces u
satisface la condicion de borde de tipo Dirichlet homogéneo

u(t,0) =wu(t,L)=0 t>0. (16.2)
Consideraremos ademas la condicién inicial
u(0,z) = f(zr) 0<z< L. (16.3)

Para resolver (16.1) bajo (16.2) y (16.3), aplicaremos el método de separacion de variables, el
que describiremos detalladamente a continuacion.

16.1.1. Primera etapa: separar variables

El método se inicia buscando soluciones no triviales de (16.1) que sean de la forma
Ult,x) =T(t) X (z). (16.4)

Se introducen asi dos nuevas incognitas, T'(t) y X (x), y por lo tanto necesitaremos dos ecua-
ciones para determinarlas. Sustituyendo (16.4) en (16.1), obtenemos

T'H)X(z) =aT(t)X"(x) O0<z<L, t>0. (16.5)

227
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Como s6lo nos interesan soluciones no triviales, se requiere que X (xg) # 0 para algin z, €
(0, L). Deducimos de (16.5) que para todo t > 0 se tiene

T'(t) = a\T(t),
donde

_ X//(:L,O)
X (o)

Al
Similarmente, para todo x € (0, L) se tiene
X"(z) = M X(2),

donde

_ T'(t)

N OéT(to)

y to > 0 es tal que T'(ty) # 0. En consecuencia, si ahora tomamos cualquier par (t,z) tal que
T(t) # 0y X(z) # 0, lo anterior conduce a

o T X@
T~ “X(x)

A2

= )\27

donde la segunda igualdad proviene de (16.5).

De este modo, se deduce que T'(t) y X (x) satisfacen, respectivamente, las siguientes ecua-
ciones diferenciales ordinarias:

T'(t) + e T(t) =0, t>0 (16.6)

X"(x)+ XX (z)=0, 0<z<L (16.7)

para una constante \ € R.

Dado un valor para el parametro A, se deduce de (16.6) que
T(t) = Ce™ M,

para una constante C' € R, la cual es no nula pues buscamos soluciones no triviales.

Por otra parte, como aplicacion de la teoria general de las ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales, sabemos que la solucion general de la ecuacion de segundo orden (16.7) se expresa como
una combinacion lineal de dos funciones fundamentales, cuya forma depende del signo de A\. Mas
precisamente, como el polinomio caracteristico asociado a (16.7) esta dado por p(m) = m? + ),
y éste tiene como raices! my o = +/-\ e C, obtenemos que:

» Si A < 0 entonces my o = £vV—X\ € R, luego la solucion general de (16.7) esta dada por

X([L’) = 016\/jx + Cge_mx, Cl, Cy € R.

! Aqui utilizamos la raiz cuadrada en el cuerpo de los complejos.
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= Si A =0 entonces m = 0 es raiz de multiplicidad 2, y en consecuencia

X(l’) :Cl—l—CQZL', Cl,Cg € R.

» Si A > 0 entonces my o = +iv/\ y por lo tanto
X (2) = Cy cos(VAx) + Cysen(VAz), Cy,Ch € R.

Observacion 16.1.1. Cuando A # 0, una forma de evitar tener que considerar los casos A < 0
y A > 0 por separado consiste en utilizar la funcién exponencial compleja cuando corresponda.
En efecto, supongamos que A > 0. Entonces se tiene

X(z) = Cjcos(VAz)+ Cysen(VAx)
- (ei\/X:v + e—i\/X:v)/Q + Co(—i) (ei\/Xm o e—iﬁm)/z

= (O} —iCy) /2™ 4 (Cy + iCy) 2™V
_ 5’1€iﬁx+5’26_iﬁx.

Como ivVA = v=1vA = v/=X , de lo anterior deducimos que podemos escribir la solucién
general de la forma

X(x) = C’le\/__’\x + C’ge_\/__’\””,

donde los coeficientes C;, Cy vienen dados por

Ci,CeR, siA<O0
C,C,eC, siA>0

y los coeficientes complejos C y C5 son uno el conjugado del otro. O

Sustituyendo las expresiones asi obtenidas para T'(t) y X (z) en (16.4), se construyen soluciones
de (16.1) en variables separadas que son de la forma

Ux(t, ) = e M(CreV ™ 4 Che V), (16.8)
cuando® \ # 0 , mientras que para A = 0 se tiene

U(](t, $) = C1 + CQLL’.

Notemos que tenemos dos tipos de grados de libertad: el primero asociado al parametro A;
el segundo, a los coeficientes C, C5. Como veremos mas adelante, esta suerte de “indetermina-
cion"de la solucion, que se debe a que hasta ahora sélo hemos utilizado la ecuacion (16.1), nos
permitira imponer la condicién de borde (16.2) y la inicial (16.3) a combinaciones lineales de
soluciones de este tipo.

2Cuando A > 0, utilizamos la funcién exponencial compleja y coeficientes complejos.
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16.1.2. Segunda etapa: imponer condiciones de borde

A continuacién buscaremos soluciones no triviales de (16.1) en variables separadas que sa-
tisfagan la condicion de borde (16.2). Esto restringira los valores admisibles para A a un sub-
conjunto numerable de R.

En primer lugar, observamos que si A es el parametro introducido anteriormente entonces el
caso A = 0 queda descartado. En efecto, tomando Uy(t, z) = C;+Csx, deducimos de Uy(t,0) = 0
que C; = 0, lo que junto con Uy(t, L) = 0 implica que Cy = 0, obteniendo asi la solucion trivial.

Busquemos entonces A # 0 de modo tal que exista una funcion Uy de la forma (16.8), que
no sea idénticamente nula y que satisfaga

UA(t,O) = UA(t,L) =0, Vt > 0.
De Uy(t,0) = 0 deducimos que

€_a)‘t(01 + Cg) =0, vt > 0,

y, como e~ > 0, se tiene
C2 == —Cl.
Luego, para alguna constante C' € C (més atin C' es un imaginario puro, pues C; y C5 eran uno
el conjugado del otro y C; = —C5), que se supone no nula®, tenemos
Ux(t,z) = Ce M (eVA — ¢=V7AT), (16.9)
e imponiendo U,(t, L) = 0, obtenemos
eV VAL — ), (16.10)

Esta tltima relaciéon debe interpretarse como una ecuacién para A debido a que L > 0 es un
dato del problema. Recordando que consideramos la funcién exponencial de variable compleja
cuando A > 0 y recordando su periodicidad, (16.10) conduce a

eV = VAL o VAL | s 9V = i2km, kEZ
& \=(kn/L)* k<€ Z.

Como nos interesa A # 0 y ademas las soluciones para k y —k coinciden, basta que k recorra
todos los enteros positivos para obtener todos los valores posibles para A, esto es

A = (kn/L)?, k € N\ {0}, (16.11)
y tenemos que las soluciones en variables separadas correspondientes (16.9) son de la forma
Uy, (t,2) = Ce@m/D7t| gikma/L _ e—ikm/L]

= Cre /D9 sen(kra /L)
= AP (¢, 7),

3Recordemos que nos interesan soluciones no triviales.
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como Ay := 2iCY, el cual pertenece a R pues Cj, es un imaginario puro, se tiene
O (t, ) = e **/ D gon (kra /). (16.12)

La figura 16.1 ilustra los casos k = 1 y k = 2. Hemos obtenido asi una familia {®(t, x) }ren o0}
de soluciones fundamentales de la ecuacion (16.1) que satisfacen la condicion de borde (16.2).

En la tercera etapa del método, veremos como imponer la condicién inicial (16.3).

Observacion 16.1.2. Antes de continuar, es interesante observar que lo realizado aqui puede
interpretarse como la resolucion de un problema de valores propios del tipo Sturm-Liouville.
En efecto, a partir de lo realizado en la primera etapa del método, deducimos que para que
la solucién en variables separadas (16.4), supuesta no trivial, satisfaga la condicion de borde
(16.2) se requiere que
—X"z) =XX(x), 0<x <L,
{ X(0) = X(L) =0,

para algin A € R. Definiendo el operador diferencial lineal

sobre el espacio vectorial V' = {f € C*(0,L) N C([0,L]) | f(0) = f(L) = 0}, el problema
anterior puede escribirse AX = AX. Los escalares \; dados por (16.11) son los valores propios
del operador A, mientras que los espacios propios correspondientes son unidimensionales y estan
generados por las funciones propias Xy (x) = sen(kmx/L). O

Figura 16.1: Dos soluciones fundamentales de la ecuaciéon del calor
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16.1.3. Tercera etapa: imponer la condicién inicial

Consideremos ahora la condicion inicial (16.3). Para motivar lo que sigue, comencemos por
el caso en que

f(z) = Asen(korx/L) (16.13)

para algtn par de constantes A € Ry ky € N\ {0}. Dado que la k-ésima solucién fundamental
(16.12) satisface @y (0, x) = sen(kmz/L), entonces es directo ver que la solucion de (16.1)-(16.3)
correspondiente a (16.13) es

ult,z) = Ay, (t,z) = Ae *®o™/ D’ sen (kora /L),

Mas generalmente, si
f(z) = Z A;sen(k;mx/L)
i=1

para ciertas constantes Ay,..., A, E Ry 0 < ky < ky <... <k, entonces la soluciéon buscada
es

u(t,x) = Z A0y, (t, ) = Z A0/ L gen (ke /L).
i=1 =1
En efecto, de acuerdo al principio de superposicion (ver seccion 15.5), la linealidad de (16.1)
implica que cualquier combinaciéon lineal de soluciones es también solucion de (16.1). Ade-

mas, como cada solucion fundamental satisface la condicion de borde (16.2), sus combinaciones
lineales también la satisfacen:

u(t,0) =Y Ay, (t,0) = Y Age *®/ L sen(0) = 0,
=1 1=1

u(t, L) = Z A;®y,(t, L) = Z A%/ D gon (k) = 0.
i=1 i=1
Finalmente, es directo verificar que u(0,z) = f(z).

. Qué ocurre para una condicion inicial correspondiente a una funciéon f(z) mas general? Por
ejemplo, como proceder si f(z) no tiene descomposicion como suma finita de senos y cosenos,
como es el caso de la funcién siguiente
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La idea es escribir f(x) de la forma

flx) = Z Apsen(kmx/L) (16.14)

k=1

y tomar como solucién de nuestro problema a la funcién
u(t,x) = Z Ap®p(t,z) = Z Ape= /D sen (ke /L)
k=1 k=1

Como se vio en el capitulo 13, bajo ciertas condiciones una funcién f(x) tiene una expresion
como Serie de Fourier, la cual es precisamente el tipo de Serie de funciones trigonométricas que
se necesita para encontrar el valor de los coeficientes que aparecen al imponer la condicién inicial.

16.2. Aplicacién en la Resolucién de EDPs

El método de separacion de variables consiste en encontrar la soluciéon u de una EDP como
superposicion de soluciones elementales Uy, de la ecuacion, es decir u = Y | aUy. Los coeficientes
oy se ajustan de manera que u satisfaga las condiciones de borde e iniciales.

16.2.1. Ecuacion del calor en una barra finita: condiciones de borde
de tipo Dirichlet

Retomemos la ecuacion del calor para el caso de una barra finita:

(EC) Up = QUgy t>0,0<x </t
(CB) u(0,2) = f(z) 0<z</
(CT) u(t,0) = u(t,) =0 t>0
donde o > 0.
u=20 nu—O
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Proponemos buscar soluciones elementales en variables separadas: U(t,x) = T'(t) X (x)

T/(t) X”(x) () _ A cte
EC) T'(t)X(x)=aT(z)X" = ()
(BO) TOX() =X @ > 5 =o S5 > 180 o0,
—— ——
indep. de x indep. de t

Se obtienen de este modo las siguientes E.D.O's:

T(t) = aeM
X(x) =be™V AMaw 4 ceV/ Moz

Luego U(t, ) = a-eM[be™ VN 1 ceVM ] Notemos que la constante a puede ser absorbida en
ay; es por eso que la podemos suprimir de la familia de soluciones U (¢, x). Examinemos ahora
la condicion de borde en z =0

(CB) wu(t,00=0 Vt>0
Evaluando, se obtiene b 4 ¢ = 0 equivalentemente ¢ = —b. Luego

U(t,l’) —b- [e\/)\/agc _ e—«/A/am eAt

Analogamente a lo anterior, hemos absorbido en «y la constante b. Incorporemos al anélisis la
otra condicion de borde (en x = /)

(CB) wu(t,0)=0 WVt

Aol Aol

, es decir

62\/)\/045 =1

Evaluando, se obtiene e =e"

Resolviendo

WAl = 2%kmi, kel
kr\?
()
kr\ 2
(%)

U(t, x) = [e%m _ 6_%93]@_0‘(%@% — 9isen (kﬂ-Tz) e_a(kﬂTr)%

Q| >

>~
|

Finalmente, obtenemos

Donde la constante 2i es absorbida en ay. De esta forma, se obtiene que para cada k € Z se
tiene la solucion elemental

Ui(t,z) = sen (lme) e (FF)
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Como nos interesan soluciones no triviales y ademéas U_(t, ) = —Uy(t, x), basta considerar el
conjunto de soluciones elementales para k = 1,2, 3, ..., esto es, nos reducimos al caso k € N\ {0}.

Cada funcion Uy, satisface (EC) y (CB), de modo que Y o, Ui (t, ) también. Sélo nos queda
ajustar las constantes aj de manera de satisfacer (CI). Postulamos

Para ¢t = 0 se debe tener

es decir

¢ ¢
a = %/f(x)sen (/me) d:)s:%/f(x)sen (/me) dz
¢ 0

En conclusiéon

¢
u(t,r) = Z %/f(g) sen <¥) d€ | sen (kﬂ%) e—o'F)%t
k=1 9

Notemos que u(t,z) — 0 cuando ¢t — oo y que las frecuencias mas altas decaen mas rapida-
mente.

16.2.2. Ecuacion del calor en una barra finita. Condiciones de borde
de tipo Neumann

Analicemos el ejemplo anterior con condiciéon de borde tipo Neumann:

(EC) U = OlUgy t>00<x</
(CB) u.(t,0) ug(t, ) =0 t>0
(CI) wu(0,z) = f(x) O<z</
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| bordes aislados, flujo de calor 0

N::X

Soluciones elementales. Se obtienen de la misma forma que en el caso anterior:
U(qu') = T(t)X(;U) = .. = €>\t [ae A ax 4 be_\/A/_am

(CB) uy(t,0)=0 Vt>0

Evaluando en x = 0 se obtiene a\/g — b\/z = 0, lo que equivale a A =0 o bien a = b.

(6%
En el primer caso U, = cte = 1, y en el segundo se tiene:

X _Jx
Uz, t) =a-eM [e\/:x +e \/:x]
Como se ha hecho en casos anteriores absorbemos a en «j. Veamos ahora qué pasa con la

condicién en x = /¢
(CB) Ug(t,¢)=0 ¥t>0

\/g [6\/54 _ e—\/?] —0

de donde A = 0 (ya visto) o bien V2 = ¢=V/2¢, Desarrollando esto tltimo llegamos a

2
)\:_a<k_7r) keZ

Evaluando en x = ¢ se obtiene

14

Encontramos asi, dado k£ € 7Z, la solucién elemental asociada a ese k que se escribe
ki, — ki —a(k—”)2t kmx —a(k—”)2t
U(t,z)=let " 4+e ¢ %le i/ =cos| — | e * e/

donde el factor 2 producido por el coseno es absorbido en forma clasica.
Aplicando el principio de superposicion podemos concluir que

¢
u(t,z) =Y aycos <k7r7x) emolE = > %/f(g) cos <#) d¢ | cos <k:7r7x) e
k=1 =1 |

Para esto tltimo hubo que extender f de forma par sobre [/, /].
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16.2.3. Ecuacion del calor en barra finita. Condiciones mixtas

Veamos la ecuacion del calor en el caso con condiciones mixtas, es decir Dirichlet en un
extremo y Neumann en el otro:

(EC) U = Qg t>0,0<z</
(CI) u(0,z) = f(z) O0<z</
(CB) wu(t,0)0 = 0 t>0 temperatura fija
ug(t,0) = —pu(t,f) t>0 extremo semi-aislado

extremo semi aislado

)| ux = —Pu

radiaciéon de calor
proporcional al salto
de temperatura

Como antes se obtiene U(t, z) = eM |aeVN® 4 be™V )‘/‘m] y la (CB) u(¢t,0) =0 ¢ > 0 implica

a4+ b =0 de modo que nos reducimos a
U(t,l’) — e)xt[ey/A/a:c o e—\/)\/a:c]

La (CB) en el extremo semi-abierto se escribe

\/E [e Mat 4 - )\/afi| T Nal _ - ,\/az]
@

Supongamos que A < 0 (ya que es el tnico caso interesante de analizar, pues los otros casos

entregan soluciones triviales) y definamos iy = \/g . Tras el desarrollo correspondiente de las
exponenciales se llega a

2ip cos(pl) = —(2isen(ul)
o equivalentemente, tomando y = uf.
%cosy = —[fseny

o bien
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Figura 16.2: funciones —y y tan(y)

Esta ecuacion trascendente entrega una familia de soluciones numerables, digamos {yj};io, la

cual se puede encontrar mediante métodos numéricos. Estas se pueden caracterizar como las
coordenadas horizontales de los puntos donde se intersectan los grafos de las funciones y — —%

con y — tany (lo que se puede apreciar en el grafico de la figura 16.2).

omo 7, los coeficientes oy no corresponden a los coeficientes de Fourier clasicos, pero
C e 7 kw1 ficientes ay d 1 ficientes de F 1 ,
para encontrarlos se razona de manera analoga. FEn efecto

u(t,r) = ZakUk(t,x) Vi>0,0<z</{

k=0

en particular

u(0,2) = f(x) = Y opUi(0,2)
k=0
con
Uk(t,m) = eyﬁ/ﬁat [eyk/f:v_e—yk/ﬁw]

Asi
flx) = Z . [eyk/ﬁw _ e—yk/ﬁr]
k=0

Como % = \/% se tiene y € C, y el problema se reduce a encontrar los coeficientes «y de

modo que

flz) = iaksen (%)

Ahora, multiplicando por sen % e integrando sobre [0, £] (donde supondremos que el intercam-
bio de la sumatoria con la integral es valido) se obtiene

/OZ f(x)sen <%) dr = ki;o /OZ Qy, sen (%) sen (%) dz
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Ahora notemos que

n(%)zo Vk # j

y por lo tanto

/OZ f(x)sen (%) dr = /OZ sen” (%) dx

bff(x) sen (4%) du

Oéj: 7

Ofsen2 (%) dx

Demostracion. Sea k # j; entonces se tiene que

¢
X x é
/ YrT Y ~osen(yr — ;)7 sen(yx + ;)7
sen — sen =—dxr = —
J l l 20y —yi) /0 20y +y5)/C |,
_ ¢ {sen(y;C —y;)  sen(y, + yj)}
21 Yk — Y Yk + Yj
! {sen Yk COSYj — COSYLSENY;  Sel Y COS Y; + COS Yy, sen yj]
2 Yk — Yj (T
1 [yk COS Yk, COS Yj — Y; COS Y COSY; Yk COS Yx, COS Y;j + Y; COS Y, COS yj}
20 Yk — Yy Yk + Yj
= 0

16.2.4. Ecuaciéon de Laplace en banda semi-infinita.

En esta seccion consideramos la ecuacion de Laplace

(EC) 0 = Upp+uy, y>0, 0<z</,
(CB) u(0,y) = u(ly)=0, y>0,
u(z,0) = f(x), 0<z</,
u(z,00) = 0, O0<z</l.

en una regiéon como se muestra en la figura 16.3.

Soluciones elementales. Las suponemos en variables separadas
Uz, y) = X(2)Y (y)
Se tiene X" ()Y (y) + X (2)Y"(y) = 0. Dividiendo por XY se obtiene

X// Y//
Y = —7 = A\ = cte.
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T

u=f(z) {

Figura 16.3: Dominio semi-infinito para la ecuacion de Laplace

Esto nos conduce a dos E.D.O’s, una para X y otra para Y que resolvemos para llegar a
X(z) = aeV™™  be= V™
Y (y) = ceV M 4 dem vV

Utilizando la condicién de borde
U(,y) =0 vy

obtenemos a + b = 0, de donde
X(z) = VA _ Ve

Por otro lado
Ult,y) =0 Vy
VM = 1. De esto tltimo se desprende

que resulta equivalente a e?

NN = 2kmi, keZ.

Evaluando se tiene eVM = ¢~V

que

Asi )
N (k_W)
14

Podemos entonces reescribir las expresiones de X (x) y de Y (y), médulo una constante

X(z) = sen (222)
Y(y) = ce'TY + de= TV

De la condicion

U(x,00) =0
se desprende que ¢ = 0, pues de otro modo la soluciéon diverge, cosa que no es aceptable desde
el punto de vista de la fisica. Nos podemos restringir a & € N\ {0} y la soluciéon elemental

correspondiente esta dada por:
—kny kmx
l

Ur(z,y) =e™7 sen | —
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Luego, en virtud del principio de superposicion, la solucion tiene la forma

o kmy ki
u(z,y) = Zake " sen (%)
k=1

Ahora bien u(x,0) = f(z) = Z ay sen (%7%) | lo que nos permite expresar los coeficientes ay,

k=1
¢
:%/f sen< )d§
0

Finalmente, obtenemos una férmula explicita para la solucion

o= [t frim (5 ()

Ejercicio. Resolver la ecuacion de ondas de una cuerda de largo ¢ con un extremo fijo y el otro

libre.

como

Figura 16.4: Cuerda de largo ¢ con un extremo fijo y el otro libre

16.2.5. Oscilaciones en una membrana rectangular

Consideremos una membrana rectangular. Como se vio en la secciéon 15.3.1 la ecuacién que
modela esta situacion es

(EO) Uy = 7 (Uge + 1yy) en R CR?
(CB) u=0 sobre OR
1 u0,z,y) = f(z,y) en R

ut(O,x,y)Ig(SL’,y) enR
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donde la region viene dada por R = [0, a] x [0, b].
Como antes, separamos variables: U(t,x,y) = T(t) X ()Y (y). Reemplazando, llegamos a

T'XY =?[TX"Y + TXY".
Dividiendo por XY'T' se obtiene

I " "
T—=72 X—+Y— 0<z<a0<y<bteRy
T X Y
Como la igualdad anterior es cierta para cualquier valor que tomen las variables z,y y ¢, se
tiene:

Tl/
7 = Mo
Xl/
x — M
Yl/
y -

donde Ky, K, y K», constantes, para las cuales ademas se satisface la relacion Ky = v*(K;+K>).

Escribimos las soluciones de las E.D.O’s correspondientes

T(t) = aoemt + boe_mt
X(SL’) = ale‘/K_lm -+ ble_\/K_lm
(

Y(y) = azex/Fzy_l_bze—\/K_zy

Impongamos las condiciones de borde
u(t,0,y) =0 Vit >0,Yy € [0,b]
Evaluando obtenemos a; + by = 0. Por otra parte

u(t,a,y) =0 Vt>0,Vy € [0,0
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Luego, podemos escribir eVX1? = ¢=vEia que equivale a

2\/K1(L:2]{517Ti, k?l € 7

Desarrollando esto tltimo obtenemos

Llegamos a una expresion para X

X(z) = sen (k%x) , ki€eZ

Analogamente, utilizando las condiciones

CB :u(t,z,0) = 0 Vt>0,Vx€|0,d]
u(t,z,b) = 0 Vt>0,Vz€|0,da

obtenemos una expresion para Y

Se tiene ademaés

Ko =7 (K1 + Kp) = —*n° [(%)2 + (%)1

Podemos con esto escribir una solucién elemental. En este caso queda parametrizada por k; y
ks que se pueden tomar en N\ {0}.

kymx ko
Uk, ks (t, 2, y) = sen ( 1a ) sen < 2b y) [k ey SEN (Wi ko) + Breyky €OS (W gy t)]

) (5)
Wgiky = VT —_ + | =
a b

Aplicando el principio de superposicion, escribimos la solucién general

= k k
u(t,z,y) = Z sen < 17”3) sen < 2;3/) [tk ey SED (Wi ) + Breay €OS (W)

a
k1,ka=1

donde

Los coeficientes oy, k, v Brik, s€ ajustan de modo de reproducir las condiciones iniciales (CI):

u(0,z,y) Z By ke sen( x) sen (k‘ggry) = f(z,y)

k1,k2=1
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De este modo

a b
Bk, = i//f r,y) sen M cen (K29 dydzx
ab a b
0

Para la otra condiciéon

kymx komy
0 r y Zaklkzwk1k2 sen ( a ) sen ( b ) = g(ﬂj,y)

k1ko

Y el coeficiente ay,x, queda entonces determinado por

a b
4
abwkle a b
0 0

16.2.6. Ecuaciéon de Laplace en un rectangulo

Analicemos ahora el caso de una membrana rectangular en régimen estacionario, es decir
(L) Upp+uy, = 0 0<zr<a,0<y<bd
(CB) u(x,0) = wu(zr,b)=0 0<z<a
u(0,y) = 0 0<y<b
u(a,y) = T 0<y<b,

donde T es una constante.

Yy
u=20
b
u=0 u="T = cte
u=20 a Xz

Figura 16.5: Dominio rectangular para la ecuaciéon de Laplace

Separando variables se obtiene X~ = —&2 — X\ = cte. Esto conduce a dos EDO’s cuyas

Y X
soluciones son

Y = aeYM + be~VA
X = ceV N demVAe
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donde a, b, ¢ y d son constantes a determinar. Imponemos la condiciéon de borde u(z,0) =0, la
cual nos entrega a + b = 0. Luego

Y(y)=a (e\/Xy _ e—\/Xy>
Utilizando ahora u(0,y) = 0, se obtiene ¢ + d = 0, con lo que se concluye que
X(z)=c (e\/:m — eﬁx)

2V — 1, lo que nos lleva a una ecuacién para A

Vb = 2k

<>

Ocupando u(z,b) = 0, se tiene que e

Asi, se encuentra que

= 2atsen

)

= 2csenh <k7r_x)
b
Luego, escribimos la soluciéon elemental

) s (7 o (1)

Aplicando el principio de superposiciéon

u(z,y) = Zak senh (lme) sen </€%by)
k=1

Luego, para calcular las constantes ay, definimos 7' mediante

T T O<y<b
-T —-b<y<0,

es decir, T' es la extension impar de la funcién que vale la constante 1" sobre el intervalo (0, b).
Notar que el valor de T" en 0 no es relevante.

Gracias a la condicion de borde
> kma kmy
u(a,y) 1521 ay, sen < 5 ) sen < 3 ) :

el coeficiente de Fourier oy, viene dado por
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b
kma T km 2T
Qg senh— = 7/ ( y) = I —[1—(-1)".
0
Observamos que «4 se anula si k es par. Finalmente obtenemos

Z (2n—1 Wsenfl[j(;n — 1)ma/b)] senh ((Qn - l)ﬂ_;) e ((Qn - 1)%> '

n=1

16.2.7. Ecuacion de ondas. Cuerda finita.

Las oscilaciones de una cuerda eléstica vienen descritas por la ecuaciéon

Uy — Uy =0 O<z</l t>0
u(t,0) =wu(t,f) =0 t>0
w0,2) = flz) O<az<l (EO)
u(0,2) = g(x) O<z</t

Separamos variables: U(t,z) = T'(t) X (z). Al reemplazar esto en la ecuacion se obtiene 7" X =
a?T X", es decir
T// X//
=a’ - =cte= )\

T X

De este modo, una vez mas aparecen dos E.D.O’s

T" = \T
X"=4X

cuyas respectivas soluciones son

T(t) = aeV> + pe~ VA
X(x) = ceVAr/a 4 qe=Via/a

Imponiendo las condiciones de borde

u(t,0) =0=X(0)=0=c+d=0.
ut,f) =0= X(0) = 0= eV M= = 2V =

De donde

N o = 2kmi, ke

ﬁ:#, keZ
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Escribimos la solucién elemental

Uk(t, o) = [ Y b "z} e [ekT _6——“5“]

Reemplazando y absorbiendo constantes, llegamos a

Uk(t,a):[dcos<a]2 )+bs (#)}senlm%, ke N\ {0},

Por el principio de superposicion
- akrt akrt kmx
t — b _
u(t, x) 321 {amos( / )+ ksen( 7 )]sen( 7 )

es solucion de la ecuacion.
Tenemos dos familias de constantes que determinar: a; y by. Para las primeras utilizamos la

condicién inicial sobre u
o0

u(0,z) = f(z) = ;ak sen (lm%)

¢
%/f sen( )dx
0

que corresponde al coeficiente de Fourier de la extension impar de f(x).

y obtenemos

Para encontrar b, debemos imponemos la condiciéon sobre wuy;:

ut(oa ZE') = g(l’)

lo que equivale a

ib akm <o kmx
My ¢ )
k=1

De esta relacion observamos que (bko‘—’;”)

de g, y deducimos que

debe ser el coeficiente de Fourier de la extension impar

l

2 / <k:7rx)
g(z) sen dx.
akm

0
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16.3. Ejercicios

1. Encontrar las soluciones elementales en variables separadas de
U = Qg —bu, 0<xz <l t>0
con condiciones de borde Dirichlet (a,b constantes positivas conocidas).
2. Resuelva el problema de Dirichlet en el circulo:

Au = 0 R>r
uw(R,0) = f(0) 6 € [0, 27].

Observe que a utilizar separacion de variables, si u(r,0) = A(r)B(6), entonces B(0) =
B(2r) y B'(0) = B'(2n).

3. Resuelva el problema de Neumann en el circulo:
Au = 0 R>r
u-(R,0) = f(6) 6 € [0, 27].
4. Resuelva:

Au = 4 1>r
u(1,0) = cos(26) 6 € [0, 27].

5. Encontrar soluciones de las siguientes ecuaciones separando variables.

(a) 2 — g—z =0.
(b) S+ 5% =0.
2u
(c) 6‘183/ —u=0.
(d) 22 885028“11 + 3y*z = 0.

16.4. Problemas

Problema 16.1. Resuelva la ecuacion de Helmholtz
Au+u=0
en la region Q = {(z,y) : 0 <z < 1;0 <y < 2} con condiciones de borde

u(z,0) =u(0,y) =u(l,y) =0y u(x,2) =z(1 —x), V(zr,y)e€ .
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Problema 16.2. Resuelva el siguiente sistema

Y (2, 1) = Ypo(x, t) — cos(x) O<z<2m t>0
yi(z,0) =0 0<z<2m
y(0,t) = y(2m,t) =0 t>0
y(l’,O):O 0<x<2m.

Indicacién: Considere soluciones del tipo y(z,t) = Y (x,t) —h(x) para una funcién h adecuada.

Problema 16.3. Sea u = v(1/2? + y? + 22, t) una solucion con simetria “radial” de la ecuacion
de ondas
uy = Au en R3.

(i) Probar que v satisface la ecuacion vy = c?[v,, + 2v, /7] para r > 0,t > 0.
(ii) Sea w(r,t) = rv(r,t). Probar que w satisface la ecuacion de ondas unidimensional.
(iii) Encontrar w para las condiciones iniciales u(z,y, z,0) = exp(—r?) y ws(z,y, 2,0) = 0.

Problema 16.4. Resuelva la EDP no homogénea de una dimension:

up — kug, = F(x,t) x € (0,m),t>0
u(z,0) = f(z)
u(0,t) = u(m,t) = 0.

Problema 16.5. Resuelva un caso particular del problema anterior:

U — kUyy = T x € 0,7m],t >0
u(x,0) = uy(x,0) = u(0,t) = u(m,t) = 0.

Problema 16.6. Resuelva:

Au = 0 2>r>1,7>60>0
u(1,0) =u(2,0) =u(r,0) = 0
ug(r,m) = 712

Problema 16.7. Resuelva la ecuacion del calor en un cuadrado:

g — k(tgy +uyy) = 0 (z,y) € (0,7)%t>0

u(r,y,0) = flz,y)
u(x,0,t) = u(z, 7 t) =u(0,y,t) = u(m,y,t) = 0.

Problema 16.8. Resuelva la ecuacion del calor en un cubo:

U — k(Ugy + Uy + s

)
u(x7 y7 Z7 O) = f(l’7 y)
u(0,y,2,t) = u(m, vy, z,t) =u(z,y,mt) = 0
uy(x,(),z,t) :uy(ZL’,T[‘, Z>t) = 0.



250 CAPITULO 16. SEPARACION DE VARIABLES

Problema 16.9. Dos gases uniformemente distribuidos en un voltimen € C R? se encuentran
a temperaturas u(z,y, z,t) y v(zx,y, z,t), satisfaciéndose las ecuaciones

(1) u; = Au — k(u —v)
(2) v = a?Av—1(v—u)

donde £ > 0 y [ > 0 son constantes relacionadas con el intercambio de calor entre los gases.
La superficie 02 es adiabatica (Vu-n = Vv -1 =0 en 0f2), y en el instante inicial (¢t = 0) las
temperaturas u, v son constantes en todo 2 iguales a ug y vy respectivamente.
(a) Sea U(t) = [[[,u dzdydz y V(t) = [[[,v dzdydz. Probar que U= —k(U-V)y
andlogamente V = —I(V — U).
(b) Deducir que la cantidad K (t) = lU(t) + kV(t) se conserva y probar que

g + kg

lim U(t) = lim V() = THM(Q)'

(c) Sea w :  — R solucion de la ecuacion auxiliar

Aw=aw en
Vw-n=0 en 0

(c.1) Probar la identidad: [, wVw - ds = [ o IVw|? +a [[[,w?.

(c.2) Deducir que “a> 0= w=0"y “a =0 = w = constante”.

(d) Considere ahora las ecuaciones (1) y (2) en régimen estacionario y sean , v las soluciones.
Probar primero que © — v = 0, y luego que u = cte = 7.

(e) Calcular, usando la parte (b), la temperatura constante del régimen estacionario.

Problema 16.10. *

Considere la ecuacion del calor en una esfera sélida de radio R y difusividad térmica o > 0.
Buscamos soluciones con simetria esférica, vale decir, u = u(t, r).

(a) Expresando el Laplaciano en coordenadas esféricas, muestre que u = u(t,r) satisface la
ecuacion

ou a8_2

ot 1 or (ru).

(b) Usando separacion de variables pruebe que esta ecuacion admite soluciones del tipo

U(t, 7”) = eXp(_aﬂzt) a Sin(ﬁr) ‘: bCOS(ﬁfr’) '

con a, b, 3 constantes a determinar.

(c) Pruebe que basta tomar b = 0 para que la soluciéon encontrada en la parte (b) satisfaga
la condicién de borde en r = 0 dada por lim,_,g %—g(t, r) =0, para t > 0.

4Examen Especial. Primavera 2007. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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(d) Determine constantes 5 = 0, k = 1,2,..., tales que se satisfaga ademés la condicion de
borde u(t, R) = 0 para t > 0.

(e) Concluya que la solucion de la ecuacion del calor en la esfera con las condiciones de borde
dadas en las partes (c) y (d), es de la forma

u(t,r) = Apexp(—afit) sin(Ber)/r
k=1
y encuentre los coeficientes Ay en términos de la condicion inicial u(0,r) = f(r), 0 <r <
R.
Problema 16.11. ® Encuentre la solucion u = u(t, z) de la ecuacion:
Ut — Uge = 0, t>0,0<x <1,

bajo las condiciones:
u(t,0) =u(t,1) =0, t>0,

B x si0<az<1/2,
“m”*‘{l—x sil/2<x <1,

u(0, z) = 3sen(2mx), 0<z<l.
Problema 16.12. ® Encuentre una expresion en forma de una serie para la solucion u(z,t) de

O*u  Ou 0*u

EDP) — + — = — 1, t

( ) 5z T o TUT 3 O<z<l1, t>0

(CB)  u(0,t) =u(0,1)=0 para t > 0,

ou
(CI)  w(z,0) = f(z), 8_x(x’0) =0 para 0<z<]1.

Problema 16.13. 7

(i) Determine la serie de Fourier de la funcion f(x) = 1—|z| en el intervalo [—2, 2], y deduzca
el valor de la serie de ntimeros reales:

> 1
g;@n—DT

(ii) Pasando el lado derecho a la condicion de inicial. Resuelva el siguiente problema diferen-
cial en derivadas parciales
Yt — Yor = dsen(2z), O<z<m, >0,
y(0,t) =y(m,t) =0, t>0,
y(z,0) =0, O<z<m,
yi(2,0) =7 —x, 0<z<m.

Ind.: Considere el cambio u(z,t) = y(z,t) — sen(2x).

5Control 3. Primavera 2007. Mateméticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
6Examen. Primavera 2002. Matematicas Aplicadas. Prof: F. Alvarez, R. Correa y P.Gajardo
"Control 3. Primavera 2003. Mateméticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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Problema 16.14. Resuelva la ecuacién de ondas en [0, 7] con las condiciones de borde e
iniciales que se indican:

Uy = Uy, x € (0,m),t>0

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0
u(x,0) =sen(z) — 2sen(3z), z € (0,7),

ui(x,0) = 3sen(2x), z € (0,7).

Problema 16.15. Resuelva el problema de ecuaciones en derivadas parciales dado por:

2y = Ugpg, x € (0,1),t>0

u(0,t) = u(l,t) =0, t>0
u(z,0) =0, x € (0,1),

uy(x,0) = cos(mx), x € (0,1).

Problema 16.16. 8

1. Desarrolle la serie de Fourier de senos para la funcion f(x) =z en (0, 7).
2. Resolver el sistema de la ecuaciéon del calor dado por

Up — Ugy + 6u, =0, x e (0,m),t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0 (16.15)
u(x,0) = e, z € (0,7),

siguiendo las siguientes indicaciones:

a) Aplicando el método de separacion de variables e imponiendo las condiciones de bor-
de, demuestre que las soluciones elementales son de la forma uy = Cel K -9t sen(kx)

b) Imponiendo la condicién inicial y usando la parte a), encuentre la solucion del sistema
(16.15).

8Examen. Otono 2007. Matematicas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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16.5.

Resolucién de problemas

s Solucion Problema 16.16

1.

2.

Para encontrar la serie de senos, necesitamos la extension impar de x al intervalo
(—m, 7). Como f(x) =z es impar, tenemos que integrar f en (—m,7m):

/ sen(nz)xdr = — %cos(nzz)x

+/ lCos(n:c)al:l:

)

1 1
= —E(—l)"Qw + 3 (sen(nx)) |™ .

(-1

=27
Entonces los coeficientes de la serie buscada son

™ -1 n+1
sen(nx)zdr = =

ap = —
2 J_, n

y ademas f es diferenciable, y L? integrable, por lo que se cumplen los teoremas de
convergencia vistos en clase. Por tanto la serie de f(z) =z es

S(z) = Z = sen(nz)

n

=9 i 7(_12%1 sen(nx)

1

( Obs : Es igualmente correcto si desde el principio el alumno solo integra para los
k > 0 y divide por 7 en lugar de 27.)

a) Haciendo u(z,t) = X (x)T(t) tenemos que
XT - X"T+6X'T=0
= XT'=X"T -6X'T

Razonando como es usual (de que en algin punto la funciones son distintas
de cero y por tanto podemos dividir por X7, y después tener en cuenta la
independencia de las variables x y t) se tienen las ecuaciones

T =\T

X"—6X' =)2X

La ecuacion para T tiene solucion T'(t) = CeM y para la ecuacion de X resolve-
mos la ecuacion caracteristica:

2 —6r—A=0



254

CAPITULO 16. SEPARACION DE VARIABLES

que tiene soluiciones
r=3+VvA+9 ro==3+VvVA—-9

Por tanto la soluciones son de la forma

u($7 t) = C1€>\t6(3+\/m)x + C26)\t6(3_\/>‘—+9)m

Imponiendo las condiciones de borde:
En z = 0:

0= U(O, t) = 016)\t + 026)\t

para toda t > 0, por lo que
C, =—0C5

y por tanto, denotando C' = C] = —(C5, se tiene que

(e, t) = O <6(3+\/)\+9)w _ 6(3—\/)\+9)w>

— Ce)\t+3x <6x\/)\+9 _ e—x\/)\+9)

= CeM32senh (v A + 9)

En z=m:
0 = u(m,t) = Cer3 senh(r/ A + 9) para todo t > 0. Teniendo en cuanta las
propiedades de la funcién senh, se tiene que A cumple esta relacion ssi existe

k € Z tal que
T™VA+9 = km

de donde
A+9=—k

(Obs: Es posible que alumno haya probado esto directamente por medio de
propiedades de la exponencial, o bien usando la relaciéon e* —e™* = e iiz—e'iz =
—2isen(iz) y el hecho que los ceros de sen son de la forma k).

En todo caso, se tiene que
A+9=Fki

¥y que
A=—k*—9

Esto para cada k € Z, por lo que para cada k se tiene una solucién fundamental
ug. Sustituyendo arriba, se concluye que éstas son de la forma

_ 2_ . _ .
up, = C’e( k*—9)t+3z (e:ckz —e :ckz)

= CleF =03 gon (k)
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b) De lo anterior, se tiene que toda funcion de la forma u(zx,t) = Zuk(aj,t) es

solucion de la ecuacion. Imponiendo la condicién inicial u(z,0) = €3z, se tiene

que
e = Z ug(z,0) = Z Cre** sen(kr) = €** Z Cysen(kx)

de donde -
xr = Z Cysen(kzx).

Por lo tanto las constantes C}, son los coeficientes de la serie de senos de la
funcion f(z) = .
Por la parte a), se tiene que estas constantes son

-1 k+1
)
para cada k € Z.
Por lo tanto, se concluye que
0 -1 k+1
u(z,t) = Z %6(_,&_9)”% sen (k)

i (_1)k+1 )
=2 Z p (TR 03T g (k)
0

( Obs: Es valido si solo usa la suma de los términos con k£ > 0.)
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Capitulo 17

Uso de transformadas en la resolucion de
EDPs

17.1. Uso de la transformada de Fourier en la resoluciéon
de EDPs

La transformada de Fourier es utilizable para ecuaciones en que una o méas variables se
mueven sobre dominios infinitos como R o [0, 00). Ilustremos el método a través de algunos
ejemplos.

17.1.1. Ecuacién del calor en una barra infinita

Consideremos la ecuacion del calor en una barra infinita

(EC) Uy = QUgyy t>0,—0c0o< T <00
(CT) u(0,2) = f(x) —00 < x <00
(CB) i lu(t, z)|dz < 0o t>0

La condicion [ |f(x)|dz < oo tiene una doble finalidad. Por un lado nos garantiza que u(t, )
posee transformada de Fourier, pero también dice que “u(t, —o00) = u(t, c0) = 07, es decir, sirve
como condicion de borde en infinito.

Aplicando T'F en la variable x a la ecuacion EC se obtiene

Uy = atly, = —s2at

Ahora bien
~ 17 . du R
Ut<8) = E / e E(t,ﬂf)dﬂf = aﬂ(t, S)

257
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de modo que

Esto conduce a

y de aqui

u(t,z) = \/%_W / e”se_s2atf(s)ds.

—8205t> _ 1

—x2 /4ot :
= 5ar® deducimos que

Usando la formula de la convolucion y el hecho que 77! (e

u(t, x) ~(am)P/Aat £ () dy

- 7= |

Definamos

1
G(t, x>éi47rate_x2/4at

que se conoce como la funcién de Green de la ecuacion (EC). Vemos entonces que

uta) = [ Gt.o—y)f(0)dy.
Ejercicio. Probar u(t,z) = &= [ f F(€) cos(s(€ — x))e " deds

Interpretaciéon: Notemos que

0 iz >0
lim G(t,x) = { S? v
t—0+ +o0o sixz=0

iPareciera que G(0, z) esta mal definido !

Sin embargo, observemos que

/ G(t,z)de =1 Vt>0.
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Asi G(0, -) puede interpretarse como la funciéon §(-) de Dirac. Notemos ademéas que:

oG e—x2/4at [ 2 1}

ot Virat |4at? 2t
6—m2/4at 2
= —— = —«
20tv/Arat {Qt }
oG x e /ot
or 2at VAarat
’’G e~v/dat T 42 0 = 10G
0%z N 20tV Aot | 2ot a a Ot

de modo tal que G(t,x) puede interpretarse como la soluciéon de

(EC) Uy = OlUyy
(CT) u(0,2) = d(z)

Asimismo v, (z,t) = G(t,x — y) f(y) puede verse como soluciéon de

(EC) Uy = Qlgy
(CI)  w0,z) = d(z—y)f(y)

es decir [ f(y)G(t,x — y)dy es solucion de

(EC) U = Olgy

€1 u(0.x) = /f@w@—ymyzf@>

Formalmente:

%/f(y)G(t,x—y)dyZ /f(y)%—f(t,x—y)dyZa/f(y)g%(t,x—y)dy

axQ/f G(t, v —y)dy

mg/f Glt,x — y)dy = f(x).

t—0

Lo que verifica (EC) y (CI).
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17.1.2. Ecuacion del calor en una barra semi-infinita. Condicién en el
extremo de tipo Dirichlet

Consideremos ahora el siguiente problema:

Up = AUz, t>0,2>0
u(0,z) = f(z) >0 (17.1)
u(t,0) =0 t>0

Para resolver este problema es util la nocion de extension impar de una funcion w : [0, 00) — R
(que por simplicidad seguimos denotando por w : R — R)

w(z) = {w(m) x>0

—w(—z) <0

Notar w es continua en R si y solo si w es continua en [0, 00) y w(0) = 0.

Supongamos que u es solucion de (17.1) y definamos v como la extension impar de u con
respecto a la variable z, es decir

ot z) = {u(t,x) x>0

—u(t,—z) x <0
La funcion v(t, z) satisface

Vp = QUgg, t >0

v(0,2) = f(x), xe€R.

Donde f es la extension impar de f. Por otro lado, si resolvemos la ecuacion para v y encontramos
una solucién impar, como las soluciones de esta ecuacion son continuas se tiene v(t,0) = 0,
Vt > 0 y en consecuencia restringiendo v a [0, 00) obtenemos la soluciéon del problema original.

Notemos que f es impar de modo que

[e.9]

fs) = /f@fﬁﬁzj%v}@fﬂﬁ+/—ﬂfw“%]

5~
3

= [ Hee i+ [ roeag

™

F(€) [e7 — e d¢
N—_— —
—2isen(s€)

s~ ¥

0\8 0\8

—21
2

f (&) sen(s&)dg

9
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Reemplazando se obtiene

v(t,z) = \/%/eisxe_szatf(s)ds:%/ | /f €)isen(s§)d€]ds
o “oo 0
1 [ - —s2at
= ;O/_/ f(&) sen(s&)[—icos sx + sen(sz)|e dsdg
2 I —s2at
= ;O/O/f(g)sen(sg)sen(sx)e dsd¢

y notemos finalmente que v es impar con respecto a la variable z.

17.1.3. Ecuaciéon del calor en una barra semi-infinita. Condiciéon de
Neumann

El problema es analogo al anterior, excepto por la condicién de borde:
Up = QUgze t>0,2>0
du
—(t,0)=0 t>0
~(t,0)

Para tratar este problema conviene utilizar la nociéon de extensiéon par de una funciéon w :
[0,00) — R, que denotamos por w : R — R

o Jw(@) x>0
() = {w(—x) x <0.

w resulta ser continua si y s6lo si w es continua. Ademas w es derivable en 0 siy s6lo w es
derivable en 0 (utilizando la definicién de derivada con limite lateral) y <% = 0.

Si u es solucion de (17.2) y se define v(t, ) como
v(t, x>0
vlt,e) = {vét: —):c) x ; 0
entonces v(t, x) satisface
Vy = QUgy t>0—c0o<zT <0
v(0,7) = f(x) —00 < T <00

Por otro lado, si resolvemos la ecuacién para v y encontramos que v es par, derivable y que
8 (¢,0) = 0, entonces tenemos la solucién de (17.2) (restringiendo v a [0, 00)).

Ejercicio. Probar que

>1|w

//f cos(s€) cos(sz)e™> dsdg.
00
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17.1.4. Problema de Dirichlet en un semiplano

En esta seccion consideramos el problema

Ugy + Uyy = 0 y>0,—c0o <z <00
u(z,0) = f(r) —oo<x <0 (17.3)
u(z,00) =0 —00 < T <00

Aplicando T'F en la variable x se obtiene
Uy + Uyy = 0
y por lo tanto

&%t o _ — 0= & _ s = d(s,y) = a(s)e™ + b(s)e™™
ay ay2 — 7y -

Usando las condiciones de borde

i(s,0) = f(s) = al(s) +b(s)

a
i(s,0) = 0= a(s) =0 s>0 »=du(s,y) = f(s)e yls|
’ b(s)=0 s<0

de donde

Usando el Teorema de la convolucién y el hecho que A(e*I¥l) = \/g Y resulta

y2+$2
R 2 e 1y
Definamos
Al oy
G =
(2,9) R

que se le llama funcién de Green de asociada al problema del semiplano.

Resulta

w(z,y) = (Gl y /fx—z zydz—/f Gla — 2, y)d (17.4)
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Ejercicio. Probar que

0 x#0

1 lim G(x,y) =
) yl—% (z.9) {—l—oo z=0

2) ]OG(:c,y)d:c =1

PG G

D et oy -

0

Interpretar G como soluciéon de (17.3) con condicién de borde u(x,y) = d(x), e interpretar la
formula (17.4).

17.2. Uso de la transformada de Laplace

Esta seccion fue extraida casi por completo del apéndice del libro 2], que aparece en la
bibliografia.

Supondremos, en esta seccidon, que el lector estd familiarizado con las nociones béasicas rela-
tivas a la transformada de Laplace, la cual le asigna a una funcion u(x,t), definida para t > 0,
la funcion

Uz,s) = /;00 e "t (x, t)dt (17.5)

llamada transformada (de Laplace) de u.

Consideremos el problema de Cauchy
U = Uyp —00<x<+00,t>0 (17.6)
u(z,0) =o¢(x) —oo <z <400 (17.7)

Y supongamos que u, Uy, U, Son continuas y acotadas.
Aplicando la transformada en (17.6), y teniendo en cuenta (17.7), se obtiene la ecuacion

Upe(z,8) — sU(x, s) = ¢(x) (17.8)

que es una ecuacion ordinaria en . Si imponemos la condiciéon de que U sea acotada, entonces
(17.8) tiene una tunica solucion, que es

Ulz,s) = 2%5 /_ +OO e~ Vile=Elp (&) de. (17.9)
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En realidad, la dificultad consiste en calcular la transformada inversa de U, para lo cual hay
que calcular la transformada inversa de (1/4/s)e™V*I*=¢l. Como se sabe, esta integral se puede
calcular evaluando la integral de (17.9) por un céalculo de residuos. Resulta que

1 (z—8)?

e 4t
2./t

Pasemos a aspectos més practicos de la transformada de Laplace. Observemos, en primer
lugar, que la variable de integracion en (17.5) recorre el intervalo [0,+oc]|. Por esa razon,
se requiere una variable independiente con ese recorrido para aplicar el método; lo usual es
considerar el tiempo t en las ecuaciones parabélicas e hiperbolicas; este método no resulta
adecuado para las ecuaciones elipticas.

u(x,s) =

Al aplicar la transformada en (17.6), obtuvimos la ecuacion ordinaria (17.8). Entonces, sélo
restan dos pasos esenciales:

a) resolver el problema que queda planteado para la ecuacion ordinaria, y

b) calcular la transformada inversa

Aclaremos que si la ecuacion original no es de coeficientes constantes, sino que éstos dependen
de la variable que se escoge para la transformacion (¢ en la formula (17.5)), entonces la ecuacion
transformada -si es que puede encontrarse- es también una EDP, que incluso puede ser de mayor
orden que la original.

Veamos algtin ejemplo tipico en el que el procedimiento se aplica satisfactoriamente, teniendo
en cuenta la existencia de tablas para la transformada (y, por lo tanto, para la transformada
inversa).

Ejemplo 1. Resolver el problema

wt+au, =z, ©>0,t>0 (17.10)
u(z,0) =0, >0 (17.11)
w(0,8) =0, t>0 (17.12)

Por lo dicho antes, conviene tomar transformada respecto de ¢, utilizando (17.11), se obtiene

S 1
Um(xv 5) + EU(SL’,S) - g

Se integra esta ecuacion (por ejemplo, multiplicando por el factor integrante x*) y se obtiene

K T
Ulws)= G+ 56+D

La constante de integracion K puede evaluarse a partir de (17.12), ya que

U(0,s) = / u(0,t)e *dt =0
0
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Para ello debe tomarse K = 0; asi,
x

s(s+1)
y aplicando la transformada inversa, se obtiene la solucion

u(r,t) =z(1 —e™).

Ulx,s) =

Observacion 17.2.1. Si aplicamos la transformada en este ejemplo, considerando a x como
variable de integracion (lo cual es posible, pues su recorrido es el mismo que el de t), se obtiene

ou 0 1
E(Svt) - %[SU(Svt)] - ?
y se observa que no hay ningin adelanto.
Ejemplo 2. Sea
U= QUyy, O0<ax <L t>0 (17.13)
u(z,0)=0 0<z<L (17.14)
u(0,t) = K wu,(L,t)=0 t>0 (17.15)

Para simplificar cambiemos ¢ por at; con esto se obtiene.
Up = Ugy (17.16)

el resto de las condiciones no cambia.
Aplicando la transformada en (17.16), y usando (17.14), se obtiene

d*U
i sU(z, s) (17.17)
cuya solucion general es
U(z,s) = Acosh(xv/s) + Bsenh(zv/s) (17.18)

Utilizando (17.15) en (17.5),

K
U,s) =— Us(L,s)=0
s
Con estas condiciones pueden determinarse A y B en (17.18), por lo que resulta

h((L —
o) — OB =2)V5)
s cosh(Ly/s)
La transformada inversa de este tipo de funciones se obtiene como el desarrollo en serie siguiente
(donde se ha regresado a la variable original):

AN~ 1 o 2202
u(z, t) :K{l - (;) Z2n— G @n=1m%at/ALT  gen[(2n — 1)7?$/2L]}

n=1

que es la solucion del problema planteado.
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Observacion 17.2.2. Lo usual en este método, como en el de Fourier y otros, no es verificar a
priori las condiciones de su aplicabilidad (en este caso, convergencia de la integral que define la
transformada), sino aplicarlo formalmente y después verificar si la presunta solucion encontrada
es tal.

17.3. Ejercicios

1. Resuelva los siguientes problemas utilizando la transformada de Laplace

a)
zust+u, =x x>0,t>0
u(x,0) =0 >0
u(0,t) =0 t>0

b)
Upe = (1/E)uy >0,t>0
u(zx,0) =0 x>0
u(0,t) =wup(cte) t>0,u estda acotada
c)
= (1/c*)uy 0<zx<L t>0
w(z,0) =0  w(z,0)0=0 0<az<L
w(0,£) =0 wug(L,t) =k(cte) t>0
d)
w4+ (1/m)u, = (l/k)ut 0<r<R,t>0
u(r,0) = 0<r<R
u(R,t) = uo(cte) t>0

17.4. Problemas

Problema 17.1. La mezcla de dos fluidos en un tubo infinitamente largo puede modelarse a
través de la ecuacion de convexion-difusion: uy = u, + auy,,, con condicion inicial u(z,0) = f(x).
(i) Probar que la transformada de Fourier a(s,t) = u(-,t)(s) es igual a

a(s,t) = f(s) exp(is — as?)t.
(ii) Deducir que la solucion puede expresarse como

—+00

u(z,t) = fy)G(z —y,t)dy.

—00

(iii) Determinar el nicleo de Green G(z,t).
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Problema 17.2. Resolver por Transformada de Fourier:

Uy = @ Uyy, —oo<x <00, t>0
u(x,0) = f(r), —co<x <00
uy(x,0) =0, —o0 < xr <00

Problema 17.3. Se desea determinar la evolucion de la temperatura wu(t,z) en una barra
semi-infinita cuando hay transferencia de calor al medio circundante segin el modelo

Uy = ktgy —yu, t>0, 0<z<o0

donde k£ > 0 es el coeficiente de difusividad térmica y 7 > 0 es el coeficiente de transferencia
de calor. Suponga que la barra esta aislada en x = 0, esto es

ug(t,0) =0, t>0
y que la distribucion inicial de temperaturas esta dada por una funciéon f(x), es decir
u(0,z) = f(z), 0<x<oo.

Pruebe que u se puede expresar como u(t,z) = [f(-) * G(¢,-)](z) para una funcion G(t,x) la
cual se pide determinar usando el método de la transformada de Fourier.

Indicacién: Extienda apropiadamente el problema a todo —oo < x < o0.
Problema 17.4. ! Para h > 0 constante, considere la ecuacion
Up = Upy — hUy, —oco<x<oo,t>0

con condicién inicial
u(z,0) = f(z), —oo<z<oo.

Use el método de la Transformada de Fourier (suponiendo que las transformadas existen) para
demostrar que

1 o
u(x,t) = — / f(z —th + 2yv/t) exp(—y?)dy.
VT J o
Indicacion: Pruebe que [* exp((a + is)?)ds = /7 para todo a € R.

Problema 17.5. 2

(a) Sea f(x) = (F'p)(z), v € R, la antitransformada de Fourier de una funcion ¢ = ¢(s),
s € R. Muestre que f(z — xq) = F e " p(s)](x). Deduzca que

F (o) cos(san)] @) = 51/ (@ = ) + [ (@ + o),

IExamen. Primavera 2003. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
2Control 3. Primavera 2007. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez



268 CAPITULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCION DE EDPS

(b) Considere la ecuacion de ondas

U = 16Uy reR;t>0
1
(EO) u(0,r) = — reR
x‘ J—
u (0,2) =0 reR

(b.i) Pruebe que la transformada de Fourier de u(t, -) esta dada por
~ 1 /r
u(t,s) = —g\/;sen(3|s|) cos(4st).

(b.ii) Utilizando (a), calcule explicitamente la soluciéon u(t, z) de (EO).

Problema 17.6. 3

(a) Demuestre que la transformada de Fourier de la funcion f(z) = m viene dada por:

Indicacion: Recuerde que F (=) (s) = \/Fe .

(b) Las vibraciones v = u(t,x) de una varilla infinita satisfacen la ecuacion de elasticidad
siguiente:
utt+a2umm:0, t>0,—0o<z<+o00 (a>0).

Suponga que ffooo |u(t,z)|dx < oo para t > 0, y que la varilla inicialmente se encuentra
T

en reposo (i.e. u4(0,2) = 0 para —oo < x < 400) en la posicion u(0,z) = CEESER

(i) Demuestre que la transformada de Fourier con respecto a x de la solucion es:

u(t,s) = —% \/gse_‘*' cos(as’t)

(ii) Concluya que la solucion corresponde a:

1 o0
u(t,z) = 5/0 se” % sen(sz) cos(as’t)ds.

Problema 17.7. * Resuelva el problema diferencial

Uz (T, y) + uyy(z,y) — hu(z,y) =0, 0<zx<oo, O<y<l

3Examen. Primavera 2007. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
4Examen Especial. Primavera 2002. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez



17.4. PROBLEMAS 269

donde h > 0, con condiciones de borde dadas por

uz(0,9) =0, 0<y<l1

y
u(z,0) =0, wu(x,1)= f(z), 0<z<oo
donde
1 0<zx<ec,
f(x)_{o IZC,
con ¢ > 0.

Problema 17.8. °
(1) Sea f(x) = exp(~—alz]). Prucbe que f(s) = /2 2.

(b) Considere la ecuacion de ondas

(EO) u(0,z) =exp(—|z|]) z€R
u(0,2) =0 reR

Pruebe que la transformada de Fourier de u(t,-) es u(t, s) = \/gcos(llst)/[l + s7].

(c) Calcule la solucion u(t, x) de (EO). Indicacion: puede usar el teorema de residuos de Cauchy,
o bien las propiedades algebraicas de la TF.

Problema 17.9. 6

(i) Dado a > 0, calcule la transformada de Fourier de

1
f(x)—m-

(ii) Use transformada de Fourier para resolver

Ugg + Uyy = 0, O0<xr<+4+00,0<y<l,
u,(z,0) =0, 0 <z < +o0,
uz(0,9) =0, 0<y<1,

uw(x, 1) =1/(2* +4)?, 0<z < +oo.
Problema 17.10. ”“ Dados o > 0 y b € R, considere la EDP dada por:
U — QU +bu, =0 —oo<zx<o00,t>0 (17.19)

con condicion inicial u(z,0) = f(z). Suponga que [°°_|u(z,t)|dz < oo para todo t > 0.

SExamen. Primavera 2001. Mateméaticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
6Control 3. Primavera 2003. Mateméticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
"Examen. Primavera 2006. Mateméticas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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1. Encuentre la funciéon de Green G(z,t) de (17.19). (i.e. tal que u(x,t) = (f(-)*xG(-,t))(z)).

Indicacion: use que g(x — x0)(s) = e %5 (s), y que F~(e=*")(z) = 2—6_:02/4“.
a
2. Sea y(x,t) solucion y; — ayy, =0, —00 < & < oo,t > 0, con condicién inicial y(x,0) =
f(z). Pruebe que u(x,t) = y(x — tb,t) para todo x € R, t > 0.

3. Suponga que cuando o — 0, la funcion u(z,t) (que depende de «) converge. Identifique
la funciéon limite.

Problema 17.11. 8

~

1. Sea f(z) = con a > 0. Demuestre que f(s) = \/ge_‘”s‘.

22 4+ a?’
1

T2+

2. Sea G(x,y) =

s;conx €R y>0.51 f: R — R es integrable, definamos
Y

w(@,y) = Gly) * F() =+ /OO Y (o — w)dw = /OO Y fw)dw.

™ —ooujz_‘_y2 ™ —oo(x_w)2+y2
(17.20)
Verifique que u(x,y) es solucion de la siguiente EDP estacionaria en el semiplano supe-
rior:
Ugy + Uyy =0, reR, y>0
u(z,0) = f(x), reR (17.21)
u(z,y) — 0, y — 00, x € R.
Indicaciones:

a) Calcule la transformada de Fourier en variable x de la funcion u(x

) dadaen (17.20).

Y
Le sera de ayuda el Teorema de convolucion (f * g(s) = V27 f(s)g(s)), v la trans-
formada calculada en el inciso a).

b) Tome transformada de Fourier -con respecto a z- en la ecuacion (17.21) para conver-
tirla en una EDO (mas condicion de borde). Verifique que este sistema es satisfecho
por la funciéon u(s,y) encontrada en el inciso anterior.

17.5. Resoluciéon de problemas

= Solucién Problema 17.10
Dados a@ > 0 y b € R, considere la EDP dada por:

U — QU +bu, =0 —oco<x<o00,t>0 (17.22)

con condicion inicial u(x,0) = f(z). Suponga que [ |u(z,t)|dz < oo para todo ¢ > 0.

8Control 3. Otono 2007. Matematicas Aplicadas. Prof: Alberto Mercado
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1. Tomando transformada de Fourier en (17.22), tenemos la ecuacion:
U, + s*at + isbu = 0 (17.23)
cuya solucion esta dada por
ﬂ(s,t) _ 6(—a82—ibs)ta(s’ 0) _ 6(—52—ibs)t]?(s)
y tomando la antitransformada tenemos:

(SL’ t zmse(—as2 —ibs)tf(s)ds

7l

Ahora, para usar el teorema de convolucién, notemos que gracias a la indicaciéon se

. 2 | p— (4ot)

sigue que F1(em ")) (1) = ———¢@ )?/(dex . Entonces, del mencionado teo-
: ( @) = =

rema se tiene que:

(z b y)2

u(z,t) f(y)dy

\/ 47ra

(z=p?

e ot f(y— bt)dy (17.24)

VAarat

Lo anterior debe ser igual a
/ Gtz — ) F(y)dy

1 e—(:c—bt)2/(4o¢t).
Viarat

2. Sea y(z,t) solucion de y; — ay,, = 0, con y(z,0) = f(z).

de donde deducimos que G(z,t) =

Esta ecuacion tiene funcion de Green, (vista en clase, y que se puede deducir de lo

anterior tomando b = 0) dada por Go(z,t) = Tte_xz/ (4at) de donde se sigue que
T

G(x,t) = Go(x — tb,0), de donde se obtiene que u(zx,t) = y(x — tb,t), teniendo en
cuenta la definicién de convolucion.

Otra forma de probar esto (asumiendo que las soluciones son unicas) es verificar
directamente que y(z — bt,t) satisface la ecuacion (17.22), y es por lo tanto igual a
u.

3. Suponiendo que lin%u(x, t) existe, para identificar este limite, podemos observar que
a—

en la formula (17.24), o juega el mismo paper que ¢, por lo que al tomar o« — 0
ocurre lo mismo que cuando ¢t — 0 en Gy: aparece la delta de Dirac, por lo que el
lado derecho de (17.24), cuando o — 0, resulta f evaluada en y = z. Es decir, el
limite buscado es f(z — bt).

Otro posibilidad es razonar que con a = 0, se tiene que y satisface y, = 0, con
y(z,0) = f(x), de donde y(x,t) = f(x) para todo t > 0. Con el inciso 2), deducimos
que

lim u(z,t) = y(x — th,t) = f(x — bt).

a—0
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s Solucién Problema 17.11

1.

Sea f(z) = ﬁ, con a > 0. Demuestre que J/c\(s) = \/ge—‘ﬂs\_

Por definiciéon se tiene que

N 1 —18T a
S) = ——— e
flo) = o= [ et

., a . . .
La funciéon P es un cociente de polinomios con grados 0 (en el numerador) y 2
2 +a
(en el denominador), cuyos polos son {—ia,ia}.
Segun el teorema visto en clase, para integrar con —s > (i.e. s < 0) se debe tomar
ta, y en el caso s > 0 se usa —ia. Es decir:

Si s < 0 se tiene

i a . i a .
e " ——— = 2miRes(e”"" 5——,ia)
R ¢ +a z“+a
, a
= 2m (esa—, )
21a
= me*
En el caso s > 0 se tiene
i a . i a .
e " ——— = 2miRes(e” " 5——, —ia)
R ¢+ a z“+a
S .. a
= —2mi|e %"——
—21a

= e %

Por lo que en ambos casos (i.e. para toda s € R) se sigue que

- a
—isx o —|sla
/Re o Rk (17.25)

de donde se tiene el resultado deseado.

1
. Sea G(x,y) = i conx €R,y>0.Si f:R— R es integrable, definamos

;x2+y2’

wa) =Gl fO =+ [ e = [ .
- - (17.26)

Verifique que u(z,y) es solucion de la siguiente EDP estacionaria en el semiplano
superior:

Ugy + Uyy =0, reR, y>0
u(z,0) = f(x), reR (17.27)
u(z,y) — 0, y — 00, x € R.

Indicaciones:
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@)

Calcule la transformada de Fourier en variable z de la funciéon u(zx,y) dada en

—

(17.26). Le sera de ayuda el Teorema de convolucion (f * g(s) = 27 f(s)g(s)),
y la transformada calculada en el inciso a).

Por el inciso a), la transformada de Fourier de G (con respecto a la variable z,
considerando y como constante) esta dada por

~ 1 1
G(s,y) = =] =e Vbl = ——¢vlsl
(5:9) W\/g V21

para todo s € Ry todo y > 0.
Entonces, por el teorema de la convolucion se tiene

(s, y) = V21 Gl(s,y)f(s) = e f (s) (17.28)

para todo s € Ry todo y > 0.

Tome transformada de Fourier -con respecto a z- en la ecuacion (17.27) para
convertirla en una EDO (més condicién de borde). Verifique que este sistema es
satisfecho por la funcion u(s,y) encontrada en el inciso anterior.

Teniendo en cuenta que U,z = (is)*u = —s*u, al aplicar transformada de Fourier
en (17.27) resulta:

—s*U+ Ty, =0, seR,y>0
u(s,0) = f(s), seR (17.29)
u(s,y) — 0, y — 00, s € R.

Verifiquemos que nuestra funcion dada por (17.28) resuelve este sistema:
o Uyy(s,y) = 05 (e W) f(s) = s*e P f(s) = s%t(s, y),

e U(s,0) = 601?(8) = f(s) y

o lim, . u(s,y) = ]/C\(S) lim, . e”1¥¥ = 0.

Por lo tanto se cumple el sistema.
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Apéndice A

Curvas en R’

A.1. Curvas

La nocién de curva es la formalizacién matematica de la idea intuitiva de la trayectoria de
una particula que se mueve en el espacio. Por esta razon los casos de R” conn =2y n = 3
juegan un rol principal en lo que sigue.

Definicion A.1.1 (Curva). Diremos que un conjunto I' C R™ es una curva si existe una funcion
continua 7 : [a,b] — R", llamada parametrizacion de la curva, tal que I' = {r(t) : t € [a,b]}.

Ademés, diremos que una curva I es

1) Suave: si admite una parametrizacion de clase C'.

—

2) Regular: si admite una parametrizacion 7(-) de clase C' tal que |4 (t)[| > 0, para todo
tel.

3) Simple: si admite una parametrizacion de clase C' que sea inyectiva (i.e. no hay puntos
multiples).

4) Cerrada: si admite una parametrizacion 7 : [a, b] — R™ de clase C! tal que 7(a) = 7(b).
5) Cerrada simple: si admite una parametrizacion 7 : [a, b — R" de clase C! tal que 7(a) =

7(b) y que sea inyectiva sobre [a, b).

277
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Ejemplo A.1.2. Consideremos la curva descrita por un punto solidario a una rueda de radio
R que gira sin resbalar y que se encuentra a una distancia a del centro de la rueda. Cuando
a = R a esta curva se le conoce bajo el nombre de cicloide.

Figura A.1: Trayectoria de un punto sobre una rueda que gira sin resbalar

Su parametrizacion viene dada por
7(t) = (Rt,R) — (asent,acost) = (Rt — asent, R — acost),
donde a es la distancia del punto al centro de la rueda.

a<R

a=R

a>R

U U U

Figura A.2: Trayectorias para distintas relaciones entre los valores de a y R.

Notemos que cuando a < R la trayectoria es simple y regular, mientras que en el caso a > R
deja de ser simple aunque sigue siendo regular. El caso critico es el de la cicloide con a = R, pues
se verifica que la trayectoria es simple pero no es regular (justifique). Es importante observar
que la parametrizacion sigue siendo suave, a pesar de que la curva presenta “puntas”; de hecho,
es esto ultimo lo que obliga a pasar por esos puntos con velocidad nula.
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Ejemplo A.1.3. La funcion 7(t) = (acost,bsent), t € [0,7/2] parametriza el cuarto de elipse
que se ve a continuacion

Esta curva se puede parametrizar también mediante 7 (x (x,b0/1 = (z/a)?),xz € [0, al.

Ejemplo A.1.4. La funcion 7(t) = (acost,asent, %),t € [0, 47] parametriza una hélice, que
realiza 2 vueltas llegando a una altura 2h, como se ve en la proxima figura.

L
/F/} %

Figura A.3: Hélice

'

Podemos pensar que la hélice es una trayectoria que sigue el contorno de un cilindro dado
(en este caso de radio a y altura 2h).

Insistamos que una curva I' es un conjunto, que no debe confundirse con la parametrizacion
que la define. De hecho, una curva admite muchas parametrizaciones tal como vimos en el
ejemplo A.1.3. Intuitivamente, esto se explica porque una misma curva puede recorrerse de
diferentes maneras a distintas velocidades.

A.1.1. Reparametrizacién de curvas regulares
Definicién A.1.5. Dos parametrizaciones 71 : [a,b] — R™ y 75 : [¢,d] — R" de una misma

curva I se dicen equivalentes si existe una funcion biyectiva 0 : [a,b] — [c,d] de clase C tal que
71(t) = m2(0(t)) para todo t € [a,b]. En este caso, la funcion 6 se llamard reparametrizacion.
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Una funcién continua y biyectiva 6 definida en un intervalo seré necesariamente creciente o
decreciente. En el primer caso diremos que la reparametrizaciéon preserva la orientacion pues
dos parametrizaciones tales que 7, = 75 06 recorren la curva en el mismo sentido. En el segundo
caso, esto es, cuando la reparametrizacion es decreciente, entonces diremos que la orientaciéon
se invierte. De esta forma, dos parametrizaciones equivalentes o bien preservan la orientaciéon o
bien la invierten, pero no puede darse un caso intermedio.

La definiciéon anterior conlleva naturalmente a preguntarnos lo siguiente:
(1) ;Son todas las parametrizaciones de una misma curva necesariamente equivalentes?

(2) En caso afirmativo, jexiste alguna parametrizacion més “natural” que las otras?

La respuesta a (1) es en general no, como lo muestra la siguiente curva y las dos parametri-
zaciones que se indican a continuacién y cuyas orientaciones no son comparables respecto a la
orientacion (no podemos decir ni que se preserva ni que se invierte).

r 1 o

N\

Figura A.4: Parametrizaciones no equivalentes para la misma curva I’

Sin embargo, se tiene el siguiente resultado que admitiremos sin demostracion.

Proposicion A.1.6. Sea I una curva simple y reqular. Si I' no es cerrada, entonces todas sus
parametrizaciones requlares son inyectivas y equivalentes. Cuando I' es una curva cerrada, se
tiene que todas sus parametrizaciones inyectivas en el interior de su dominio son equivalentes.

En esta situacion, una parametrizacion regular 7’ separa en dos al conjunto de parametrizaciones
regulares:

» Las que tienen la misma orientacion que 7 (que llamaremos orientacion positiva), y

» Las que tienen la orientacion opuesta (que se llamara orientacion negativa).

Evidentemente las nociones de orientaciéon positiva y negativa quedan determinadas por la
parametrizacion inicial que sirve de referencia. Existe sin embargo una convencién en el caso
de curvas planas cerradas y simples, esta es el escoger la orientacién positiva como aquella
obtenida al recorrer la curva en sentido antihorario (i.e. contrario a las manecillas del reloj),
tal como se ilustra en la siguiente figura.
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A.1.2. Parametrizaciéon en longitud de arco
Sea I' una curva simple y regular. Sea 7: [a, b] — R™ una parametrizacion regular de I". Con

el fin de definir la “longitud” de I' procedemos a aproximarla por una poligonal a través de los
puntos 7(to), 7(t1), ..., 7(tn) donde a =ty < t; < ... <ty = b es una malla de puntos.

L) = 300, [17(t:) = it

Intuitivamente, cuando el paso de la particion A({#;}) = méxo<i<n-_1(tiv1 — t;) tiende a
cero, la longitud de la poligonal converge hacia el largo de la curva I'. En efecto, se cumple el
siguiente resultado:

N-1
Proposicion A.1.7. La suma Y [|F(ti1) — 7(t;)|| converge, cuando el paso de la particion
i=0

dt.

b o
A({t;}) tiende a cero, hacia la mtegml/ d—;

Este resultado nos permite introducir la siguiente definicion:

Definicién A.1.8. Sea I' una curva simple y regular. Sea 7 [a,b] — R"™ una parametrizacion
reqular de I'. Definimos la longitud de I' mediante

L(T) == / ’

El valor de esta integral no depende de la parametrizacion reqular 7 que se escoja para describir
I, y por lo tanto el largo de I' estd bien definido.

dr

— Al
o || 4 (A1)

Sea I' una curva simple y regular, y 7: [a,b] — R™ una parametrizacion regular. Definimos
la funcién longitud de arco s: [a,b] — [0, L(I')] como
t —
d
s(t) == / "

E(T) dr (A.2)
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De acuerdo a lo anterior, s(t) es la longitud del camino recorrido sobre I" por la parametrizacion
hasta el instante ¢, tal como lo ilustra la figura.

Claramente, s(-) resulta ser una funciéon de clase C' con

o=

z—j(t)H >0

En consecuencia, s(-) es una funcion estrictamente creciente, con lo cual resulta ser una biyec-
cién, y su inversa es también de clase C! (por el teorema de la funcion inversa) y estrictamente
creciente. De esta forma podemos considerar la reparametrizacion dada por esta funcion inver-
sa, la cual denotamos por t: [0, L(I')] — [a, b], y considerar la parametrizacién equivalente que
resulta de tomar como parametro la longitud de arco, vale decir

d(s) =7(t(s)), s € [0, L(I)]
Por el teorema de la funcién inversa, notemos que

dt 1
—(8) = —=—— > 0.
dr
ds= " |G @)
En consecuencia, la reparametrizacion no sélo preserva la orientacion, sino que ademés recorre
I' a rapidez constante e igual a 1:

Es posible verificar que cualquier otra parametrizacion regular conduce a la misma para-
metrizacion en longitud de arco, salvo orientacién por supuesto, por lo cual ésta puede ser
considerada como una parametrizaciéon canoénica de la curva. La llamaremos parametrizacion
natural o en longitud de arco

ﬁ
ds

Ejemplo A.1.9. Encuentre la parametrizacion natural de la cicloide 7(t) = R(t — sent, 1 —
cost), t € [0,27]

Respuesta:

a(s) =2R (arccos (1 — %) - (1 — %) \/1 — (1 — %)2,1 - (1 - %)j s € [0,8R).

Ejercicio A.1.10. Encontrar la reparametrizacion en longitud de arco para la hélice 7(t) =
(acost,asent, L), t € [0, 4n).
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A.1.3. Velocidad, rapidez y vector tangente

Definicién A.1.11. Consideremos 7 : [a,b] — R"™ una parametrizacion regular de una cur-

va simple I'. Definimos el vector velocidad, la rapidez y el vector tangente, respectivamente,
mediante

dr dr ds v(t)

v(t) = —(t t) = ||—)| == Tt) = —= = — A.

w0 =G0, o0-|F0|-Fo. T0-23 -3 (A3)
donde s : [0, L(I")] — R representa la funcion de longitud de arco.
Notemos que si & es la parametrizaciéon natural entonces
do

T A4
(5) = 2 (s) (A4)
debido a que [[%(s)|| = 1. Esto nos permite interpretar la parametrizacion natural como aquella

que se obtiene al recorrer la curva I' con velocidad constante unitaria, y ademés nos indica que
el vector tangente s6lo depende del punto en el cual es calculado y no de la parametrizacion
regular 7 asociada a la curva, salvo por la orientacion. En efecto, si 7 (7) = 7(6(7)) con 6 una
reparametrizacion, entonces
de
S| |50

d’f’l /‘

Enfaticemos que lo anterior nos permite calcular el vector tangente a I' en el punto P € T’
de dos maneras distintas:

w0~

- o () 70

(1) T(t) = L<(t)/||%<(¢)|| donde ¢ es tal que 7(t) = P.
(2) Calcular la parametrizacion en longitud de arco ¢(s) y calcular

do

T(s)= I

con s tal que d(s) = P.

En general, el procedimiento (1) es mas directo y por lo tanto seréa el més utilizado.
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A.2. Complementos sobre curvas

A.2.1. Integrales sobre curvas

Definicion A.2.1. Sea I' una curva simple y regular en R™, y sea f : R" — R wuna funcion
continua definida en €2 D I'. Definimos la integral de f sobre la curva I' mediante:

/F ft = / F) '

donde 7 : [a,b] — R"™ es una parametrizacion reqular de T".

o s

Es facil verificar que el valor de la integral definida en (A.5) no depende de la parametrizacion
regular elegida.

Una aplicacion de la integral sobre curvas es el calculo de la masa de un alambre parame-
trizado por 7 : [a,b] — R3. En efecto, si suponemos que la densidad lineal de masa [gr/cm| de
este alambre estd dada por la funciéon continua p(z,y, z), que depende de la posicion dentro del
alambre, entonces la masa total del alambre puede aproximarse por

=2

M3 p(r(t) [7(ts) = 70| (A.6)

~
Il
o

Usando los mismos argumentos para definir la longitud de arco, podemos mostrar que cuando
el paso de la malla A({t;}) tiende a cero, la suma anterior tiende a la integral de linea [ pd/.

Ejemplo A.2.2. La densidad de masa de un alambre helicoidal parametrizado por 7(t) =
(cost,sent,t), t € [0,2n], viene dada por

plx,y, 2) = 2>+ + 22

Luego, la masa total del alambre sera
27
M = / (cos®t +sen®t + %)/ (—sent, cost, 1)||dt
0

- ﬂ/j% +%)dt = V2 <27r + gw?’) :

El centro de masa de una curva I' C R?, cuya densidad lineal de masa es p : R® — R, se
define como el punto de coordenadas:

1 1 1
xGZM/Fx,Od& yGZM/prd& ZGZM/Fz,Odf,

donde M es la masa total de la curva.
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Ejemplo A.2.3. El centro de masa de la hélice del ejemplo A.2.2 estd dado por

1 6

1 2w 2w
LUG:M/ COSt(1+t2)\/§dt:m/ t2 COStdt:m,
0 3 0

! /% P+ V3t — — /%t? Fdf = ——O
= — sen = sentdt = ,
YT o @7+ 57) Jo (3+ 4r?)

3
L[> 1 3m(1+ 27?)
= — | tQ+)V2dt = ————2r +4nt) = F—— 2
= M/O (L+1)v2 (27?—1—%7?3)( ™t 4r) (3 +4n2)

A.2.2. Curvatura y vector normal

En primera aproximacion, la trayectoria de una particula que se mueve siguiendo la parame-
trizacion 7(t), se aproxima a una recta cuya direccion viene dada (localmente) por el vector
tangente 7'(t). Cuando estudiamos las variaciones de la velocidad, esto es la aceleracion de la
particula, vemos que esta se produce ya sea por el cambio en la magnitud de la velocidad, o
bien cambios en la direccion de la velocidad. Asi por ejemplo, en movimiento rectilineo (7'(¢)
es constante) la tunica aceleracion posible proviene de la variacion de la rapidez y esta dada
por %T(t). Por el contrario, en un movimiento a lo largo de una circunferencia de radio R a
velocidad angular constante w, la rapidez es constante e igual a wR. Sin embargo, por efecto
del cambio en la direcciéon de la velocidad aparece una aceleraciéon centripeta de magnitud “’—RQ

y que apunta hacia el centro de la circunferencia.

En lo que sigue veremos que en un movimiento general 7(t), la aceleraciéon puede descom-
ponerse en estos dos tipos de aceleraciones: una componente tangencial y una componente de
tipo centripeta. Para ello identificaremos la circunferencia que mejor aproxima (instanténea-
mente) la trayectoria. Supondremos que todas las parametrizaciones son al menos dos veces
diferenciables.

Figura A.5: vector tangente y curvatura.

Intuitivamente, la curvatura aparece por efecto de la variacion del vector tangente, respecto
de la longitud de arco. Mientras mas rapida sea esta variaciéon, mas cerrada sera la curva y
menor el radio de la misma.

Definicion A.2.4. Definimos la curvatura de la curva I' mediante

wls) = | G
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Cuando k(s) > 0 definimos el radio de curvatura y el vector normal, respectivamente como

R(s) = ——, N(s):= Z—Z(s) / ’ %(s) (A.8)

Notemos que N(s) L T(s). En efecto, esto se obtiene de derivar la identidad ||T'(s)|* = 1,

de modo tal que
dT

4 o
0= ()" = 27(5) - ().

Debido a lo engorroso que puede llegar a ser el calculo explicito de la parametrizaciéon en
longitud de arco, vale la pena tener expresiones para la curvatura, radio de curvatura y vector
normal que sean calculables directamente a partir de una parametrizacion regular cualquiera
7(t). Eso es relativamente facil utilizando la regla de la cadena pues se tiene

AT _dT di_dT )ds
ds dt ds dt/ dt’

En consecuencia

o0 =G0 /50 (A9)
R(t) = % (A.10)
v /|2 s

A.2.3. Vector binormal y torsion

En esta seccion restringiremos nuestro estudio a n = 3.
Definicion A.2.5. Definimos el vector binormal B mediante
B=Tx N,

donde la operacion x denota el producto cruz entre dos vectores de R3.

Figura A.6: vectores tangente, normal y binormal.

Hemos visto que los vectores T'y N son ortogonales entre si, pero pueden variar a medida
que nos movemos por la curva. En consecuencia el vector B variara también en general.
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Notemos que

dB dT dN dN dN
E—EXN"—TXE—HNXN"_TXE—TXE,
dB

obteniendo asi que %= es ortogonal a 7. De otra parte, sabemos que

ds
B d (1, .,
550 =4 (gher) —o
aB dB

lo cual implica que 2 es también ortogonal a B, concluyendo finalmente que <2 es proporcional

a N. Esto nos permite hacer la siguiente definicion.

Definicion A.2.6. Definimos la torsion asociada a la curva como la siguiente magnitud

dB

7(s) = —N(s)

La torsion se puede interpretar como la tasa a la cual el vector binormal “persigue” al vector

normal. Notemos que no es necesario trabajar con la parametrizacion en longitud de arco ya
que se tiene:

ri) = -0 (G 0/50). (A12)

Ejemplo A.2.7. Consideremos la hélice de la figura A.3 parametrizada por 7(t) = ap(t) + g—fr/%,

donde j(t) = (cost,sent,0), O(t) = (—sent,cost,0)y k = (0, 0,1) denotan los vectores unitarios
de las coordenadas cilindricas. Notemos que %(t) =0(t) y ©(t) = —p(t). Se tiene que

T(t) = (af(t) + hk)/Va? + h?,  N(t) = —p(t),

o 4B, h .
B(t) = (ak — ho(t))/Va* + h?, E(t)—\/ﬁﬂ(t%
7(t) = h/(a®* +h?), k(t) =a/(a® + h?).

A.2.4. Foé6rmulas de Frenet

Considerando las definiciones dadas en esta seccion, las siguientes relaciones se satisfacen:

ar
- — kN
() o = kN,
N
(11) 0;—8 =—kT + 7B,
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donde todas las funciones implicadas estan evaluadas en s, el camino recorrido.
Las relaciones (I) y (III) son consecuencias directas de las definiciones establecidas. Probemos

la relacion (II): dado que N = B x T se obtiene

N B T
d_:d_xT+Bxd—:—TNXT—i—BX(]{?N)ITB—HT.
ds ds ds

Notemos que en la segunda igualdad se utilizaron las relaciones (I) y (III).

Veamos ciertas aplicaciones de las formulas de Frenet.

Proposicion A.2.8. Las siguientes propiedades son ciertas:

1. Una curva con curvatura nula es una recta.
2. Una curva sin torsion es una curva plana.

Demostraciéon. 1) Si k = 0, de la férmula de Frenet (I) se tiene que %€ = 0, es decir, que

ds
T(s) = T, constante para todo s. De esta manera se concluye que

7(s) = 7(0) + /0 S Tods = 7(0) + sTy.

2) Si 7 = 0, de la formula de Frenet (III) se tiene que 42 = 0, es decir, que B(s) = By
constante para todo s. Entonces

d dr

By =By- L =B.-T=0,

ds( 0-7) 0" ds

y luego B - 7 es siempre constante (e igual a By - 7(0)), esto quiere decir que la curva pertenece
al plano ortogonal a By y que pasa por 7(0), el cual esta dado por

By - (7(s) — 7(0)) = 0.

A.2.5. Planos de Frenet

Sea I' C R? una curva regular y consideremos 7: [a, b] — R? su parametrizacion en longitud
de arco que supondremos dos veces diferenciable. Consideremos T'(s) y N(s) los vectores tan-
gente y normal (unitarios) a 7 en el punto s. Los vectores T'(s) y N(s) determinan un plano,
llamado plano osculador de 7 en el punto s. Por definicion el vector binormal B(s) es unitario
(en efecto si u y v son vectores entonces |lu x v|| = |Ju|” ||v||* — (u,v)?) y es ortogonal al plano
osculador por lo tanto un punto # € R? pertenecera a este plano si satisface la ecuacion:

(& — 7(s)) - B(s) = 0. (A.13)
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El plano definido por los vectores N(s) y B(s) se llama plano normal de 7 en s y por lo
tanto tiene por vector normal a 7T'(s). La ecuacion del plano normal esta dada por:

(& — 7(s)) - T(s) = 0. (A.14)

Se llama plano rectificante de 7 en s al plano que pasa por 7(s) y que es ortogonal al plano
osculador y al plano normal y por lo tanto tiene como vector normal a N(s). Su ecuaciéon viene

dada por:
(Z—7(s))- N(s) =0. (A.15)

A las rectas que pasan por 7(s) y tienen vectores paralelos T'(s), N(s) y B(s) se les llama,
respectivamente, recta tangente, recta normal y recta binormal de 7 en s. Es claro que las
ecuaciones paramétricas de estas rectas corresponden respectivamente a

r=7(s)+tl(s), teR, (A.16)
Z=r7(s)+tN(s), teR, (A.17)
Tr=r7(s)+tB(s), teR, (A.18)
donde ¢t € R es un parametro.
Plano Normal

Plano Rectificante
Plano Osculador

B(s)

Figura A.7: planos osculador, normal y rectificante.

A.3. Ejercicios

1. Parametrizar la curva plana cuyos puntos satisfacen lo siguiente : el producto de las distan-
cias a dos focos en la abscisa (A,0) y (—A,0) es constante e igual a B > 0. (Lemniscata)

2. Sea I la curva descrita por un punto P de una circunferencia de radio Ry, la cual rueda sin
resbalar sobre otra circunferencia de radio mayor R > Ry. Parametrice la curva resultante
y determine la funcién de longitud de arco. Estudie la curvatura y la torsion donde tenga
sentido.
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3. Parametrizar la circunferencia que pasa por los puntos (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1).

Indicacion: Note que el vector (1,1, 1) es normal al plano que contiene a la circunferencia.

4. Calcular la masa del alambre que sigue la interseccion de la esfera x? + y? + 2% = 1 con
el plano  + y + z = 0 y cuya densidad de masa est4d dada por la funcion p(z,y, z) = 22

5. Dada una funcién continua y no nula g : [0, ] — R, pruebe que existe una curva plana I'
de longitud [y tal que su curvatura esta dada por |g|.

Ind.: Defina 0(s) = /Osg(T)dT, x(s) = /OS cosO(T)dr, y(s) = /08 sin O(7)dr y estudie 7(s) =
z(s)i+y(s)J.

6. Sea I' el grafo de una funcion diferenciable f : [a, b] — R. Determine una férmula para la
longitud de I". Suponiendo que f es dos veces diferenciable, pruebe que la curvatura en el
punto (z, f(x)) viene dada por

/" ()|

= i

A.4. Problemas

Problema A.1. Considere la parametrizacion 7 : [0, 2r] — R? definida por
7(t) = (cos®t,sen®t,0). La curva ([0, 27]) recibe el nombre de astroide.

A

N
e

Y

(a) Calcule el vector tangente, normal y binormal, la curvatura y la torsion a la curva en los

puntos donde tenga sentido. Justifique brevemente en cuales puntos estas nociones estan
bien definidas.

(b) Calcule ademaés la parametrizacion en longitud de arco y el largo total de la curva.

Problema A.2. ! Una particula se mueve sobre el manto del cilindro de ecuaciéon 22 +y? = 1

!Control 1. Primavera 1997. Matematicas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
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de forma tal que z = 2z(€) es solucion de la ecuacion diferencial

o _
e - -
dz

Z(O)zl , @(0):0,

donde (r, 0, z) son las coordenadas cilindricas.

(a) Encuentre una parametrizacion de la curva 7 descrita por la particula (use a 6 como
parametro).

(b) Calcule la longitud de arco para 6 € [0, 27].

(c) Calcule el vector tangente, el normal y el binormal asociado a 7, asi como su curvatura y
su torsion.

Problema A.3. ? Considere una curva I' C R? con la siguiente propiedad : existe un punto P,
por el cual pasan todas las rectas normales a I (note que todo arco de circunferencia satisface
esta propiedad). Sea 7(s) : [0, £(T")] — R? una parametrizacion de I' en longitud de arco.

(a) Justifique la existencia de una funcion escalar ¢ : [0, ¢(I")] — R tal que

By = (s) + @(s)N(s)

donde N(s) denota el vector normal.

(b) Demuestre que se cumplen las siguientes igualdades

1 k(s)p(s) =

donde k(s), 7(s) son la curvatura y la torsion de I', respectivamente.
(c¢) Concluya que I' es una curva plana.
(d) Demuestre finalmente que I' es un arco de circunferencia.

Problema A.4. ? Considere la curva I' que se forma al intersectar las superficies

x2—|—y2 = 4
2+ = 44q?

(solo tomar en cuenta la parte de la curva con z > 0).

2Control 1. Primavera 1997. Matematicas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
3Control 1. Primavera 1997. Matematicas Aplicadas. Prof: Roberto Cominetti
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(a) Encuentre una parametrizacion de I' (sugerencia: use coordenadas cilindricas).

(b) Calcule el centro de masa suponiendo densidad de masa p(z,y,z) = xy. Puede usar
argumentos de simetria.

Problema A.5. * Considere la curva I parametrizada (en coordenadas cilindricas) por
7(0) = €5 + 2k, 0 € [—m,

(a) Bosqueje la curva.
(b) Calcule la curvatura y la torsion (distinga los casos 6 > 0y € < 0. {Qué ocurre en 6 = 07).

(c) Calcule el centro de masa de I' suponiendo una densidad constante py.

Problema A.6. ® Sea I' una curva simple regular y 7 : [0, L(T')] — R? su parametrizacion
en longitud de arco. Suponga que k(s) # 0 y considere la curva definida por los centros de
curvatura, llamada evoluta de I', cuya parametrizacion viene dada por

&(s) = 7o(s) 4+ 1/k(s)N(s)

(a) Demuestre que las rectas tangentes a ambas curvas (en 7(s) y ¢(s) respectivamente) son
perpendiculares.

(b) Pruebe que si la curva I' es plana, entonces la recta tangente a la evoluta en el punto ¢(s)
intersecta a la curva I' en el punto 7(s).

(c) Probar que la evoluta de una hélice es una hélice. Para ello basta verificar que la curvatura
y la torsion son constantes.

Problema A.7. ¢ Sean f,7, b los vectores tangente, normal y binormal a una curva regular
C. Se define el vector de Darboux como @ = 7¢ + kb donde k y T representan la curvatura y
torsion de la curva. Probar que cada uno de los vectores ¢, 7, b satisface la ecuacion

du

ds
Problema A.8. " Sea 7 : [a, b] — R? la parametrizacion de una curva regular I' C R3. Denote-
mos por T'(t), N(t) y B(t) los vectores tangente, normal y binormal respectivamente. Sea r(t)
la curvatura y 7(t) la torsion. Suponga que x(t) # 0y 7(t) # 0 para todo t. Se dice que I' es una
curva de Bertrand si existe otra curva regular, llamada par de Bertrand de I', parametrizada
segin t y tal que para cada valor de t las rectas normales a ambas curvas son iguales.

=W X 4.

4Control 1. Primavera 1999. Mateméaticas Aplicadas.
5Control 1. Primavera 2000. Mateméticas Aplicadas.
6Control 1. Primavera 2001. Matematicas Aplicadas.
"Control 1. Primavera 2002. Mateméticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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(a) Pruebe que si I' es una curva de Bertrand entonces existe una funcion « : [a,b] — R tal
que la parametrizacion de su par de Bertrand satisface 7(t) = 7(t) + a(t)N(t). Mas atn,
muestre que necesariamente « es constante, i.e. a(t) = o para algun ag € R.

(c) Pruebe que si existen dos constantes no nulas A y B tales que Ax(t) + B7(t) = 1 para
todo ¢, entonces I' es una curva de Bertrand. Indicacion: considere 7(t) = &'(t) + AN ().

(c¢) Usando (ii), verifique que dados a > 0 y b > 0 la hélice 7(t) = (acos(27t), asin(27t), bt),
t € [0, 1], es una curva de Bertrand y caracterice sus pares de Bertrand.

Problema A.9. ® Sea I' C R? la curva parametrizada por 7 : [0, 7] — R? con 7(t) = sin ti +
[cost + Intan(t/2)]j.

(a) Calcule #(t) y muestre que 7(¢) es regular salvo en t = /2.

(a) Dado ty € [0,7/2], encuentre la ecuacion de la recta tangente a I' en el punto 7(¢). Sea
Py = (0,yp) el punto de interseccion de esta recta tangente con el eje OY. Pruebe que la
longitud del segmento de la tangente entre 7(tg) y Py es igual a 1.

Problema A.10. ? Sea & : [0, L] — R? la parametrizacion en longitud de arco de una curva
simple y regular I' C R®. Suponga que Vs € [0, L], 7(s) # 0y '(s) # 0, donde 7(s) es la torsion
y K'(s) es la derivada con respecto a s de la curvatura x(s) en el punto &(s).

(a) Pruebe que si I pertenece a una esfera (i.e. existen a > 0y py € R3 tales que ||d(s) —po|| =
a) entonces
R(s)*+ (R'(s)/7(s))* = constante, (A.19)

donde R(s) es el radio de curvatura en el punto (s).

(b) Demuestre la reciproca: si &(s) satisface (A.19) entonces I' pertenece a una esfera. Ind.:
pruebe que si se tiene (A.19) entonces la funcion pl(s) := G (s)+R(s)N(s)+R'(s)/7(s)B(s)
es constante (con T'(s), N(s) y B(s) los vectores tangente, normal y binormal respectiva-
mente).

Problema A.11. 19

2 = a® + b?, sea C C R3 la curva parametrizada por 7 :

1. Dados a,b,c > 0 tales que ¢
0, 2m¢] — R? con

7(s) = acos(2 )i + asin(2 )7+ b(2 )k.
(a) Muestre que el parametro s es la longitud de arco sobre C. Calcule el triedro de Frenet:

vectores tangente, normal y binormal a la curva. Pruebe que las rectas tangentes a
C forman un angulo constante con el vector unitario k.

8Control 1. Primavera 2003. Mateméticas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
9Control 1. Primavera 2003. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
10Control 1. Primavera 2006. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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(b) Pruebe que las rectas normales principales (i.e. aquellas que pasan por 7(s) y tienen
como direcciéon al vector normal N(s)) cortan el eje z en un angulo constante igual
a m/2. Calcule la curvatura k = k(s) y la torsion 7 = 7(s) de C, y verifique que

k/T =a/b.
Indicacién: Puede utilizar la siguiente formula valida para la parametrizacion en
longitud de arco: 7(s) = ﬁ[f”(s) x 7" (s)] - 7" (s).

2. Sea & : [0, L] — R? la parametrizacion en longitud de arco de una curva simple y regular
' C R3. Suponga que Vs € [0, L], x(s) # 0y 7(s) # 0. Diremos que I' es una hélice
si existe una direccion fija c?o tal que todas las rectas tangentes a I' forman un angulo
constante con c?o. De esta forma, la curva C de la parte (1) es un caso particular de una
hélice con o?o = .

(a) Pruebe que I' es una hélice si y solo si las rectas normales principales son paralelas
a un plano fijo.

(b) Pruebe que I' es una hélice si y sélo si /7 = cte.
Problema A.12. !

Sea ¢ : [0, L(T")] — R3 una parametrizacion en longitud de arco de una curva simple y
regular I'. En lo que sigue T, N, B denotan el triedro de Frenet y x, 7 la curvatura y la torsion
respectivamente. Sea S = {(z,y,2) : 2> + y? + 2> = 1} la esfera unitaria y suponga que &
verifica:

Vs € [0, L(I)], &(s) € Sy N(s) coincide con el vector normal interior de S (A.20)

(a) Muestre que N(s) = —d(s) para todo s € [0, L(I")], y utilizando las formulas de Frenet
pruebe que Kk =1y 7 = 0. Deducir que I' es una curva plana.

(b) Suponiendo adicionalmente que &(0) = (0,1,0) y ¢7(0) = (0,0, 1) dar una férmula expli-
cita para ¢(s).

(c) ; Qué sucede si en (A.20) se reemplaza “normal interior” por normal exterior?

A.5. Resolucion de Problemas

Solucién Problema A.1
El vector tangente viene dado por:

T(0) — (—cosf,sen,0) 0<9<§\g7r<«9<37”
(cosf, —sen,0) T <0 <mVF <0 <2m.

s 3
>§>7T7 R

7(0 + h) — 7(0)

Notemos que este vector no esta definido en 0 2m. En efecto,

1f — (—1

B0 h (=1,0,0)
. 7(2m+ h) —7(n)

] S

Jm N (1,0,0),

" Control 1. Primavera 2007. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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entonces 7 no es diferenciable en 0 y 27. Ademés,

5+ )~ 7(5)

1 = 1

et h (0,1,0)
(5 +h) —7(3)

lim 2 2 -1

i T (©0.-1,0)

lo cual implica que 7" no es diferenciable en 7. Asf también

7(m + h) — ()

L

hlir(l){ r(m + h})Z —7(m) ~ (=1,0,0)
implica que 7 no es diferenciable en 7. Finalmente,

Jig T < 0

implica que 7 no es diferenciable en 37”

El vector normal estd dado por:

N(@©) = (send, cosb,0) 0<9<§\?{7T<«9<377T
(—senf,—cosf,0) T <0 <mVg <0 <2m.

El vector binormal es determinado como sigue:

Para0<9<g\/7r<«9<37”,

i J ok
B@)=TxN=| —cosf senf) 0 |=(0,0,—1).
senf cosf 0

3 :
Y para § <0 <mV - <0<2m

i J k
B(#) = TxN=| cosf —senf 0 |=(0,0,—-1).
—senfl —cosf 0

La curvatura de esta figura viene dada por:

Para0 < <IVr<f<TyI<f<aVI<h<2m

dT’ dr
o = ||/ |8] =+
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7'('

La torsion se calcula para 0 < 0 < 5 V7 <6 < =F como:

dB N(@)

KO =

— 0 N(§) =0.

Finalmente, la parametrizacion en longitud de arco es la siguiente

t
/||| ||d6 = = /senQ@d@zz(l—cos(Qt)),

lo cual implica que t(s) = 1 arccos(1 — 2¥). Obteniendo
1 4 1 4
r(t(s)) = (C083(§ arccos(1l — 38)), sen3(§ arccos(1l — ES)), 0).

Por lo tanto, el largo de la curva es [(I") = 6.



Apéndice B

Area e integral de superficie

El area de un paralelégramo definido por los vectores @ y b esté dada por ||@ x b]|, lo cual se
desprende de la siguiente figura:

N
— // \
b \ // /\)
2 )=
a
En resumen
A= ||all - [|b]] - [ sen 8] = [|a@ x b]] (B.1)

Luego, para aproximar el drea de una superficie procedemos a subdividir en pequenas celdas
como se indica en la siguiente figura:

'
j
/j\m

Ampliamos la region ennegrecida:

297
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AU /\ //

Uy

De esta manera, podemos estimar el area (AA);; de la regién ennegrecida como sigue

or or or  oF
(AA)ZJ - ‘ ou (UMUJ)AU X BN (Ui,Uj)AU ‘ % X % AuAv
Sumando se tiene o o
T T
A(S) - ;(AA)U ~ — % X % 'AUA’U

Pasando al limite, se demuestra que la suma converge a la integral doble

—

or
X % (U, U)

or
w, v

e

lo cual motiva las siguientes definiciones.

dudwv,

Definicion B.0.1. Sea S una superficie simple y reqular, y ¥ : D C R? — R3 una parametri-
zacion reqular de ésta. Definimos el drea de S mediante:

—

or or
w, v

=é/\8—< < O (u,0)

v
Definicion B.0.2. Sea S una superficie simple y reqular, y 7 : D C R? — R? una parametriza-
cion reqular de ésta. Sip: Q CR3 — R es una funcion escalar continua definida en un abierto
Q que contiene a S, definimos la integral de superficie de p sobre S mediante:

//pdA // (u, v) H (uv)xg—:(u,u)

Notemos que los conceptos antes definidos no dependen de la parametrizacion regular elegida,
es decir, si ¥; = 7o 6 es una reparametrizacion de la superficie S, donde 6 : D; C R? — D es
un difeomorfismo (6 y 6~! de clase C'), entonces

//p(ﬂ(s,t))‘%ﬁ( )x%stHdsdt // uv‘

Dy

dudv.

dudv.

or or

—(u,v) X %(u,v) dudv,
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con lo cual la integral [[ pdA no cambia bajo reparametrizacion. La demostracion es una simple
D

aplicacion del teorema de cambio de variables para integrales dobles. En efecto, sabemos de la
regla de la cadena que las siguientes igualdades son satisfechas:

OF,  Oroe, 0708,  On  OF 8. O 08,

s o0uds (ovos ot _ouot Towar

Por lo que se tiene

o on_or or (0,00, 0,00,
0s ot Ou  Ov \ ds Ot ds Ot )

Finalmente, aplicando el teorema de cambio de variables se deduce

. ory  on B . or or| o8, 008, 06,00,
// "“"1(5’”)‘&%— = p<r<9<8’t>>>‘%xa s o os o |
D1 Dy ~ o
| det Jg|
. or or
= //p(r(u,v)) ‘ 3 % 50 dudv.
D

Observacion B.0.3. Es importante que la parametrizacion 7(-) usada para calcular f f pdA
5

sea simple y reqular con el fin de evitar el sumar dos veces la misma region. El andlogo en
curvas es que la parametrizacion no debe devolverse y pasar dos veces por el mismo segmento
de la curva.

Notemos que si p representa densidad superficial de masa o carga eléctrica, la integral [[ pdA
S

representa la masa total o la carga eléctrica total contenida en la superficie S, respectivamente.
La nocién de centro de masa se extiende entonces naturalmente al caso de superficies de la
siguiente manera:

1 1 1
SCG:M//deAJ yG:M//y/)dA§ ZG:M//ZpdAv (B.2)
s s 5

donde M = [[pdAy dA = Hg—z X g—i H dudv. Podemos resumir lo anterior con la siguiente
5

notacion vectorial
TG = % // rpdA, con 7= (z,y,2). (B.3)
s
En otras palabras, intuitivamente se tiene que el diferencial de masa estéd dado por dm = pdA.

Observacion B.0.4. Las definiciones establecidas en esta seccion pueden extenderse trivial-
mente al caso de una superficie S regular por trozos.

Ejemplo B.0.5. Calculemos el area la superficie de una esfera
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V4
T~~~
/ \
/ \
/
i \
Y R A S
P [N Yy
' |
S \ -
- L -
! !
\ /
\\ /
T N //

cuya parametrizacion sabemos que esta dada por
(0, ¢) = R(cosf sen ¢, sen f sen @, cos ¢), 6 € [0,27), ¢ € [0,7].

Aplicando las formulas definidas en esta secciéon se obtiene

2 2T
9= A N aelme= )
2
:// R2|sen<p|d9dg0:47rR2.
0o Jo

Ejemplo B.0.6. El area de la superficie del cono, que se ve en la siguiente figura

Rsenap@ X Rgp” dfdy

z

y cuya parametrizacion es

7(p.0) = (pcose,pseneﬂ)  pel0al 6e2m),
a

viene dada por

wo- [ [

or or
_X_

dp 00
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Ejemplo B.0.7. Calculemos finalmente el area de la superficie de un Toro de radios (R, a),
donde a < R.

Recordemos que la parametrizacion del Toro viene dada por
70, ¢) = ((R+ asenp) cosd, (R + asen ) sen b, acos ¢), 0 €[0,2m), ¢ €[0,2m).

Luego, el area queda determinada como sigue

o= [ [ o [

_ X _
= / / a|R + asen p|dpdd = / / a(R + asen )dpdd = 4r*aR.
o Jo o Jo

Ejemplo B.0.8. Calculemos el area del Helicoide

Figura B.1: helicoide de radio 1 y altura 1

Para esto parametrizamos en cilindricas 7(p, #) = (rcosf,rsen6, 22). De esta forma se ob-

tiene:
// dOdr —// rx(rﬁ—i——k)Hdﬁdr
a T T h
:// d@dr:// ,/r2+ AN dpar
27T
_h/ 1+ 2” dr— / V1 + w2du

zgﬂ-—[umjtln(u—l—\/uziﬂ };m

—h_2 27‘(‘_& 1_|_ 271‘_& 2—|—hl %_’_ 1_|_ 27‘(‘_& i
S An | h h h h

(97’ or

r/;_ﬁé
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Por ejemplo, para a =1 y h = 27 se tiene que

A(S) = 7[V2 + In(1 + v2)].

Finalmente, la masa del helicoide anterior cuando la densidad es p(x,y, z) = /1 + 22 + 32,
y h = 27 viene dada por

B.1.

a 2w a 3
m:// \/1+7“2~\/1+7“2d«9d7‘:2w/ (1+r2)dr:2ﬁ<a+%)_
0 0

0

Ejercicios

. Calcule el area de la interseccién entre z? + y? = a® y 2° + 22 = a? donde a es una

constante.

Considere el paraboloide de ecuacion 2%+ y? + z = 4R? con R > 0 y el cilindro 22 4 3% =
2Ry. Calcule el area de la superficie definida por la porciéon del cilindro que queda fuera
del paraboloide.

Calcular la masa de una superficie esférica S de radio R tal que en cada punto (z,y, z) € S,
la densidad de masa es igual a la distancia de (z,y, z) a un punto fijo (o, yo, 20)-

Sea S el grafo de la funcion f : [a,b] X [¢, d] — R. Calcular el vector normal y probar que:

9= [ [ () + (5) e

Sea f : R — R una funcién de clase C* tal que f’( )£ 0 para todo v € R. Considere
la superficie parametrizada por 7(u,v) = ui + f(v)] + f(v)?2 k. Determine la ecuacion del

plano tangente a la superficie en el punto 7(ug, vg). Pruebe que este plano contiene al eje
OX siy solo si f(vg) = 0.

Determine la masa total del casquete esférico 22 + % + 22 = R?%,z > 0, suponiendo
densidad superficial de masa o(x,vy, z) = 22 + >

Considere la porcién ¥ de la superficie cilindrica 2% + y? = R? que se encuentra entre
los planos z = 0y 2 = R — x. Bosqueje X y calcule el centro de masa de > suponiendo
densidad superficial de masa constante igual a py.

Calcule el centro de masa de la superficie definida por z = 22 + 9%, 1 < 22 + 3% < 2, con

densidad superficial de masa p(z,y, z) = /1 + 422 + 4y>.

Determine el area de la superficie parametrizada por @(u,v) = (u?, uv,v?/2) donde 0 <
u<1l 0<v <3
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B.2. Problemas

Problema B.1. (Trompeta de Torricelli) Se define la Trompeta de Torricelli como la revolucion
en torno al eje OX de la funcion f(x) = <, considerando z € [1, 00) (Resultando algo asf como
las trompetas que llevan los hinchas al estadio).

(i) Parametrice esta superficie.
(ii) Calcule el area de la Trompeta.
(iii) Calcule el volumen. ;Qué puede decir sobre los dos valores calculados?

Problema B.2. Demuestre que las formulas

Yy
: b
i | A(Ry) = [2m/1+ f'(x)*f(x)dz
I | ¢
clL b x
z
y
Yy
A(Sy) = fab 2rxy/1+ f'(x)%dx
z

usadas para las areas de revolucion de una funcion f : [a,b) — R en torno al eje x e y
respectivamente, son consistentes con la definicién de area considerada aqui.

Problema B.3. Calcule el 4rea de la interseccion entre 22 + 3% = a? y 2% + 2% = a2

Problema B.4. ! Sea S C R? la superficie caracterizada por 2? +y?—2z = 0, 2% +y> —4y < 0.

IControl 1. Primavera 2003. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
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(a) Encuentre una parametrizacion regular de S y obtenga un campo de normales a S. Bos-
queje S en un grafico.

(b) Calcule la masa y determine el centro de masa de S, asumiendo una densidad superficial

de masa dada por f(z,y,z) = 1/v/1+ 2z.

Problema B.5. ? Al calcular el drea de una superficie curva normalmente aparecen nimeros
irracionales, como 7. El siguiente ejemplo muestra que no siempre ésto es asi.

(a) Determinar el area de la superficie de la esfera x? + y* + 22 = a? incluida dentro del
cilindro 22 + y? = ay (explote la simetria y use coordenadas cilindricas).

2

(b) Deduzca que el valor del area de la semi-esfera 2% + y? + 2% = a® con y > 0 que no esta

incluida dentro del cilindro es un cuadrado perfecto.

Problema B.6. 3 Sea C una curva simple regular y 7 : [0, L(C)] — R? su parametrizacion en
longitud de arco. Considere la superficie ¥ parametrizada por

7 1 [0,L(C)] x [0,27] — R?
(5,0) — 7(s,0) == 7(s) + acos(d)N(s) + asin(f)B(s)

donde N(s) y B(s) representan los vectores normal y binormal a la curva C en el punto 7(s),
y a > 0 es una constante tal que a < 1/k(s) para todo s € [0, L(C)].

(a) Bosqueje la superficie .
(b) Calcule la normal 7 = n(s, #) a la superficie.
(c) Demuestre que el area de X es A(X) = 2waL(C).
Problema B.7. * Considere la superficie S C R? definida por las ecuaciones
2 +yP+ 2% =a’

x>0,y>0,2>0

(a) Determine el centro de masa de S suponiendo que la densidad de masa es constante e
igual a oo [kg/m’].

(b) El momento de inercia de una superficie ¥ C R? respecto de una recta L se define como

[:// di(x,y,2)*0(z,y, 2)dA
P

2Control 1. Primavera 1999. Matematicas Aplicadas. Prof: Felipe Alvarez
3Control 1. Primavera 2000. Mateméticas Aplicadas.
4Control 1. Primavera 2000. Mateméaticas Aplicadas.
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donde o(-) es la densidad superficial de masa y dp(z,y,x) es la distancia del punto
(x,y,2z) € ¥ a la recta L. Determine el momento de inercia I, para la superficie S de
la parte (a) respecto del eje z. [Qué puede decir de I, e I,,?

Problema B.8. ° Considere el paraboloide P C R? de ecuaciéon z = 1 + p?, p > 0,6 € [0, 27]
(en coordenadas cilindricas).

(a) Bosqueje la superficie P

(b) Considere la seccion S de P que queda dentro del cilindro (z — 1)? 4+ y? < 1. Encuentre
una parametrizacion para S indicando su dominio de definicion.

(c) Calcule el vector normal unitario a S y el elemento de superficie.
(d) Calcule la masa de S suponiendo densidad superficial de masa f(p,0,z) = 1/4/1 + 4p%.

Problema B.9.  Considere el casquete elipsoidal S dado por (z/a)? + (y/b)* + (2/c)* = 1
(a,b,c > 0).

(a) Pruebe que el plano tangente a S en el punto (o, yo, 20) € S esta dado por Z@ + %0+ =
1.

(b) Pruebe que la recta que pasa por el origen (0,0,0) y que es perpendicular al plano de la
parte (a.1) esta dada por xx—‘f = yyi; — %

(c) Verifique que las proyecciones ortogonales del origen sobre los planos tangentes a S satis-
facen la ecuacion a?x? + b?y? + 222 = (2% + y* + 2%)%

B.3. Resolucion de Problemas

Solucion Problema B.2

Para el eje x: Si “intercambiamos” mentalmente el eje x con el eje z y utilizamos coordenadas
cilindricas, podemos escribir la superficie de revolucion de f en torno a x (ahora z) como:

—

S(2,0) = f(2)p+ 2k, (2,0) € |a,b] x [0, 27]

Recordamos la definicion de area

A(S) = é/“% « %H dudv.

5Control 1. Primavera 2001. Mateméticas Aplicadas.
6Control 1. Primavera 2003. Mateméticas Aplicadas. Profesor: Felipe Alvarez
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Asi, calculamos lo siguiente
.
0S5 ~ 0S8 NP
W—f(z)& g—f(Z)PﬂLk
Luego _ _
oS 08 / ~ ~ o~ N
— P X+ (28 % T = FIF ()R + 7]

00 " oz

Concluyendo que
b
/ / 000z :/ 2rf(2)\/ 1+ f(2)%dz

y como consideramos intercambiamos los roles de x con z, recuperamos la férmula deseada

—X—
Z

Para el eje y: Ahora intercambiemos y con z, de este modo, la parametrizacion es

S (2,0) = 2p+ f(x)k, (2,0) € [a,b] x [0, 2n].
Igual que antes: . .
as . L, - 0S ~
Por lo tanto,
9s as ~ ~
7 " W—ﬁkﬂLl"f( z)(=p),

cuya norma es igual a |z|\/1 + f'(z)2, concluyendo que
b 27 b

/ / z\/1 4 f'(2)2000x = / 2nr/1+ f'(x)%dz.
a JO a

Solucion Problema B.3

Manipulando apropiadamente las ecuaciones que definen la superficie a estudiar, se obtiene
2)=0 = y==z,

Pyt -t -2=0 = (y+2)(y-—
de este modo la parametrizaciéon de la superficie esta dada por
T(0,2) = ap+zk, (0,2) €[0,2x] x [—acos(d), acos(6)].

Observamos que el rango al que pertenece z esta limitado por y, que vale acos(f), y como
la superficie es simétrica, podemos considerar z > 0y 0 < 6 < 7, para después multiplicar el
% =afy % =k,

resultado obtenido por 8 (ntimero de caras de la superficie). Asi, dado que
se obtiene _
do e oXed
— =a
o < oz~
cuya norma es igual a a. Por lo tanto

5 acos(0) 3 x
/ / adz00 = a/ acos(0)66 = a*sen(0)|; = a?
0

Deducimos entonces que el valor del érea requerida es 8a



Apéndice C
Diferencial de volumen

El objetivo de esta seccion es describir el diferencial de volumen para un sistema de coorde-
nadas curvilineas ortogonal arbitrario. Para esto, consideremos el paralelégramo definido por
dos vectores @ y b

—N

/A
’\/\// \
\
AN 4 X
;7 -2
/ -

a

Es facil ver que el area A de este paralelogramo viene dada por
A=l - ||b] sen = ||a@ x b]|.

En el caso de un paralelepipedo definido por tres vectores d, b y ¢ tal como lo muestra la
siguiente figura

~ (@xb)
" axdl
_ dxl_i
llaxol|
el volumen V' viene dado por
V = base - altura =||@ x b|| &- (@ x b)/||@ x EH‘ = |3 (@xb).

307
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Notemos que &- (@ x b) = det(a, b, &).

Si 2 C R3 es una regiéon mas complicada, sabemos que

Vol(Q) = /Q 1dV = / / / dxdydz,
Q

siempre que la integral exista. Decimos entonces que el elemento de volumen en cartesianas
viene dado por dV = dxdydz.

Supongamos ahora que hemos descrito el conjunto (2 mediante un sistema de coordenadas
(u,v,w) — (u,v,w) con D = 7 1(Q). La férmula de cambio de variables para la integral de
una funciéon integrable f : Q2 C ]R3 — R viene dada por

/ f= / 7)|J7]  donde J7 es la matriz Jacobiana de 7. (C.1)

Lo que aplicado a nuestro caso implica

[ e e [ ] st

Aplicando lo anterior a la funcién constante f = 1 obtenemos que

50’ 9o’ D dudvdw.

)| det (87" or 87")

or or (or or
Vol(£2 ///' <0u e 0w) dudvdw = (% X %> dudvdw.
Concluyendo que en este caso
or or or
av = E (Ou 5 — )| dudvdw, (C.2)

el cual se interpreta como el volumen infinitesimal que corresponde al paralelepipedo definido
por lo lados %du dv y ar dw.

r
L —
d —
dy A o du
~ ou

Cuando 7(u, v, w) define un sistema ortogonal, entonces

or or or
— = h,u — = h,0 — = hy,W,
u “ v ? ow Y
donde w4, v, y w son mutuamente ortogonales y unitarios. Es directo entonces ver que
or or or
— (= X =—)| = huhyhy,
ow “O0u Ov
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y por lo tanto, se concluye de (C.2) que en este caso se tiene
AV = hyhyhy, dudvdw. (C.3)

En otras palabras, para calcular el volumen de 2 se suma sobre todo (u,v,w) € D el volumen
del correspondiente paralelepipedo rectangular

A

h,dw

.

h.du

Ejemplo C.0.1. Calculemos el diferencial de volumen para los sistemas de coordenadas cilin-
dricas, esféricas y toroidales.

Coordenadas cilindricas (p, 0, 2).

Tenemos que h, =1,hg = p,h, =1, por lo tanto dV = pdpdfdz.

dz P
@ AV = pdpdf d=
4
0 dp

pdd
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Coordenadas esféricas (r,0, ).

Tenemos que h, = 1,hy = rseng, h, = r, entonces dV = r?sen @drdfde.

dV = r?sen @ drdf dy

7 sen pdf

Coordenadas toroidales:

Hemos visto que para el sistema de coordenadas toroidales:

la posicién de un punto viene dado por
7(r,0,¢) = (R+7rsenp)cosf), (R+rsenp)send, rcosp), rel0,R],0cl0,2r), ¢ €l0,2n).
De este modo, el diferencial de volumen

dV = hyhghydrdfde

se calcula como sigue

dV =r(R+ rseny)drdfdep. (C4)



Apéndice D

Topicos adicionales en EDPs

D.1. Definicion de funcién armonica

Sea f = u + iv una funcién holomorfa en un dominio 2 C C. Sabemos que entonces u,v €
C>®(Q) y que, mas aun, deben satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann

du Ov Ou ov
= Z___ZZ Q. D.1
or Oy Oy or " (D-1)
En consecuencia,
Pu 0% 0u v
= , = — en ().
ox?  0O0xdy  Oy? Oyox
Como, en virtud de la continuidad de las derivadas de orden superior, las derivadas cruzadas
de v son iguales, deducimos que

0*u N Pu

ox2  oy?
Definiendo el operador Laplaciano, denotado por A, aplicado a una funcion w = w(z,y) de
clase C? mediante

0 en .

A *w N 0w
W= — + —,
ox?  Oy?
concluimos que u satisface la ecuacion de Laplace sobre €2:
Au=0 en Q.

Toda funcion de clase C?(2) que satisface esta ecuacion se dice que es una funcidn armonica
en Q.

De manera analoga a lo realizado con u, se deduce que v también es armoénica en 2. Asi,
hemos probado:

Proposicion D.1.1. Si f = u+iv es holomorfa en un dominio 2 entonces u y v son funciones
armonicas en 1, es decir,

Au=Av=0 en .
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D.2. Funciones armoénicas conjugadas

Dos funciones u = u(x,y) y v = v(x,y) se dicen armdnicas conjugadas en un dominio €2 si
la funcion de variable compleja f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es holomorfa en Q. En otros términos,
u,v € C?*(Q) se dicen armoénicas conjugadas ssi u y v satisfacen las condiciones de Cauchy-
Riemann (D.1), y en particular se tiene Au = Av = 0 en 2. Notemos que a posteriori dos
funciones armonicas conjugadas son suaves: u, v € C().

Un problema que surge inmediatamente es la determinacion de una funcién armoénica v que
sea conjugada a una funcién armoénica u dada.

Ejemplo D.2.1. Consideremos la funcion u(z,y) = zy. Es directo verificar que u es armonica
en R% De la segunda ecuacion en (D.1), deducimos que si u admite una funcién arménica
conjugada v = v(x,y), ésta debe satisfacer

v Ju
— =——=—x.
ox dy
Luego v(z,y) = —2%/2 + g(y), para alguna funcién y — ¢(y) por determinar. Para encontrar

g(y), imponemos la primera ecuacion en (D.1):

ou Ov 0 x?
-5
or 0OJy Oy

-5 +9W) =),

de donde concluimos que g(y) = y?/2 + C para una constante C' € R. De esta forma

1
v(z,y) = 5(@/2 —2H)+C, CeR. (D.2)
Es facil verificar que, efectivamente, esta tltima funcion es armoénica en R? y, més atn, es
conjugada a u = xy para cada valor de C' € R. Tomando por ejemplo C' = 0, vemos que la
funcion holomorfa f = u+iv correspondiente es f(z) = zy+is(y> —a?) = —L(2izy +2° —y?) =
—122. 0
2

El método empleado en el ejemplo D.2.1 es general: para encontrar funciones conjugadas
a una funcién u que es armonica en todo R?, basta con “integrar” las condiciones de Cauchy-
Riemann. Sin embargo, cuando el dominio €2 no es todo el plano, puede pasar que no exista
una funcién conjugada si no asumimos una hipoétesis adicional sobre la naturaleza del dominio.
Para ilustrar esto tltimo, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo D.2.2. Sea Q@ = D(0,2) \ {0} = {z € C|0 < |z] < 2} y consideremos

u(@,y) = log(z* +y°)

Es directo verificar que u es armoénica en 2. En efecto, derivando se obtiene que para todo

(z,y) # (0,0):

ou 2z ou 2y
or  x22+y2 Oy a2 +y>
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y asi
Pu 2@ +y?) —4a®  2y* —2?)
ox2 (224422 (22 +y?)

mientras que

Pu  2(x* —y?) 0?u

oy (a2 +y22 0z

Luego, Au =0 en €.

Supongamos que u admite una funcién armoénica conjugada v = v(z,y) en Q, y definamos
la funcion auxiliar ¢ : [0, 2] — R mediante

o(t) = v(cost,sent).

Como cos?t +sen?t = 1 y v esta definida en Q = D(0,2) \ {0}, la funcién ¢ esté bien definida.
Se tiene que

p(0) = v(1,0) = (2). (D.3)
Ademas, ¢ es diferenciable con
. ov ov
o(t) = 8_x(COSt’ sent)(—sent) + a—(cost, sent)cost,0 <t < 2w
Y

Como u y v satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann, deducimos que también se tiene
que

ou ou
o(t) = ——=(cost,sent)(—sent)+ —(cost,sent)cost
ft) = —5( )(—sent) + 2 )
B 2sen’t 2 cos? t
~ cos2t+sen2t cos?t+sen?t

= 2.
Integrando, tenemos que para todo t € [0, 27]

p(t) = ¢(0) +2t,

luego p(27) = p(0)+2 > ¢(0), lo que es imposible en virtud de (D.3). La contradiccion proviene
de suponer que u admite una funcién armonica conjugada en €.

En conclusion, u(x,y) = log(z* + y*) es armoénica en D(0,2) pero no existe una funcion v
tal que f = u + v sea holomorfa en D(0,2) \ {0}. O

El problema con el ejemplo D.2.2 es que el dominio D(0,2)\ {0} tiene un “hoyo”. Recordemos
que un abierto no vacio 2 C C se dice simplemente conezo si es conexo y si todo camino cerrado
contenido en €2 no encierra puntos fuera de 2.

Teorema D.2.3. Sea u una funcion armonica en un dominio simplemente conexo ). Entonces
existe una funcion v armonica conjugada de u en 2.
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Demostracion. Sea (zg,y) € 2 un punto arbitrario que permanecera fijo. Definamos para

todo (z,y) € Q
(z,9)

ou Ou
= - dr, D4
o= [ (G ge) (.4
(‘r07y0)
(z,y)
donde / representa la integral sobre un camino cualquiera que va desde (xg, o) a (z,y).

(:E()’yo)

Un camino que une (g, yo) v (z,y) siempre existe en virtud de la conexidad de 2. La funcion
dada por (D.4) esta bien definida pues el valor de la integral no depende del camino escogido.
En efecto, si I'; y 'y son dos caminos que unen (xg, %) y (x,y) entonces I' = 'y U (I'2)~ es un
camino cerrado, el cual solo encierra puntos de € (pues {2 es simplemente conexo). Podemos
entonces aplicar el teorema de Green en el plano para deducir que si D C €2 es la region
encerrada por I' entonces

f(_%’%) ~dF://D {a% (g—Z) - a%( gz)] dxdy—//DAudxdyzo, (D.5)

donde la ultima integral se anula pues el integrando es idénticamente 0 (recordemos que u es
armonica en 2). Como, con abuso de notacion, se tiene

% Flui 1—{ (FQ/ / /
de (D.5) se deduce que
Ju Ou L ou Ou .
[ (5 a) o= [ (5)
Fl F2

lo que prueba nuestra afirmacion.

La funcion v definida por (D.4) es continua. Mas atn, utilizando caminos adecuados, se tiene

(z+h,y)

v vt hy) —o(x,y) 1 ou Ou

o (& Y) = I h _flfi%ﬁ/ ~Oy on dr—}ﬂ%h ——“W d.
(z,y)

Como las derivadas parciales de u son continuas, se deduce que

ov ou
%(xuy) - _8_y(x7y)7

que es justamente la segunda de las condiciones de Cauchy-Riemann (D.1). Similarmente, se
prueba que el par u, v satisface la primera condicién en (D.1). Por lo tanto, v € C*(2) (pues u
lo es) y se deduce que f = u + iv es holomorfa en €2, lo que prueba el resultado. O
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La formula integral (D.4) proporciona una herramienta tutil para encontrar una funcion
conjugada v de una funcién armoénica u en un simplemente conexo.

Ejemplo D.2.1 (continuacién). Consideremos la funcién u = wzy, que es armoénica en R
Tomemos (g, yo) = (0,0) y definamos

(z,y)
v(z,y) = /(—x'dz'+y'dy').

(0,0)

Notemos que v(0,0) = 0. Como podemos escoger el camino de (0,0) a (z,y), tomamos aquel méas
simple para la integracion. En este caso, como el dominio para u es todo el plano y el integrando
es un polinomio en las coordenadas cartesianas, tomamos el camino como la unién de dos
segmentos de recta, el primero que une (0,0) con (z,0) (parametrizado por 7(z’) = (2/,0),2" €
[0, z]) v el segundo que une (z,0) con (z,y) (parametrizado por 7(y') = (z,v'),y’ € [0,y]). Asi

z Yy

2 2 2 .2

v(x,y)Z/—w’dw”r/y’dy’:—%Jr%=y 2:[ :
0 0

que no es otra cosa que la funcién obtenida en (D.2) con C' = 0. O

D.3. Propiedad de la media y féormula integral de Poisson

Podemos utilizar la teoria de funciones holomorfas para deducir propiedades de las funciones
armoénicas. Un ejemplo interesante lo constituye el siguiente resultado.

Proposicion D.3.1. Sea u € C*(Q) una funcién armdnica en un abierto Q2 no vacio. Sea
(0,y0) € Q@ y p> 0 tal que D((xg,y0), p) C 2. Entonces, para todo R € (0, p),

1 2
u(wo, yo) = o / u(xg + Rcosb,yo + Rsenf)do. (D.6)
0

Demostracion. En virtud del teorema D.2.3, v admite una funcién armoénica conjugada v en
el disco D((zo,v0), p), que evidentemente es simplemente conexo. Dado 0 < R < p, podemos
aplicar el teorema 10.1.1 a f(2) = u(x, y) +iv(z,y) para deducir de la formula de Cauchy (10.1)
con p = 2y = To + 1o que

1 2m f(Z() + Rew)
27i J, Re

, 1 [ ,
f(z0) = iRe®dl = —/ fzo+ Re’e)db),
2 Jo

o equivalentemente

1

2
u(wo, yo) + iv(wo, yo) = - / [u(z0 + Re”) + iv(zo + Re™)]df.
0

Igualando las partes reales en esta ecuacion, obtenemos (D.6). |
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La ecuacion (D.6) asegura que el valor de la funcion arménica u en el punto zg = (g, Yo)
es igual a la media de los valores que toma sobre la circunferencia de centro (zg,yo) v radio R.
En realidad, la formula integral de Cauchy (10.1) proporciona mas informacién pues permite
evaluar la funcién holomorfa en todo punto interior al disco D(zy, R). Tomemos u como en el
enunciado de la proposicion D.3.1, y sea R € (0,p) y f = u + iv holomorfa en D(z, p). De
(10.1) se deduce que para todo z € D(zy, R)

f(2) = 1 f(w)

270 Jop(z,r) W — 2

dw.

Utilizando notacién polar z = 25 + 7€ (con r < R), w = 25 + Re* de modo tal que dw =
Rie®de¢, y f(r,0) = f(z + re??) (andlogo para f(R, ¢)), podemos escribir

700 D e (GO N

2mi J, Re' —re?
1 [ f(R,¢) Re ™ —re ™ .
= — — . —Re'’d
21 J, Re'® —re’ Re=i® — re=i e*dg
“* f(R,¢)(R* —rRe'¥?)

2w J, R2+12—2rRcos(¢ —0)

Escribiendo f(r,6) = u(r,0) + iv(r, ) e igualando las partes reales, obtenemos

1 /2” uw(R,¢)(R?* — rRcos(¢p — 0)) + v(R, ¢)rRsen(¢p — 6)

ulr,6) = o R2 + 12 —2rRcos(¢p — 0)

do.

El inconveniente de esta ultima formula es que en el integrando aparece la funcion armoénica
conjugada de u. Para tener una féormula donde sélo intervenga explicitamente u, procedemos
como sigue. Comencemos por notar que podemos factorizar el denominador del integrando como

R?+ 7% —2rRcos(¢p — 0) = (re'® — Re®)(re™™ — Re™).
Entonces, sumando y restando 72,

I f(R,$)(R* —1?) L [ f(R,¢)(r? — rRe'®=9)
27 /0 R2 412 = 2rRcos(¢ — 0) ot 21 J, R2+712—2rRcos(p —0)

f(r,0) = do.

(¢—9)

Pero r* — rRe’ = (re”" — Re™¥)re?, y en consecuencia

2m — i(p— 9 . 1
BT T Y PP S TP
0 + 72 —2rRcos(¢ — 9 Re R/ )eit i Jop(zom) W — 2

donde z = 2y + (R?/r)e?. Como |z — 2| = 7 < R, deducimos que |Z — z| > R. Luego, la
funcion h(w) = f(w) es holomorfa en D(z, |z — z0|) 2 D(20, R) vy, en virtud del teorema 9.3.3
de Cauchy—Goursat deducimos que

qu U I—

D(z0,R) W — %
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Recapitulando, hemos probado que

LT FRO)(R =)
f(r,0) = %/0 R2 + 172 —2rRcos(¢ — 0)

do,

de donde se deduce que

LT u(R )R )
u(r, ) = o /0 R?2 + 12 —2rRcos(¢p — 0)

do,

que se conoce como formula integral de Poisson. Notemos que cuando r = 0, se recupera (D.6).

D.4. Propiedad de la media para funciones armoénicas

Consideremos un conjunto abierto 2 C R" y u: 2 — R una funcién armonica en €2, es decir
ue C*(Q), Au=0 en.
Dado un punto p € €2 la bola
Br(p) ={z € R": |lz — p| < R}

estd contenida en €2 si R > 0 es suficientemente pequeno.

Definamos la funcion

1
r)= u(x) dA(z), rel0,R
£(r) [, r@aae. el

Oén’l"n_l

donde a, es el 4rea del manto de la esfera de radio 1 en R" y o, 7"~ ! corresponde al area del

manto de la esfera de radio r. La cantidad f(r) es el promedio de la funcién u sobre la esfera
con centro p y radio 7.

Nuestro objetivo es calcular la derivada de f, y para tal efecto conviene introducir el cambio
de variables x = p + ry de modo tal que en particular dA(z) = r"'dA(y) y obtenemos

1
107 =— [ ulp+ry)da)
An JoB:(0)
Entonces

d d 1

Ty=LL [ wp+ry)daw)

dr dr o, 2B, (0)
1

d
= — —u(p+ry) dA(y
an o) @ ( ) dA(y)

1
= — Vu(p+ry) - ydA(y)
Cn JoB;(0)
1
= — Vu(p+ry) - ndA(y)
Cn JoB,(0)
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ya que sobre la superficie 0B;(0) se tiene n(y) = y. Por lo tanto, cambiando de variables

nuevamente
=g -
8

dr o1 B.(p) on
1
= — / Au
QnT By (p)
— O’

ya que u es armonica. Luego f es constante y para averiguar cual es esta constante observemos
que

1

o1

) =)l = o [ (0o~ ) @)

< méx |u(z) —u(p)] — 0 cuando r — 0,
z€Br(p)

debido a la continuidad de w.

Hemos probado asi

Teorema D.4.1. Sea 2 C R™ un conjunto abierto yu: £ — R una funcion armonica. Entonces
sip € Q y Br(p) CQ se tiene

n

1
u(p) = _1/ uwdA = / udV, VO <r < R.
" JoB.(p) anT™ J B, (p)

1

La segunda igualdad se deduce de multiplicar la primera por "~ e integrar. Observemos
que la primera de estas formulas dice que si u es armoénica entonces u(p) es igual al promedio
de u sobre la esfera 0B, (p) y la segunda afirma que u(p) es igual al promedio de u sobre la bola

B, (p).

D.5. Principio del maximo para funciones armoénicas

Teorema D.5.1 (Principio del maximo fuerte). Sea Q@ C R"™ un conjunto abierto, conexo y sea
u: 2 — R una funcion armonica no constante. Entonces u no alcanza su mdximo ni su minimo

en €.

Demostracion. Supongamos que v alcanza su maximo en €2, es decir, que existe xy € € tal
que
u(z) <wu(zg) Vr e

Consideremos R > 0 tal que Br(xo) C Q. Entonces para todo 0 < r < R por la férmula de la

media deducimos que
1

Oén’l"n_l

0=

L ) () dAe).
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Pero por hipotesis u(zg) — u(z) > 0 para todo = € 0B, (xy) por lo que u(zy) — u(z) = 0 para
todo = € 0B, (xy) (si u(rg) — u(x) > 0 para algin punto = € 9B,(xy) la integral resultaria
positiva.)

Esto muestra que u(z) = u(xy) para todo x € Br(xg). Veamos ahora que u(z) = u(zy) para
todo = € €). Recordemos que dado Z € ) como () es conexo existe un camino 7y continuo que
une zy con T y que esta contenido en (2. Utilizando el hecho que §2 es abierto y el camino ~
es compacto se puede encontrar una secuencia finita de puntos xy, zs, x3,..., 2, = T en 7
y R > 0, tales que las bolas Br(xy) k = 0,1,...,m estan contenidas en Q y xp.1 € Bgr(xy)
para k = 0,1,...,m — 1. Hemos probado que u(x) = u(xy) para todo x € Bg,(zo) vy luego
u(z1) = u(zg) = maxq u. Repitiendo el argumento anterior se encuentra que u(z) = u(x;) para
todo € Bg(z1), y por inducciéon se prueba que u(Z) = u(xg). Luego u es constante en €, lo
cual es una contradiccion.

Mediante una demostracion analoga se prueba que u no puede alcanzar su minimo en 2. B

Corolario D.5.2 (Principio del maximo débil). Supongamos que 2 C R™ es abierto, conezo y
acotado y que u : 2 — R es continua y armonica en ). Entonces

MAX u = Max u (D.7)
o B
Y
min v = min u. (D.8)
Q Bo)

Recordemos que € denota la adherencia de €, esto es, Q = QU 99.

Demostracion. Bajo las hipotesis de este corolario, el méximo de u se alcanza en algin punto
xo € Q. Si zy € 2 por el teorema anterior u es constante y (D.7) es cierto. Si zp € 092 vemos
que evidentemente (D.7) también vale. De manera similar se prueba (D.8). [

El teorema D.5.1 es mas fuerte que el corolario D.5.2, ya que mientras este tltimo resultado
dice que si u es armoénica entonces u siempre alcanza un méximo en €, el teorema afirma que
si el maximo se llegara a alcanzar dentro de €2 entonces u seria constante. Por este motivo al
primero de estos resultados se le llama el principio del méximo fuerte, mientras que al segundo
se le dice principio del maximo débil.

D.6. Principio del maximo para la ecuacion del calor
Consideramos la ecuacion del calor en una region {2 C R™ abierta y acotada. En realidad, la
region donde se plantea la ecuacion del calor es
QT = (07 T) X Q7
donde T" > 0.

Supondremos que u = u(t, r) esta definida para (t,x) € Q7 y que u es una funcién continua
en Q v C?(Qr). Diremos que u satisface la ecuacion del calor si

u(t,x) = Au(t,z) V(t,z) € Qr = (0,T) x 2. (D.9)
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Definamos

T = ({0} x Q) U ([0, T] x 99).

Intuitivamente ()7 es un cilindro no uniforme con base igual a €2 y altura T', y I'r es una parte
de la frontera de Q7 que corresponde a la base y el manto lateral (sin incluir la “tapa” superior).

Teorema D.6.1. Sea u : Q7 — R una funcion continua tal que u € C*(Qr) que satisface la
ecuacion del calor (D.9) en Qr. Entonces

max u = MAax u, (D.10)
Qr Ir

min v = min u.

Qr Ir
Observacion D.6.2. Este teorema se conoce como el principio del maximo débil para la ecua-
citon del calor y establece que el mdxzimo de u siempre se alcanza en algin punto de I'r. En otras
palabras el comportamiento de u solo toma en cuenta los valores de esta funcion en Uy, es decir
los valores en el instante inicial (t = 0) y los valores en el borde de Q0 para todo t € (0,T).
Esto concuerda con la nocion de que la variable t representa el tiempo, y que lo que ocurre en
el tiempo t =T viene descrito por la condiciones del problema.

Demostracion. Probaremos que si 0 < .S < T entonces

MAX U = MAaX U.

Qs s
La conclusion se obtiene luego haciendo S 7 T.Supongamos que meixas u se alcanza en un
punto (tg, rg) que no pertenece a I's. Entonces, gracias a las condiciones necesarias de optima-
lidad sabemos que V,u(tg, z9) = 0, la matriz Hessiana V?u(ty, 7¢) es semi-definida negativa y
us(tg, w9) > 0. Tomando la traza de V2u(ty, zo) vemos que Au(ty, z¢) < 0, por lo que

ut(to, Io) — Au(to, Io) > 0.

Esto no es suficiente para una demostracion pero sélo falta un pequeno truco. En efecto, con-
sideremos € > 0 y la funcion
v(t, x) = u(t, z) + e||z||*

v es continua en Qg y por lo tanto mdxg_ v se alcanza, digamos en (t1,21) € Qg. Si (ty, 1)
no pertenece a I'g repitiendo el argumento anterior podemos afirmar que Av(ty,z1) < 0y
vy(t1,21) > 0, por lo que

Ut(tl, ZL’l) - Av(tl,xl) Z 0.

Pero un célculo directo muestra que
ve(ty, 1) — Av(ty, x1) = ue(ty, x1) — Au(ty, 1) — 2ne = —2ne < 0,
lo que es una contradicciéon. Hemos probado que necesariamente (t1,x1) € I'g, por lo que

max (u(t,z) +¢l|z]|?) = méix (u(t,z) + <l|z]|?) .
mix (ult,a) + ellel?) = mix (u(t, )+ <)
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De aqui se deduce
méx u(t,r) < méx (u(t,z)+elz|?) < ( max u(t,m)) +5< max Hx||2)
(t,2)eQg (t,x)elg (t,x)el's (t,x)elg

y haciendo € — 0 obtenemos

max u(t,r) < max u(t,x).
(t,x)€Qg (t,x)el's

La desigualdad méx wu(t,r) > max u(t,x) es siempre cierta dado que I's C Q4. Esto prueba
(t,2)€Qg (t,x)€l's

(D.10). m

D.7. Unicidad para la ecuacién de Laplace y el calor

Teorema D.7.1. Sea §) una region abierta y acotada en R", y sean f:Q =R y¢: 00 — R
funciones. Entonces existe a lo mds una funcion u en C(2) N C?(Q) solucion de

Au=f en(
u= @ sobre .

Demostracion. Si uq, us son dos soluciones del problema anterior, entonces u = wu; — us
satisface Au = 0 en Q y u = 0 sobre 0f). Es decir u es armoénica en €2 y por el principio del
méaximo (corolario D.5.2) se deduce que u = 0 en §2. [

Teorema D.7.2. Sea Q) una region abierta y acotada en R", y sean f : (0,T) x Q@ — R,
v (0,7)x 002 — R yuy : Q& — R funciones. Entonces existe a lo mds una funcion u en

C([0, 7] x Q)N C*((0,T) x Q) solucion de
u—Au=f en(0,T) %2
u=¢ sobre (0,T) x 02
u(0,-) =ug en Q.

La demostracion es una aplicacion directa del teorema D.6.1.

D.8. Ejercicios

1. Verifique que las siguientes funciones son armoénicas en todo R? y encuentre funciones
armonicas conjugadas para cada una de ellas:

a) u(r,y) =2 —y*.
b) u(z,y) = x® — 1023y + Say’.

c)

(z,y) = e* cosy + x> — 3xy? + 2y.

<
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d) u(x,y) =e"cosy + e¥ cosx + xy.

2. Suponga que u = u(x,y) y v = v(x,y) son dos funciones armonicas conjugadas en un
dominio 2. Demuestre que las siguientes funciones son armoénicas en §2:

a) f(z,y) = u(z,y)v(z,y).
b) g(z,y) = @Y cosv(x,y).
¢) h(xz,y) = cosu(x,y)senhv(z,y).

3. Calcule el valor de la integral fozﬂ cos(sen 6) cosh(cos 6)db.

D.9. Problemas

Problema D.1. Sean u(z,y) y v(x,y) dos funciones de clase C* en R?. Considere los campos
en R? definidos por F' = vi +uj, y G = ui — vj.

1. Pruebe que F'y G son conservativos si y solo si las funciones u y v satisfacen las ecuaciones

de Cauchy - Riemann. En tal caso decimos que u y v son funciones conjugadas.

2. Pruebe que si v y v son funciones conjugadas y de clase C?, entonces Au =0y Av =0,
(diremos que u y v son armdnicas). Pruebe qdeméas que Vu - Vv = 0.

3. Si u es armonica, pruebe que existe una funcién v conjugada de wu.
Indicacion: Esto es equivalente a probar que cierto campo es conservativo.

Problema D.2. ! Dada f(z) = u(z,y) + iv(x,y), con u y v funciones de clase C? en R?
definimos Af = Au + ¢Av. Decimos que f es una funciéon armoénica compleja si Af = 0.
Demuestre que f € H(Q) si y solo si f(z) y zf(z) son arménicas complejas.

Problema D.3.

De una demostracion del teorema de unicidad para la ecuacion de Laplace (teorema D.7.1) bajo
la hipotesis que g, us son soluciones de clase C*(Q2) N C%(Q) de

Au=f en ()
u = sobre 0},

utilizando el siguiente esquema

a) Pruebe la siguiente formula: si u, v € C*(Q) N C?(2) entonces

/Auv: a—uv—/VuVU, (D.11)
Q Q

donde n es el vector unitario normal a la frontera de €.

Indicacion: utilice el teorema de la divergencia con el campo vectorial vVu.

LControl 2. Otofio 2007. Matematicas Aplicadas. Prof:Alberto Mercado
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b) Pruebe que si u € CH(Q)NC?(Q) y Au=0en Qy u = 0 sobre 92 entonces aplicando la
formula anterior se deduce que Vu = 0 en €2 y concluya.

Problema D.4. Pruebe el principio del maximo débil (corolario D.5.2) en el siguiente caso: si
u € CHQ) N C?(Q) satisface
Au>0 en(
{ u < 0 sobre 0f),

entonces
u<0 en ).

Siga los siguientes pasos:

a) Construya una funciéon p : R — R de clase C? con la siguientes propiedades

i) p(t) = 0 para todo t <0,
ii) p(t) > 0 para todo t > 0.

b) Aplique la formula (D.11) a v = powu y deduzca que si x € Q y u(z) > 0 entonces
Vu(z) = 0.

c) Podemos suponer que € es conexo. Supongamos que existe un punto x € 2 con u(x) > 0
y sea v un camino diferenciable con y(t) € Q2 para t € (0,1], v(0) =29 € 02 y (1) = x.
Sea ty el ultimo t donde u(v(t)) = 0, en otras palabras

ty = sup{t € [0,1] : u(y(¢)) = 0}

Observe que u(y(t)) = 0y por la parte anterior 4u(y(t)) = 0 para todo ¢ € (t1,1).
Concluya.

Problema D.5. Para la ecuaciéon del calor también es posible probar el teorema de unicidad y
el principio del maximo débil integrando por partes. Para el teorema de unicidad puede proceder
del siguiente modo: suponga que u € C([0,T] x Q) N C?((0,T) x Q) satisface

u—Au=0 en (0,7) xQ

u=0 sobre (0,7) x 00
u(0,) =ug en Q.

Defina
E(t) = / Vult, )

y pruebe que
d

—FE(t) = -2 t,-)? <0.
GE0 =2 [wle ) <o

(V se refiere solo a las variables espaciales.) Deduzca que si vy = 0 entonces Vu(t,-) = 0y
concluya.
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D.10. Resolucién de problemas

= Soluciéon Problema D.2 Como es usual, escribiremos z = x + iy la variable compleja,
y las funciones

f(z) =u+iv, con u =u(x,y)yv=uv(zvy).

ou v
oy U = 957 e
Antes que todo, calculemos A(zf(z)): Se tiene que

Denotaremos las derivadas de la forma u, = tc.

2f(2) = (x +iy)(u + iv)

= zu — yv + i(yu + xv)

Denotando w = zu — yv , ¢ = yu + xv (las partes real y compleja de zf(z)), se tiene:

w
—— = TUy + U — YUy

ox
0*w
w = TUgg + Ug + Uy — YUz
= TUzy + 2Uy — YUy
ow
a—y = .Z'Uy — yUy — v
0*w
BE = TUyy — YUyy — Uy — Uy

= TUyy + —YUyy — 20,
de donde se tiene

Aw = 2(Ugy + Uyy) — Y(Vgy + Vyy) + 2(uy — vy)

D.12
= zAu — yAv + 2(u, — vy). ( )

Y por otra parte:

dq

O = YUy + XV, + U
0%q
a5 = YUzx + LUz + (% + Vg

or?
= YlUgy + TVzp + 20,

Jq
8_y = YUy + U + 2V,

82

5 = YUyy + Uy + Uy + TVyy

ay?
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= Ylyy + 2Uy + TV,
de donde se tiene
AG = YUgy + TVz + 20, + YUy + 2uy + Ty,

D.13
= yAu+ zAv + 2(uy, + v,). ( )

En conclusion :
A(zf(2)) = Aw + 1Aq

D.14
= 2Au — yAv + 2(u, — vy) + i(yAu + 2Av + 2(uy + vy)). ( )

Ahora, probemos lo que se nos pide:
(=)

Si f es holomorfa, entonces u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, por lo que

Pu J*u
Au—@ﬁ‘a—?ﬂ
_ 9 (9v) 0 (v _
Oz \ Oy oy \ o0z )
' v 0%
AU:@‘F&—W

0 du 0 (0u
ox dy Oy \ Oz
va que u y v son de clase C2. De esto se deduce que Af = 0 y por tanto f es arménica

compleja.

Por otra parte, también gracias a CR se tiene en (D.14) que u, —v, =0y u, +v, =0,y
como acabamos de probar que Au =0y Av = 0, se sigue que:

Azf(2)) =0
i.e. zf(z) es armoénica compleja.

(=)

Supongamos que f y zf(z) son armonicas complejas. Esto quiere decir que
Au=Av=Aw=Aq¢=0

(donde w y ¢ son la parte real e imaginaria de zf(z), como arriba).

Entonces las partes real e imaginaria en (D.14) son cero, de donde se sigue que
Uy — Uy = 0, Uy + v, =0

que son justamente las ecuaciones de Cauchy- Riemann, y como u y v son de clase C?
(en todo R?), se sigue que f es holomorfa.
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