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Considere el campo vectorial dado en coordenadas cilindricas por

—

1 ~
F=-p+e k.
P

Sea ¥ C R? la superficie dada por la porcién del casquete esférico z2 + y? + 22 = 4 que se
encuentra entre los planos z = —1 y z = 1 (sin considerar las tapas). Bosqueje ¥ y calcule
el flujo de F' a través de Y orientada segin la normal exterior a la esfera.

SOLUCION:
Tenemos el campo vectorial en coordenadas cilindricas:

N 1 A A
F=Zp+ePk=Fp+ F.k
p

El dominio de diferenciabilidad de F' es R3\{eje 2z}, pues el campo se indefine cuando
p =0, y no es diferenciable en tales puntos. Calculemos la divergencia de F"

dioF) =1 [ (o) + 5(F) + 5 0F| =1 |2 00y 4 50) + 5 ()] =0,
Consideremos X, la superficie descrita anteriormente. Para aplicar el Teorema de la Diver-
gencia debemos considerar un dominio donde la divergencia esté bien definida, como no
podemos incluir el eje z, consideremos {2 el volumen interior a la esfera de radio 2 y que se
encuentra entre los planos z = —1 y z = 1, al cual le quitamos un cilindro de radio €, cuyo
eje es el eje z entre z = —1 y z = 1, esto es para que no tengamos problema en utilizar el
Teorema de la Divergencia.

Luego, por el Teorema de la Divergencia, se tiene que:

/Q//div )dV = //FndS //FndS+ // FndS+//FndS

cilindro tapas

///dw v =0
//FndS_ [[ Faas~ [[ Faas

cilindro tapas

Dado que div(F) = 0:

Y entonces:

Calculemos la integral de flujo sobre el cilindro de radio €. Se tiene que la normal exterior
esn=—pydS=edfdz, con 8 € |0,2r],z € [-1,1]:

1 27 1 27r1 1 2
// FndS = // e k) (—p)edddz = —//ededz: —/dz/dez —2.27
€
cilindro -1 0 -1 0 —1 0



/ / FndS = —4r

cilindro

Veamos ahora las integrales sobre las tapas. Llamemos Tapal y T'apa? a las tapas superior
e inferior, respectivamente. En la Tapal, se tiene que z = 1, p € [¢,v/3] (pues, de la
interseccién del plano z = 1 con el casquete esférico 2% + y? + 22 = 4 resulta z2 + 32 = 3,
ie, p=+/3)y 0 €[0,2r). Ademés, 7 = k:

27 \[ 27 \/g
//FndS // —-p+e f; )(k)pdpdf = //6_02pdpd0
Tapal 0 €
Y para la Tapa2, en z = —1, se tiene que n = —12:, asi:
27 /3
//FndS // —p+e 2A k) (—k)pdpdf = —//6_92pdpd9
Tapa2 0 €
Entonces
// FndS = // FndS + // FndS = // pd,od9 // pdpd@ =0
Tapas Tapal Tapa2

Obteniendo que

//FndS_ [[ Fads — [[ Fads = (m) -0 =an.

cilindro tapas

Nota 1: € puede tomar cualquier valor en el intervalo (0, \/‘3] En particular, se puede tomar
e = /3, simplificando asf el problema, al no tomar en cuenta las integrales de flujo sobre
las Tapas, ya que, en este caso, las Tapas no existen.

Nota 2: El célculo directo de la integral de flujo sobre X es mas dificil, dado que si se
elige la parametrizacién en coordenadas cilindricas, el vector normal a la superficie no
es simple (dado que es 7 en coordenadas esféricas); ademds, el elemento de superficie dS
debe calcularse con cuidado, ya que ninguna coordenada de la parametrizacion (p, 0, z)
se mantiene constante. Por otro lado, si se elige coordenadas esféricas, si bien el vector
normal es facil de representar, la integral que queda por resolver es la que dificulta este
camino.



P5. Sea Q € R? un abierto acotado de frontera regular 92, con 0 € Q. Sea f = ik k>2r>0.

Demuestre que

47 e 47
0 s 1

con Ry = inf ||7]] vy Ro = sup||7].
7eQC 7EN

Hint: Calcule primero [ [ £+ dS, donde B(0, R) es la esfera de centro 0 y radio R.

9B(0,R)
SOLUCION:
Sea B(0, R) la esfera de centro 0 y radio R. Se tiene que:
T 27 1 ™
// = // -7 ndA = // —7 - F(Rsin@df)(Rdy) = = /sm wdp / de
dB(0,R) dB(0,R) 0
IR =
dB(0,R)
Por otro lado, tenemos que:
. g 1 8 1 2 1 8 —k+2 1 —k)-‘rl _k + 2
divF = Tsingor (rkr sm<p> 29, (r ) =(—k+ Q)T—Qr = <0.

Es decir, la divergencia es siempre negativa (pues k > 2), para r > 0.

Ahora, eligiendo
Ry = inf 17, Ry = sup ||7|
7eQl e

se tiene que B(0,R;) C © C B(0, Rp). Para calcular la integral de la divergencia sobre
estos voliumenes debemos sacar al punto 0 del dominio, pues la divergencia se indefine en
ese punto. Luego, tomamos B(0, R1)\B(0,¢) C Q\B(0,¢) C B(0, Ro)\B(0,€), con € > 0
tal que B(0,¢) C B(0, Ry). Luego, usando que divf < 0,

/// dwde<///dwde< /// dinfav.

B(0,R0)\B(0,¢) Q\B(0,¢) B(0,R1)\B(0,¢)

Y por el Teorema de la Divergencia,

[ v ff ras Jf s

B(0,R0)\B(0,¢)) A(Q\B(0,¢)) A(B(0,R1)\B(0,¢))
//de+//de<//de+//f g//fds+//fds
8B(0,Ro) 8B(0,¢) 8B(0,¢) 8B(0,R1) 8B (0,¢)
dn L Lo Lo dnm
2 // f-d S//f'd < f'dSZkaz‘
O 9B(0.R) 56 0B(0.R1) !

Que es lo que queriamos.
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