Auxiliar Extra Control 1 - Calculo en Varias Variables
Escuela de Ingenieria, Universidad de Chile

Profesor Cadtedra: Jaime H. Ortega
Profesor Auziliar: Matias Godoy Campbell

Pregunta 1.
Determine los valores de a para que la siguiente funcién sea diferenciable en (0, 0)

f(x,y) = J;TZQ si (I’ y) 5& (O, 0)
0 si(z,y)=(0,0)

Pregunta 2. Pruebe las siguientes propiedades topologicas:
a) Considere la coleccién de abiertos (Ax)aea con A un conjunto arbitrario (eventualmente no

numerable). Pruebe que U Ay es un conjunto abierto. Concluya una propiedad anéloga

AEA
para el caso cerrado. Es posible esto para las intersecciones de abiertos?.

b) Sea A un conjunto abierto y B un conjunto cualquiera. Se define
A+B={zx+yeR":x€ A,y € B}

Pruebe que A 4+ B es un conjunto abierto.

Pregunta 3. Sea X un conjunto no vacio:

1 siz#y

0 siz=y
en efecto una métrica, ademads, caracterice las bolas asociadas a esta. Finalmente, deduzca
si existe una norma asociada a esta métrica.

b) Pruebe que con esta métrica cualquier funcién f : X — R es continua.

a) Considere la siguiente métrica en X: d(z,y) = { Pruebe que lo anterior define

Pregunta 4. Encuentre (sin demostracién) adherencia, interior y frontera de los siguientes conjun-
tos:

A={(z,y) e R*: Jy| < |z| Aa® +y* <5}
11
B: _— M * =
{<m’n> m,nEN} C U(n,n—l—l)
neN
D={(z,y,2) eR¥:x+y+z=12"+9> <1}
E={(z,y) eR*: 2> +¢y* =13 0<r<1,reQ}

Grafique los conjuntos y decida si los mismos son abiertos, cerrados y/o compactos.

Pregunta 5.
a) Considere la superficie S = {(z,y,2) € R?: 22 + y? — 2 = 0}. Encuentre el plano tangente
a S en el punto (0, —m,72). Ademds, considere la curva o(t) = (tsint,tcost,t?). Muestre

que o estd contenida en S y que pasa por el punto (0, —, 72).
b) Sea Q= {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0}. y sea f : Q — R definida por:

fla,y) = Va2 +y2(a® —y?)
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Pruebe que f es diferenciable en todo €2 y determine la ecuacién del plano tangente al grafo
de f para los puntos (z,y) en Q tal que x =y

Pregunta 6.
a) Pruebe por definicién que la siguiente funcién es continua en (0,0):
xzcos(y) —ycos(z) —xz+y .
si (x, 0,0
0 si (z,y) = (0,0)

b) Usando algebra de limites pruebe que la siguiente funcién es continua en (0,0):

st (z,y) # (0,0)

1+ 2 — cos(z? + y?) — arctan(z)

g9(z,y) = 2% +y?
0 si (x,y) = (0,0)
Hint: lim — o anl® arctans _ 1
x—0 Ig 3
Pregunta 7.

a) Estudie continuidad, diferenciabilidad y continuidad de derivadas parciales de la siguiente
funcién en todo su dominio:

x* +sin(y?) .

f(x7y> — 72 4 y2 S1 (Ji,y) 7& (070)

0 si (z,y) = (0,0)

b) Sean fi,..., fn: (a,b) — R funciones diferenciables. Sea 2 = (a,b)" CR™ ysea f: Q — R

definida por: f(z1,...,z,) = Z filxs)
i=1

Demuestre que f es diferenciable en Q y que se tiene: Df(x)(y) = Z JHEDT
i=1

Pregunta 8. Estudie la existencia de derivadas direccionales y parciales en el origen, ademas de la

diferenciabilidad en dicho punto de las siguientes funciones:
a)
at oyt .
o) = Pxayte O (z,y) # (0,0)
0

' si (x,y) = (0,0)
b)

2 _2¢y?) - sin ; si (x
g(z,y) = (3z 2y ) ( 522 1 302 +3y2> (w,y) # (070)

0 si (z,9) = (0,0)

Pregunta 9. Sea f : R™ — R una funcién, tal que lim f(x) = oo (se dice que si f cumple esta

l|z||—o0
condicién es coerciva). Pruebe que si f es continua y coerciva, entonces alcanza su minimo.
Hint: Recuerde que una funcién continua sobre un compacto alcanza su maximo y su minimo.



