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P4. Sean E,F,G e.vsobre K, f: E— F, g: F — G aplicaciones lineales.

(i.1) Demuestre que Ker(go f) = f~Y(Kergn Imf).
(i.2) Suponga que E = F = G, demuestre que si f y g conmutan (go f = f o g) se tiene:
f(Kerg) C Kerg , f(Imf) C Img.

(ii) Supongamos que E, F, G son de dimensién finita n, p, ¢ respectivamente. Demuestre que:

r(f)+r(g) —p <r(go f) <min(r(f),r(9))

Nota : r(h) = dim(Imh) , para h una transformacién lineal.

Solucién:

(i.l) x € Ker(go f) & go f(z) =0 < g(f(z)) =0 & f(z) € Kerg & f(x) € Kerg A f(z) €
Imf < x € f~Y(Kergn Imf) Podriamos haber llegado a x € f~!(Kerg) y luego haber argu-
mentado que f~1(Kerg) = f~1(Kerg N Imf) puesto que para cualquier funcién h : A — B se
tiene f~1(C) = f~1(C' N Imf) YC C B.

(i.2)

o f(Kerg) C Kerg .Seay € f(Kerg) < Jx € Kerg tal que y = f(x). Queremos probar y € Kerg
(i.e) g(y) = 0. En efecto g(y) = g(f(z)) = f(g(z)) , pues por hipétesis f y g conmutaban. Como
x € Kerg & g(x) = 0, luego f(g(z)) = f(0) = 0 esta tltima igualdad cumpliéndose por ser f
lineal. En consecuencia g(y) = 0 y entonces y € Kerg.

e f(Img) C Img. Seay € f(Img) < Jx € Img tal que y = f(x).Como = € I'mg,3t € F tal que

z = g(t).Luego y = f(g(t)) = g(f(t)) i.e y € Img.

(i)

r(f)+1r(g9) —p <r(go f). Por TNI(Teorema nicleo imagen) tenemos

r(f) = dim(Imf) =n — dim(Kerf)
r(g) = dim(Img) = p — dim(Kerg)
r(go f) =dim(Im(go f)) =n—dim(Ker(go f))

de donde obtenemos r(f) +r(g) —p = n — dim(Kerf) — dim(Kerg) Con esto, notamos que la
desigualdad que queremos probar es equivalente a

n — (dim(Kerf) + dim(Kerg)) <n—dim(Ker(go f))
dim(Ker(go f)) < dim(Kerf) + dim(Kerg)

Probemos esto dltimo. Sea r = dim(Kerf) , g = dim(Kerg N Imf) < dim(Kerg). Tomemos
{yi,.. . urt {z1,..., 24} bases de KergNImf y Kerf respectivamente. Veremos que una base
de Ker(go f) tiene a lo mas r 4+ ¢ elementos. Notemos primero que para cada y; en la base de



KergnNImf, 3t; € E tal que f(t;) = y; (esto pues los y; € Imf) Sea x € Ker(go f) & = €
f~Y(Kerg N Imf)(parte(i)) & f(z) € (Kerg N Imf) = f(z) = aiy1 + ...+ a,y, para ciertos
at,...,ap €K ASL f(z) =a1f(t) +...+ar f(ty) & flz — (aut1 + ...+ apty)) =0y asi
z—(oat1+ ...+ apty) = fixy, ..., Byxq(porque estd en el Kerf) para ciertos 3; € K. De aqui se
concluye z = ant1+...+ oty +frz1+. ..+ Byzq es decir Ker(go f) C< {t1,...,t,, x1,..., 24} >.
Asi de ese conjunto se puede extraer una base de Ker(go f) y por supuesto tendrd a lo més r + ¢
elementos.

e r(gof) <min(r(f),r(g)). Probemos que simultdneamente se tiene r(go f) < r(f) y r(go f) <
r(g). Para la primera desigualdad, basta notar que f(E) C F, con lo cual

g(f(E)) C g(F) y esto implica que (g o f) = dim(Im(g o f)) < dim(Img) = r(g). Para
la segunda, notemos que Ker(f) C Ker(go f) (Compruébelo ud mismo!).De aqui se deduce
dim(Kerf) < dim(Ker(go f)) y por TNI n — dim(Imf) = dim(Kerf) < dim(Ker(go f)) =
n — dim(Im(go f)) lo cual implica r(go f) = dim(Im(go f)) < dim(Imf) =r(f).1



