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P3. (i) Dados z,y € R" se define el trazo entre x e y por [z,y|={A\x + (1 — N)y/0 < XA < 1}.

Demuestre que si [l — y|| = || — z[| + ||z — y|| entonces z € [x,y]. Interprete en R?. Sea
el sistema lineal Ax = b. Suponga que x e y son solucién del problema. Qué ocurre con
z €lz,y] 7.

(ii) Pruebe que ||z +y|*+ ||z — y||> = 2(||=|* + ||y||?) Y2,y € R™(esta identidad se conoce como
"identidad del paralelégramo”).Interprete en R2.

Sol:
(i) Recordemos que ||z||> =< z,x >. Por bilinealidad también tenemos que
[[u—v|* =< u—v,u—v >=< u—v,u > — < U=V, >=< Uy U > — <V, U > — < U, v >+ < v,V > .

Ademéds como < u,v >=< v,u > concluimos que |ju — v|]? = [|u||? =2 < u,v > +||v||?
(Similar a la férmula del cuadrado de binomio). Para resolver (i), elevemos la igualdad que
nos dan al cuadrado (obviamente supongamos z # y). Obtenemos:

lz = ylI* = llz — 2I* + 2l — yll & — 2| + ||z — y]|?
Reemplazando lo antes dedudico llegamos a:
lzllP=2 <2,y > +lylI* = [lelP~2 < 2,2 > +[z|P+2]z—ylllz—2]+]]2]*~2 < 2,y > +[|y|
Cancelando términos y reagrupando llegamos a:

—2<z,y>+2<x,2>+2< 2,y > —2|]2]|> = 2|z — yll|lz — 2|
& — < y>+<r,z>+<z,y>—<z2z>=|z—ylllr -z

& <ziz—y>+<z,y—z>=|z—ylllzr—z|

Recordando que < u, —v >=< —u,v >, llegamos a
<z,z—y>+<-—=zz—y>=|z—vyllx—z|

& <z-zz—y>=lz—yllz -z

Ahora recordemos la desigualdad de Cauchy-Swartz :| < u,v > | < ||u||||v||, teniéndose la
igualdad ssi u y v son paralelos. (también se puede ver eso de la férmula | < u,v > | =
[lul[||v]|cos(8)). Notamos que llegamos justo a una expresién de ese tipo en la desigualdad
anterior. Concluimos entonces que x — z y z — y son paralelos, es decir, existe o # 0 tal que
x—z = a(z—y) (Como en la pregunta nos dicen probar que z € [z, y] podemos suponer que
x # zy Yy # z, sino el problema estarfa listo. Ademds como z # y, a # 1). Reemplazando



entonces en la ecuacion precendente queda:
<oz —y),z—y>=z—yllz - 2|
allz =yl = llz = yllllz - 2|

De aquf obtenemos o = 2=l (i.e @ > 0). Ademés de x — 2 = a(y — z), podemos despejar

= lz=yll
2=+ aa—fl, iez € [zr,y] (con A = O%rl € [0,1]).

Si suponemos que x e y resuelve el sistema Az = b, entonces notemos que todo z € [x,y]
lo resuelve (de hecho , todo vector z en la recta que une z e y lo resolverd). En efecto
Az=AXx)+ A1 = Ny=X o+ (1 = A)b=b.

De una observacién hecha anteriormente : ||z +y||? = |[z[|? -2 < z,y > +||y|® v ||z —y||? =
[|z||? — 2 < z,y > +||y||>. Sumando ambas expresiones se llega al resultado. Interprete ud
en R?



