
Auxiliar 8: PAUTA  

P1.- (Integral de Riemann) Considere una función ݂:  continua, biyectiva y 
estrictamente creciente. 

ሾܽ, ܾሿ ՜ ሾܿ, ݀ሿ

ିଵ ିଵ

ିଵ

ሼݔ଴, ݔ
ሼ݂ሺݔ଴ሻ, ݂ሺݔଵሻ, … , ݂

ܵሺ݂, ܲሻ ൅ ,ሺ݂ିଵݏ Qሻ ൌ bd െ ac 

ሺ݂, ܲሻ ൌ ∑ ௜ݔ௜ሺ݂ሻሺܯ െ ௜ିଵሻ௡ݔ
௜ୀଵ ൌ ∑ ݂ሺݔ௜ሻሺݔ௜

௡
௜ୀଵ െ ௜ିଵሻݔ

ሺ݂ିଵ, ܳሻ ൌ ∑ ݉௜ሺ݂ିଵሻሺ݂ሺݔ௜ሻ െ ݂ሺݔ௜ିଵሻሻ௡
௜ୀଵ

,ሺ݂ିଵݏ ܳሻ ൌ ෍ ௜ିଵሺݔ
௡

௜ୀଵ

݂ሺݔ௜ሻ െ ݂ሺݔ௜ିଵሻሻ 

Así, sumando lo que aparece en el enunciado, se tiene que 

ܵሺ݂, ܲሻ ൅ ,ሺ݂ିଵݏ ܳሻ ൌ ෍ ݂ሺݔ௜ሻݔ௜ െ ݂ሺݔ௜ିଵሻݔ௜ିଵ
௜ୀଵ

ൌ ݂ሺݔ௡ሻݔ௡ െ ݂ሺݔ଴ሻݔ଴ ൌ ܾ݀ െ ܽܿ 

c) Use apropiadamente las continuidades de ݂ y  ݂ିଵ para demostrar que  

න ݂ିଵ

௖

ൌ ܾ݀ െ ܽܿ െ න ݂
௔

 

Sol: Dado que ݂ y  ݂ିଵ son continuas, entonces son Riemann Integrable, por lo cual se cumple 

lim
|௉|՜଴

ܵሺ݂, ܲሻ ൌ lim
|௉|՜଴

,ሺ݂ݏ ܲሻ ൌ න ݂
௕

௔
 

lim
|ொ|՜଴

ܵሺ݂ିଵ, ܳሻ ൌ lim
|ொ|՜଴

,ሺ݂ିଵݏ ܳሻ ൌ න ݂ିଵ
ௗ

௖
 

Y, notando que |ܲ| ՜ 0 cuando ݊ ՜ ∞, y lo mismo para |ܳ|, se tiene que 

න ݂
௕

௔

൅ න ݂ିଵ

௖

ൌ ܾ݀ െ ܽ݀ 

a) Explique porqué ݂ିଵ es también integrable y estrictamente creciente. 

Sol: Notar que ݂ es continua, por ende ݂  es continua, y por teorema  ݂  es integrable. 
Además es claro que  ݂  es creciente ya que ݂ es creciente 

b) Considere la partición ܲ ൌ ଵ, … , ,௡ሽ del intervalo ሾܽݔ ܾሿ y su correspondiente 
partición imagen ܳ ൌ ሺݔ௡ሻሽ del intervalo ሾܿ, ݀ሿ. Demuestre que 
 

Sol: Notemos que ܵ  dado que ݂ es 
creciente. Además ݏ  

௡

ௗ ௕

que  

ௗ



P2.- Sea ݂ሺݔሻ ൌ ׬ ሺݔ െ ሻଶ௫ݐ
଴ ݂ሺݐሻ݀ݐ. Demuestre que se cumple ݂´´´ሺݔሻ ൌ 2݂ሺݔሻ. 

Sol: Desarrollando el cuadrado de binomio 

ൌ න ሺݔଶ െ ݔݐ2 ൅ ݐଶሻ݂ሺݐ
௫

଴ ଴
ݐሻ݀ݐሺ݂ݐ

௫

଴
൅ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௫

଴
 

݂´ሺݔሻ ൌ ݔ2 න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
൅ ሻݔଶ݂ሺݔ െ 2 න ݐሻ݀ݐሺ݂ݐ

௫

଴
െ ሻݔሺ݂ݔݔ2 ൅  ሻݔଶ݂ሺݔ

݂´ሺݔሻ ൌ ݔ2 න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
െ 2 න ݐሻ݀ݐሺ݂ݐ

௫

଴
 

Volviendo a derivar, se tiene 

݂´´ሺݔሻ ൌ 2 න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
൅ ሻݔሺ݂ݔ2 െ ሻݔሺ݂ݔ2 ൌ 2 න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௫

଴
 

݂´´´ሺݔሻ ൌ 2݂ሺݔሻ 

P3.- Sea ݃ una función dos veces derivable en Թ. Se define la función ݂ mediante la regla 

݂ሺݔሻ ൌ න ݃ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሺ݊݁ݏሻݐ
௫

଴

 

Demostrar que se verifica la relación  para todo . 

Sol: haciendo el cambio de variable ݑ ൌ ݔ െ ݑ݀ ,ݐ ൌ െ݀ݐ se tiene que la integral anterior es 
igual a  

න ݃ሺݑሻ݊݁ݏሺݔ െ ሻ݀ݑ
௫

଴

ሼ݊݁ݏሺݔሻ cosሺݑሻ െ cos
଴

ൌ ሻݔሺ݊݁ݏ න ݃ሺݑሻ cosሺݑሻ݀ݑ െ cos ሺݔሻ න ݃ሺݑሻ݊݁ݏሺݑሻ݀ݑ
௫

଴

௫

଴
 

Con lo cual, al derivar se obtiene 

݂´ሺݔሻ ൌ cosሺݔሻ න ݃ሺݑሻ cosሺݑሻ ݑ݀
௫

଴
൅ ሻݔሻ݃ሺݔሺ݊݁ݏ cosሺݔሻ ൅ ሻݔሺ݊݁ݏ න ݃ሺݑሻ݊݁ݏሺݑሻ݀ݑ

௫

଴
െ cosሺxሻ gሺxሻsenሺxሻ 

݂ሺݔሻ ሻ݀ݐ ൌ ଶݔ න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫

െ ݔ2 න ଶݐ

Derivando, se tiene 

݂´´ሺݔሻ ൅ ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ ݔ א Թ

න െ݃ሺݑሻ݊݁ݏሺݔ െ ݑሻ݀ݑ
଴

ൌ ݑ
௫

ൌ න ݃ሺݑሻ ሺݔሻ ሻሽݑሺ݊݁ݏ
௫

ݑ݀



݂´ሺݔሻ ൌ cosሺݔሻ න ݃ሺݑሻ cosሺݑሻ ݑ݀
௫

଴
൅ ሻݔሺ݊݁ݏ න ݃ሺݑሻ݊݁ݏሺݑሻ݀ݑ

௫

଴
 

݂´´ሺݔሻ ൌ െ݊݁ݏሺݔሻ න ݃ሺݑሻ cosሺݑሻ ݑ݀
௫

଴
൅ cosሺݔሻ ݃ሺݔሻ cosሺݔሻ ൅ cosሺݔሻ න ݃ሺݑሻ݊݁ݏሺݑሻ݀ݑ

௫

଴
൅  ሻݔሺ݊݁ݏሻݔሻ݃ሺݔሺ݊݁ݏ

Y recordando la identidad trigonométrica fundamental ܿݏ݋ଶሺݔሻ ൅ ሻݔଶሺ݊݁ݏ ൌ 1 se tiene que 

݂´´ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻ 

Con lo cual se cumple lo pedido. 

lim
௫՜଴

׬ ݁௧మ݀ݐ௫య

଴

׬ sinሺݐଶሻ ௫ݐ݀
଴

P4.- Calcule 

 

l ser un limite de la forma 0/0 se tiene 

lim
௫՜଴

׬ ݁௧మ݀ݐ௫య

଴

׬ sinሺݐଶሻ ௫ݐ݀
଴

Sol: Por l´hopital, a

ൌ lim
௫՜଴

ଶ݁௫లݔ3

sin ሺݔଶሻ ൌ li
௫

௫ల݁ݔ6 ൅ ଻݁௫లݔ18

ଶሻmݔሺݏ݋ܿݔ2
՜଴

 

e existe y vale 3. 

 

ݔ݀

En el último límite simplificando por x se tiene que el límit

න
ݔ ൅ ଷݔ ହ⁄

ସఱ

ଶఱ

ol: Usando el cambio de variables ݌ହ ൌ ݌ସ݀݌5 ,ݔ ൌ  la integral queda como ,ݔ݀

න
݌ସ݀݌5

ହ݌ ൅ ଷ݌

 

S

ସ

ଶ
ൌ න

݌݀݌5
ଶ݌ ൅ 1

ସ

ଶ
ൌ

5
2 ݈݊ ฬ

17
5 ฬ 

P5.- Para ݊ א Գ se define 

௡ܫ ൌ න
௡ݔ

√4 െ ଶݔ

 

ݔ݀
ଵ

଴

 

 e ܫଵ. Encuentre una recurrencia que permita calcular ܫ௡ାଶ en función de ܫ௡. 

(Propuesto. Hint: recuerde que es lo que siempre se emplea para resolver recurrencias) 

Calcule ܫ଴



 P6- Demuestre que  

lim ෍
݅

௡՜ஶ ݊√݊ଶ െ ݅ଶ

௡

ൌ 1 

ciada en 
el intervalo ሾ0,1ሿ, lo que nos indica que ∆ݔ௜ ൌ ௜ݔ െ ௜ିଵݔ ൌ

௡

௜ୀଵ

Sol: La idea es identificar con una suma de Riemann. Tomando una partición equiespa
ଵ , y ݔ௜ ൌ

௡
௜ . Así 

lim
௡՜ஶ

෍
݅

݊√݊ଶ െ ݅ଶ

௡

௜ୀଵ

ൌ lim
௡՜ஶ

෍
݅
݊ ݊

݊ට݊ଶ െ ቀ ݅
݊ቁ

ଶ
݊ଶ

௡

௜ୀଵ

ൌ lim
௡՜ஶ

෍
݅
݊

ට1 െ ቀ ݅
݊ቁ

ଶ
·

1
݊

௡

௜ୀଵ

 

lim
௡՜ஶ

෍ ݊

Que es una suma de Riemann, por lo cual 

݅

ට1 െ ቀ ݅
݊ቁ

ଶ
·

1
݊

௡

௜ୀଵ

ൌ න
ݔ

√1 െ ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴
 

La última integral se resuelve usando el cambio de variables ݔ ൌ ݔ݀ ,ሻݑሺ݊݁ݏ ൌ cosሺݑ  por ݑ݀

න
ݔ

√1 െ ଶݔ

ሻ
lo cual 

ݔ݀
ଵ

଴
ൌ න ݑሻ݀ݑሺ݊݁ݏ

గ
ଶ

଴
ൌ 1 

P7.- Sea ݂: ሾܽ, ܾሿ ՜ Թ acotada e integrable, verificando que ݂൫ሺܽ ൅ ܾሻ െ ൯ݔ ൌ ݂ሺݔሻ para 
todo ݔ א ሾܽ, ܾሿ. 

Probar que ׬ ௕ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
௔ ൌ ௔ା௕

ଶ
a) ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ . 
b) Sea ahora la función ݃: ሾെ1,1ሿ ՜ Թ continua. Pruebe que 

න ݁ݏሺ݃ ݔ ሺݔሻሻ݀ݔ
గ

ൌ
ߨ

݊
଴

2 න ݃ሺ݊݁ݏሺݔሻሻ݀ݔ
గ

 

 Deduzca que  

න
݁ݏ ݔ

଴

c)

݊ሺݔሻ
1 ൅ ሻݔଶሺݏ݋ܿ ݔ݀

గ

଴

ൌ
ߨ
2 න

1
1 ൅ ଶݔ ݔ݀

ଵ

 

Y calcule el valor de la integral. 

 

ିଵ


