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Curva 7:[a,b] » R3 talque t —» r(t) = (x(t), y(t), z(t))

Suave si admite parametrizacion r de clase C* (continuamente diferenciable)
Reqular si admite parametrizacion suave tal que r'(t) # 0

Simple si admite parametrizacion r inyectiva en [a, b]

Cerrada si r(a) = r(b)

Longitud de arco L =s(t) = [, [Ir' (0]l dt

r'(t)

Vector tangente T = O] (unitario)

Vector normal N = T,(t) (unitario)
7" @l

Vector Binormal B=TxN  (unitario)

Curvatura k(s) = ||%||

Torsién 7(s) = —Z—fﬁ(s)

Coordenadas cilindricas

rcosf
r =\ rsend
z

r € [0,R],0 €[0,2n], z € [0,H],



Coordenadas esféricas

rsen@cosd
r= (rsengosen@)
rCoSQ

r € [0,R],0 €[0,2n],p € [0, 7]

P1.- La cicloide se define como el lugar geométrico descrito por un punto solidario
a una rueda (de radio R que gira sin resbalar.

a) Encontrar la parametrizacion para el caso en que a=R

b) Encontrar la parametrizacion en longitud de arco (considerar de aqui en
adelante R=1)

¢) Encontrar vector tangente, curvatura, vector normal y binormal

d) Encontrar la parametrizacion de una recta tangente a la cicloide en un Angulo
fijo a

Sol:
a) Dadas las caracteristicas de la cicloide, la parametrizacion es la siguiente
_ (RO —Rsenf
"= (R ) + (—Rcose)

7= (% ~heows)

Notemos que la curva es suave, y simple, pero no regular (para 6 = 0, ||r(6)]| = 0)

b)
0 — senf
- (70)
=5

Luego la parametrizacion en longitud de arco sera

) )
L=s(0)= fo [l (8)]| d8 = L 2(1 — cosB) do



Ocupamos que cos28 = 1 — 2sen?8

s(8) = foe,/Z(l — cosf) df = foe 2sen (%) du =4 (1 — CoS (g))

De aqui, debemos despejar 6(s)

Luego
s
6(s) = 2 arccos (1 — Z)

r= (1" ose)

Asi, la parametrizacion natural sera

2 arccos (1 - %) — sen(2 arccos (1 - %))

y(s) = s
1 — cos (2 arccos (1 - Z))

2 arccos (1 - i) — sen(2 arccos (1 - i))

y(s) = s
1 — cos (2 arccos (1 — Z))

Ocupando que cos28 = 2cos? — 1y ademas el valor de sen(2 arccos (1 — i))

2arccos(1—%)—2(1—%)<%—i—z>

y(s) = s
2-s(1-3)



aT dT dt ar .
c) Ocupamos que T T L E/” r'(t)|| para decir que la curvatura vale

ar
k@) = |5 /@i
Ya que calculando la formula en funcién del parametro s es siempre mas

complicado. Siempre es util traspasar las definiciones a la variable de la
parametrizacion escogida.

0
. () 1 (1 - cos@) _ sen (E)

lr I m senf cos (g)

7 cos (g) /2

d
Calculamos ahora pri

—Ssen (g) /2
Luego
N -
k(t) = I rfl(tt)ll n 456”(%)
coSs (€>
N = 29
—sen (5)

Ademas, como estamos en el plano, el vector binormal sera
B =TxN = (0,0,1)
d) Parametrizamos la curva, resultando lo siguiente
v(t) =p+Tt
Donde p es cualquier punto de la recta, y T el vector tangente
Como nos piden para un determinado angulo, solo debemos reconocer que el

punto p sera el de nuestra parametrizacion evaluado en el &ngulo «, y el tangente
serda el anterior calculado, evaluado también en «



Luego

sen (z)
v =t a1+ (1= cosa)
cos (E)

P2.- Una particula se mueve describiendo una trayectoria sobre el manto del cono
x% + y? = z? de forma tal que su altura zy el angulo 8 en cilindricas cumple la
relacion

z=e?% 0 €[00
a) Encuentre una parametrizacion de la curva.
b) Calcule el largo de 2 giros

Sol:

Como

20 0

z=e Y >x?+y’=R?’=¢72% S R=e"

Asi se conocen todos los parametros de la parametrizacion en funcién de 6
e 9cos6
r=|efsend
o0

Notemos que la altura siempre decrece, partiendo en altura z = 1 y al infinito llegar
alpuntoz =0

L=s(t) = j @l de
0

Calculemos

-6

—e Ycos0 — e Psend
r'(t) =| —e 9send + e 9cosb
—e

7' (O = 3e72°

Luego



41 3
L=s()= f 3e 20 dh = 5(1 — e78M)
0

P3. Considere la curva definida por la ecuacion

r(t) = (tsent, tcost,%ityz) t € [o, 21]

Calcule la masa M de la curva, sabiendo que su densidad esta dada por la
ecuacion p = x? + y?

Sol:
La masa de la curva sera ,
™
M= el
r'(t) = (sent + ;:)cost, cost — tsent, \/ﬂ)
IF"@©I=1+t¢

Luego
M= ["pllr'@ldt = [;"x(®)? + y(©2(1 + t)de=[" ((tsent)? + (tcost)®)( 1 +
t)dt

) g™ 4
=f,t (1+0)dt=8—+4m

P4. Considere las funciones f(x) = senx xy g(X)=x(x-m) con x € [0,7]Sea R la
region encerrada entre los graficos de las dos funciones.

a) Calcule el &rea de la region R.

7.[3

A= fon(f(x) —g(x))dx = fon(senx —x?+xm)dx =2+ c

b) Determine el volumen del sélido generado por la rotacion de R en torno al
eje OY .

V=_2n fonx(f(x) —g(x))dx =2n(r + Z—:)



c) Encuentre la posicion del centro de gravedad de la region R.

Tenemos que

fy x(f)-g)ax_n
9= A T2

_oaU@?-9?)ax_n 75
9~ A 4 60

d) Determine el largo de la curva y = g(x).

Para esto se debe calcular

= jnwll + (2x — m)?dx
0

Ocupando el cambio de variable
2x —m = tan6 y despues integracion por partes, se llega a que

L=[rJ1+@x- n)de_—(Zm/1+n2+1 (g“’ AR



