CLASE AUXILIAR N°2 : CONTINUIDAD
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Resumen
Teorema de los valores intermedios (TVI)

1. Para f(z) = 0: sea f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) <0 = 3T € [a,b] tal que f(Z = 0)

2. Para f(Z) = e,e € [¢,d] : Sea f : [a,b] — R continua. Si ¢,d € f([a,b]),c < d, entonces Ve € [¢,d], AT € [a, ]
tal que f(Z) =e

wl——————
E |
=3

Figura 1: TVI para f(z) = 0.

Teorema de Weierstrass
Si f : [a,b] — R es continua, entonces alcanza su maximo y minimo en el intervalo.

Continuidad de funciones inversas
Si f: I CR — R continua y estrictamente monoétona, entonces J = f(I) es intervalo y f~!:.J — I es continua

Continuidad uniforme
Sea f: A CR — R, se dice uniformemente continua si:

(Ve > 0)(30 = 3() > 0)(Va,y € A) |z — y| < 5 = | f(a) — F(y)] < e

Teorema de la Continuidad uniforme
Sea f: ACR — R con A cerrado y acotado. Entonces f es uniformemente continua ssi f es continua VZ € A

Ejercicios
P1. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en |a,b] Pruebe que existen z,Z € [a, b] tales que:

f(z1) + f(x2)
fla) < LT 02)

Demuestre que dados z1,x2 € [a, b] cualesquiera, existe 8 € [a, b] tal que:

f(z1) + f(x2)
2

< f(z) Vaxi,22 € [a,b]

f(B) =



Solucion:

a) Sea m = min{f(x1), f(x2)}, M = max {f(x1), f(z2)} y d = W Claramente se tiene que el real d
satisface la relacion:
m<d<M

Con lo que se tiene lo pedido, pues Z es tal que f(Z) =m, asuvez x =21 + 2 — T

b) Definimos la funcion auxiliar g(x) = f(z) — M, notamos que g(z) es continua en [a, b]. Supongamos sin
perdida de generalidad* que f(a) = m y que f(b) = M, (tal como se definieron en la parte (a)) con lo que se

tiene que:
o(0) = f(a) - LTI < g
o) = 1) - LTI -
Luego por el TVI, 38 € [a, b] tal que g(8) = 0, es decir:
o) = o) - 190
REPCESC

Lo que conluye la demostracion.
*Nota: Al suponer f(a) = M y que f(b) = m se llega al mismo resultado.

P2.Dadoa > 0sea f : [0,2a] — R continua y tal que f(0) = f(2a). Pruebe que 3% € [0, a] tal que f(z) = f(Z+a)
Solucion

Analogamente definimos la funcion g(z) = f(z) — f(z 4+ a). Como f es continua en [0,2a] = f(z + a) continua
en [0, a]. Luego g(x) continua en [0, a] Ademas
9(0)-g(a) = {f(0) = f(0+a)} -{f(a) - fla+a)}
{f(2a) = f(a)} - {f(a) = f(2a)}
= —{f(20) - f(a)}* = —g(0) <0

i.e. 31 = 0,22 = a tales que g(z1) - g(x2) < 0, es decir, la funcion cambia de signo en [0,a], luego por el TVI
3z € [0, a] tal que

9(z) =0=f(z) - f(+a)
(@)= f(z+a)
P3. Definimos la funcion en R

et —e "

et +e”*

(a) Verifique que tanh es continua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisface
—1 <tanh(z) <1 VzreR

(b) Pruebe que si n — oo entonces tanh(n) — 1 y que tanh(—n) — —1

(c) Usando el T.V.I. demuestre que Vy € (—1,1) Jz € R tal que tanh(z) = y.
Indicacion: Analice y>0, y=0, y<0.

(d) Demuestre que la ec. tanh(z) = cos(x) tiene infinitas soluciones en R.

tanh(z) =



Solucion

(a)Dado que e* es continua en todo R, po algebra de funciones continuas, tanh(z) es continua en R.
0 0

_e—e _ 0 _
En efecto tanh(0) = St =3 =0
Ademas:
T —x LT _ T r _ -z T —x
_1:_6 +e _ ¢ e Se e :tanh(x)ge +e 1
= —1 < tanh(z) <1
Es facil ver que tanh(z) # —1 y tanh(x) # 1 (Propuesto)
= —1 < tanh(z) < 1
(b)Notemos que lim, . tanh(x) es del tipo 2, utilizando algebra de limites
e’ e "
lim tanh(z) = llm —— — lim —— =1+0=
T—00 z—oo ¥ 4+ 7%  z—oo et 4 7%
Nota: Analogamente se pude obtener que lim,_,_, tanh(z) = —1

(c¢)Definimos la funcion auxiliar g(z) = tanh(x) —y, seaz > 0,2 <0

9(2) - g(z) = {tanh(z) — y} - {tanh(z) - y}

Notemos que tanh(z) > 0, y tanh(z) < 0. Analicemos ahora los casos separadamente.
Si—1<y<0

tanh(z) —y >0 VZ >0

tanh(z) —y < 0 para algun z pues como lim,_, . tanh(z) = —1 Jz < 0 tal que tanh(z) < —y

Sio<y<1
tanh(z) —y > 0 pues como lim, ., tanh(z) =1 3z > 0 tal que tanh(z) > y
tanh(z) —y <0 Vz <0

Siy=0

tanh(Z) —y >0 VZ >0

tanh(z) —y <0 Va <0

En todos los casos 37, x tales que la funcion cambia de signo, luego por el TVI Vy, 3z tal que g(z) =0

< tanh(z) —y =0

tanh(z) =y

P4. Un monje vive en un monasterio a los pies de un monte. El dia 7 de cada mes a las 00:00 hrs, el mon-
je comienza una cominata de 24 horas hasta la cumbre del monte. Una vez ahi, medita durante 6 horas y
luego baja de vuelta al monasterio. La bajada le toma una hora. Demuestre que existen dos instantes, uno el
dia 7 y otro el dia 8, en los que el monje se encuentra a la misma distancia del monasterio a la misma hora del dia.

Solucion

Sea d la distancia del monasterio a la cumbre del monte.



Figura 2: Problema del monje

Definamos las funciones:
d;(x):= distancia del monje al monasterio el dia 7 a la hora z.
g(x) = d7(z) — ds(z) continua. Notemos que

9(0)-g(24) = {d7(0) —dg(0)} - {d7(24) — ds(24)}
= {0—d}-{d-0}
= —d’<0

Por TVI 3z [0,24] tal que g(x) = 0 & dr(z) = ds(x) =-distancia al monasterio es la misma a la misma hora
del dia.

P5. Un conductor demora 5 horas en recorrer los 500 kms que separan Santiago y Concepcion. Pruebe que existe
un tramo del viaje de una longitud de 100 kms que es recorrido en exactamente 1 hora.

Solucion

Sea d(z):= la distancia total recorrida por el movil al instante z, continua. Definimos la funcion auxiliar: g(z):=
distancia recorrida durante los 60 min (1 hora) previos al instante x. Esta funcion la podemos formalizar como

g9(x) = d(x) —d(z —1)

Para demostrar lo que nos piden, definimos h(z) = g(z) —100km. Notemos que h(z) es continua en [0,5] pues g(z)
lo es. Por demostrar que h(z) = 0 para algun x € [0, 5]. Necesitamos encontrar x1,x2 tales que h(z1) - h(z2) < 0.

Razonemos por contradiccion. Supongamos que no existen tales x1, z2 luego Vrq, x5 € [0, 5]
h(zx1) - h(zs) > 0, si tal cosa ocurre tenemos dos escenarios posibles:

Caso 1: h(x1) > 0y h(ze) >0 Vzi,z9 € [0,5]. En tal caso es claro ver que

5 5
> g(z) = h(x) + 100 > 500km
i=1 i=1
Contradiccion!! El enunciado dice que se recorren 500km en 5 horas.
Caso 2: h(xz1) <0y h(ze) <0 Vai,ze € [0,5]. En tal caso es claro ver que

5 5

Contradiccion!!

Esto significa que no es posible que Va1, 22 € [0,5] h(z1)-h(z2) > 0,luego 3z1, zo € [0, 5] tales que h(xy)-h(za) <
0. Por el TVI 3z € [0, 5] tal que h(Z) =0



< g(Z) = 100km

P6. Sean f y g continua en [a,b],a < by tales que f(a) # f(b), f(a) = —g(b) y f(b) = —g(a). Demuestre que
Jzg € [a,b] tal que f(zo) = —g(x0) y para f(z) = (x —a)™ con n € N 0 verifique que se cumplen las hipotesis
anteriores y calcule para este caso el valor de xy.

Solucion

Definimos como funcion auxiliar h(z) = f(z) + g(x) continua, notemos que:

h(a)-h(b) =

(
= —(g9(a) —g(b)* <0

P7. (a) Sea g : R — R continua en un punto zo € R tal que g(zg) > 0. Probar que existe § > 0 tal que g(z) > 0
para todo x € (zg — J, 29 + 9).

(b) Considere F' y G continuas en xg y tales que F(xo) < G(xg). Demuestre que 36 > 0 tal que Vo €
(xog — 6,20 + ) F(x) < G(x)

Solucion

(a) De la caracterizacion € — § de la continuidad de g en xg.
Ve > 0,36 > 0,Vz € R{|z —x0| < I = |g9(x) — g(z0)| < €}
& Ve> 0,36 >0,Vz e R{x € (xg — 0,0 + 9) = |g(z) — g(x0)| < €}
< Ve> 0,30 >0,Ve e R{zx € (x0 — 20+ ) = g(z0) — € < g(x) < g(xo) + €}
Sabemos que dado g(zp) > 0 y dado que la afirmacion se cumple Ve > 0, en particular para 0 < e < g(zg) se
tiene que

0 < g(zo) — e < g()

= dado ¢,0 < € < g(z0)
36 > 0,Vx € (g — ,20 +0) g(xz) >0

(b) Basta tomar la funcion H(z) = G(x) — F(x), que satisface que H(zg) = G(x¢) — F(x0) > 0. Luego usando
la parte (a) se tiene inmediatamente que:
36 > 0,Vz € (xg — 6,20 +6) H(z) >0
<35> 0,Vx € (xg — 6,20 +9) G(x)> F(x)

P8. Sea f : [a,b] — [a,b] continua. Demuestre que existe x € [a, b] tal que f(z) = x.



Solucion
Sea h(z) = f(z) — x continua. Es claro que dado que el recorrido de f es [a,b]:

ha) = f(a) —a >0
f(b)~b<0

>
=

S
=

I

Luego:
h(a) - h(b) = (f(a) —a)(f(b) =) <0
Por el TVI 3z € [a,b] tal que h(zg) =0 = h(xg) = f(xo) —20 =0
= f(x0) = 70

P9. Comprobar que la funcion f(z) = % es continua en (0,1) pero que en dicho intervalo no es uniformemente

continua.
Solucion

Hay que demostrar que (Je > 0)(V(e) > 0)(Fz,y € A) |z —y| < IV |f(x) — f(y)| > €. Ya que podemos escoger z
e y, tomemoslos tales que = y + 6. Tenemos:

1_1_
T yi

r—y|l d
xy xy

. Esto ya que z,y > 0, ademés, ya que podemos escoger €, imponemos:
d 2
—>1=d6>z(x+0)=>0>z"+dr -9
ryY

La solucién de esta ecuacion de segundo grado es:

L [—5— V2145 —5+ 32+ 40

2 2

Como z € (0,1), tenemos el intervalo = € (0, —‘S%m}

que es el intervalo en el que se cumple lo pedido para

demostrar que no es uniformemente convergente.
P10. Analizar la convergencia uniforme de sen(x) con x € R
Solucion

Demostremos que Sen(x) es uniformemente continua en x € [—% g], Ya que con argumentos similares se obtiene
T 3m ™

para x € [5, 7] y por la periodicidad, se concluye para todo R. Sea z,y € [—%, 5], tales que |z — y| < 4. sin

pérdida de generalidad x > y. por propiedad del seno:
x > sen(z) ANy > sen(y) =« —y > sen(x) — sen(y)

por tanto:
|sen(x) — sen(y)| < |z —y| <0

basta tomar por tanto § = €



P10. demostrar que si la funcion f(z) es uniformente continua ne cada uno de los segmentos [a,c] y [c,b],
entonces esta funcion es uniformente continua en el segmento total [a, b]

Solucion

Gracias al teorema para funciones en intervalos cerrados y acotados, basta verificar que f es continua en c. Para es-
to, hay que demostrar que (Ve > 0)(39 > 0)(Vx € [a,b]) |z — ¢| < 0 = |f(x) — f(c)] < e. para esto consideremos la
continuidad uniforme por intervalos, tenemos: (Ve' > 0)(38’ > 0)(Vz,y € [a,b]) |z —y| < ¢ = |f(z) — f(y)] < €
(Ve > 0)(36” > 0)(Vz € [a,b]) |z —c| < 8" = |f(z) — f(c)] < €’. Al ser e dado, se escoge €, < €y por ser
uniformemente continua en los intervalos [a, c|[c, b] obtenemos los ¢’, 0" correspondientes. Sea § < ¢',6”. Final-
mente, Vz € [a, b] se tiene que |f(z) — | < e.

P11. Se llama modulo de continuidad de una funcién f(x) en el intervalo (a,b) la funcién:

wy(0) = sup|f(w1) — f(z2)],

donde z1 y 2 son puntos arbotrarios de (a,b), ligados por la condicion |z1 — z2| < 0.
Demostrar que, para la continuidad uniforme de la funcion f(x) en el intervalo (a,b). es necesario y suficiente que

lims_—yowy(d) = 0.

Solucion

Propuesto



