Auxiliar n 14

Profesor: Raul Uribe
Auxiliar:  Ramiro Villagra

P1. Sea f derivable en xg, calculular:

lm f(zo + ah) — f(zo + Bh)
h—0 h

donde a, 3 € R

Solucion:
Usando el viejo truco ”Nikita-Nipone”

f(zo + ah) — f(zo + Bh) f(zo + ah) — f(zo) + f(x0) — f(x0 + Bh)

lim = lim

h—0 h h—0 h
_ i f(zo + ah) — f(x0) 4 lfm f(xo0) — f(z0 + Bh)
h—0 h h—0 h
o Szt ah) = fzo) . f(wo) = f(zo + Bh)
Il oh + 0 lim h
B . f(xo 4+ ah) — f(xo) . flxo+ ph) — f(x0)
= alim ah — P Jim 3h

Sea t = ah y s = Bh, notemos que limy,_.g ah <= lim;_.g ¢, se tiene lo mismo para s. Por lo
que podemos reescribir los limites anteriores como:

t —

o lim f(@o +t) — f(z0)
t—0 t

Notemos que ambos limites existen porque f es diferenciable en xg, por lo tanto:

I f(zo +ah) — f(zo + Bh)
h—0 h

f(xo) — f(xo + 5)

S

+ 51l

= af'(xo) — Bf'(x0)

P2. Sean f; funciones de ® — R (derivables), donde i = 1, ..,n. Sea Gy, = fi(fa(...(fn(2))...)).

Demuestre que:

n

Gr(x) = [T fi(fini (fira (o (fu(2)).))

i=1
Solucion:
Lo demostraremos por induccion:
1) Caso base n = 1 == fi(z) luego: G4 = f1 = [1j—1 f!(x)

2)Suponemos que se tiene el resultado para algun, probamos para n+1 (recordar que los
parenteis denotan composicion). Notemos que utilizando regla de la cadena:

Gn+1(IL’) = Gn(fn-i—l(x))



Luego

;1—&-1(93) = (Gn(fnJrl(x)))/
= G (fay1(2))- (fT/L+1(x))

LA Geralol @) ) P (@) - (P ()

=1
AU Frralon B @) - (Fa (@)
=1
n+1
= L AUl )-))
=1

Queda demostrado.
P3. Sea f : & — R una funcion tal que:
f(2) = f(y)l < alz —y)*Yz,y € R
con a > 0. Pruebe que f': R — R exite y f/'(x) = 0 para todo x € R
Solucion

Notar primero que la propiedad se tiene para todo x,y asi que tenemos derecho a tomar los
que nos convengan, en particular parece util elegir x = y + h, luego:

[fly+h)— fy)] <aly+h—y)?

Reescribiendo el modulo

—ah® < f(y+h) — f(y) < ah®

—ah < < ah

fly+h)—f(y)
h

Tomando limite a ambos lados

fly+h)—f(y)

lim —ah < lim < lim ah
h—0 h—0 h h—0
h) —

Con esto queda deostrada la existencia del limite (derivada de f) y su valor para todo y € R.

P4. Sea f : ® — R derivable tal que f' = af(z)Vx € R, con a constante. Demostrar que
f(z) = f(0)e*®. Indicacion: Considere g(z) = e~ f(x)

Solucion



Usando la indicacion, calculamos ¢'(x)

g(@) = —ae”™f(z)+e " f'(2)
= —ae “f(z)+ae " f(x)
=0

Esto significa que g(z) = cte = ¢, despejando f(x) se tiene que:

Volviendo a la expresion anterior:

f(0) - e = f(z)

Con lo que se concluye la demostracion.

. e ..
P5. Determine un punto en que la curva z2 +y? = e2kAreta .k —constante, corta al semieje

positivo OX y escriba las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva en dicho punto.

Solucion

Notemos que el corte con el eje OX se produce cuando y = 0 = x = +1, como buscamos el
corte con el semi-eje positivo, tomamos x = 1.

Ahora necesitamos calcular la derivada en el punto (1,0), utilizando derivacion implicita
tenemos que derivando a ambos lados:

2 + 2y _ 62kA'rctg% 2k y’:v +vy
= 2

2kx? 'z +y
2 2y — 2k Arctg?
r+2y=e 7952 n y2 22

v 2k
2+ 2y = T 2T t)

. y
Pero del enunciado sabemos que 22 + y2 = 247495 luego:

2z + 2y = 2k(y'z + y)

Evaluando en (1,0) se tiene que :

Recordemos que /(1) es la pendiente de la recta tangente en el punto (1,0), luego su ecuacion
queda:



y—Ozy’(l)(w—l)éy:%(w—l)

La recta normal es perpendicular a la tangente por lo tanto su ecuacion queda:
y=—k(z—1)

P6.Considere la funcion dada por la regla

w”sin% x#0

a) Pruebe que si n > 1 entonces f es derivable en 29 = 0; pero para n = 1 no.
b) Calcule f’'(x) para z # 0y encuentre para que valores de n se cumple lim,_o f/(z) = f'(0)
Solucion a)

Calculemos primero f/(0)

! — l/
110) ey h

= lim
h—0 h

1
. , n—1 (1
= ;llli%h sm(h)

Supongamos ahora que n > 1= f'(0) =0y sin=1= f'(0) no existe.

b)
Calculemos ahora f'(0)Vx # 0

1 1. -1
/ _ n—1_:. ("= n _ )
fl(x) = nzx sm(x)—i-a: cos(z):62
1
— n—1_: (-\__ ,n—2 -
nx sm(m) x cos(x)

Tomando = — 0,

1 1

n > 2= lim na" 'sin(=) — 2" % cos(=) =0
h—0 x x
s n—1 _: 1 n—2 1

n < 2= lim nz" " sin(—) — 2" “cos(—) = o0
h—0 x X

P7.En un triangulo ABC se cumple: a = /b2 + ¢ — 2bccos . Si consideramos que b; ¢ son
constantes y « variable, demostrar que g—g = hg, en que h, es la altura del triangulo correspondiente
a la base a. Interpretar el significado geometrico de este resultado.



Solucion

Calculemos

1 :
da = 2bcsin(a) = besin(a)
da 2. /b2 + c2 — 2bccos() a

Ademas utilizando el teorema del seno tenemos que:

sin(a)  sin(f)

sin(a)

= b ==b = sin(f)
Reemplazando en lo anterior tenemos:
3—3 = csin(f) = h,

Con lo que se tiene lo pedido.
La interpretacion geometrica de este resultado es que la tasa con que varia el lado a al variar
el angulo opuesto « es proporcional a la altura del triangulo.



