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GUIA CAPITULO 6.2

Cap. 6.2: Ecuacion de Navier-Stokes.

PROBLEMA 6.2-1.- Flujo uniforme con superficie libre, a lo largo de un plano inclinado.
Analizar el flujo gravitacional de un liquido erreticion “x” a lo largo de un plano inclinado, de
ancho infinito, que forma un angugocon la horizontal. Se supone que el liquido sevew®mMo
una capa de altura uniforme “a” y esta expuestoarhdsfera en la superficie libre.

a) Demostrar que las ecuaciones de Navier-Stokexigeen a la Unica expresion:

g +V (vddy?) = 0

cuando se aplican las siguientes hipotesis: ({jpFhminar; (2) Velocidad sélo en direccion x;

(3) Fluido incompresible; (4) Flujo estacionarid) Superficie del liquido a presion atmosférica.

(Se recomienda usar una hoja con las ecuacionegle@® y marcar cada término anulado con el
namero de la hip6tesis que lo justifica, para eatdrseguros de que se ha demostrado lo que se
pide).

b) Integrar la ecuacién para encontrgrusando las

siguientes condiciones de borde:

0] Velocidad nula en la pared del plano inclinado.

(i) Esfuerzo tangencial nulo en la superficie de
contacto con la atmésfera (esto implica despreciar
una leve resistencia friccional presentada por el
aire).

Solucién a) Aplicacion de las hipotesis para anular téosien las ecs. de Navier-Stokes:
Hipotesis 1 (H1): Flujo laminar: La velocidad flaldo es paralela a la pared: % 0.
H2: Velocidad sélo en direccion x: Esto implicaogr que y= 0.

H3: Fluido incompresible: Se aplica la ecn. deicoidad] - v = 0. Tomando la forma desarrollada de

este operador vectorial de la tabla, vemos quedéce aodv,/dx = 0 y, en consecuencia, también
2 2

0 Vvy/ox™ = 0.

H4: Flujo estacionariad/dt = 0.

H5: Superficie del liquido a presion atmosféricstabhipétesis requiere algin analisis: La ecn.d@),

las hipétesis anteriores y considerando que lee@mbdn de gravedad no tiene componente en la
direccion z, se reduce @p/oz = 0. Analogamente, la ecn. (B) se reduagpaly =p g, = constante.
Como en la superficie, y = a, se tiene pmpP constante, se deduce qo@ox = 0 en todas partes.



H6: Ancho infinito: Esta hipétesis permite anulbtéeminoazvx/azz.

Se obtiene asi como resultado la ecuacién del @dmeg + v (d?v,/dy?) = 0, en que la derivada
parcial se transforma en derivada total porquedio depende de y.
b) Condiciones de borde para la integracion:

0] Velocidad nula en la pared: y = ;% 0.
(i) Esfuerzo tangencial nulo en la superficie limgg:=0eny = a.

El primer subindice del esfuerzo tangencial designaormal a la superficie en la cual actia (la
superficie libre es un plano perpendicular al jeB} segundo subindice designa la direccién del
esfuerzo (que actla en la direccion negativa def)ejLa formula se encuentra en la tabla del exfue
tangencial:

_ _ OVy avy
Ty = Tyx _'“(a_y-"a_x)

Como y, = 0, la condicion (i) se reduce av,/oy =0 eny = a.

Integrando dos veces la ecuacion diferencial, Serah

V= - (@Y /2v) + ay + o

en que ¢y ¢ son las constantes de integracion. Mediante lascdndiciones de borde, se obtiene
finalmente:

Ve = - (@Y /2V) + (gay/v)

PROBLEMA 6.2-2.- Medicidn de la viscosidad

Un aparato para medir viscosidades de liquidostaods dos
vasos cilindricos concéntricos. Se coloca el ligwed el espacio
anular entre ambos cilindros. El vaso interior garavelocidad
angular Q conocida; se mide el torque, Tque resulta de la
friccion en la pared de uno cualquiera de los vadektorque se
calcula el esfuerzo tangencial; se aplican finabmdas ecs. de
Navier-Stokes para obtener la viscosidad del liguid

liquido

Para este fin, aplicamos las siguientes hipoGtesia pimplificar
las ecuaciones de Navier-Stokes en flujo laminar:

flujo estacionario,

eje z vertical hacia arriba,

trayectorias concéntricas en planos z = const.,

simetria axial.
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Notar ademas que una de las condiciones de boréde es R, voi = Q R, para todo z. Esto requiere
postular que ¥ es independiente de z (de lo contrario, no podr&a®ncontrar una solucion

particular simple). En consecuenaay/oz = 0

a) Con las hipotesis indicadas, obtener una relaanire eel torque en el eje de rotacion y la
viscosidad del liquido.
b) Aplicar la solucién analitica para calcular la wisilad de un liquido cuando se mide un

torque igual a 0,28 (N cm). Los datos del viscosimson: radio del rotor;R= 2 cm; radio

del vaso exterior fijo R= 2,2 cm; altura del liquido H = 5,4 cm; velocidadel rotaciéom =
200 RPM.

Solucioén: a) En primer lugar, se establece una relacién eitterque en el eje en la pared del
cilindro interior (T,;) vy el esfuerzo tangencial en la pared.

En la pared interior (superficie normal al eje ctla un esfuerzo tangencial en la direccion
tangencial®; por lo tanto, la designacién generaltgs y por actuar en la pared interior, Bg.
Sobre un elemento de area;dAl elemento de fuerza eg; dA; y el elemento de torque es un
vector en la direccidn axial z, de magnitud igukd fuerza elemental por el brazg Bsto es: df;j =

Tei dA R

El mismo torque actla sobre cada uno de los ele®ea#® que componen la superficie total del
cilindro interior A = 2 M R; H. Como todos estos vectores tienen la misma déecaxial (z), se
suman para dar el torque total:

Twi = Tei Al R 1)

Si se repite el mismo analisis para la pared deldco exterior de radio R se obtiene en forma

analoga: Te = Tree Ae Re Como el sistema estd en equilibrio, girando celocidad angular
constante, ambos torques deben ser iguales.

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokeglsamlas hipotesis del enunciado, que conducen
a las siguientes condiciones matemaéticas:

- flujo estacionariod/ot = 0;

- eje z vertical hacia arriba, esto es, las compeasee la aceleracién de gravedad son:

9:=-0:4=%=0;
- trayectorias concéntricas en planos z = consb,essty= v, = 0.
- simetria axial, esto e8/d6 = 0.
- Vg independiente de BAvg/dz = 0

La ecuacion de Navier-Stokes (ecuacion E) se reduce

g(gM) =0 (2)

dr\r dr



Las condiciones de borde son:
Parar=Rvg=Q R, para todo z.

Parar =R vg =0, para todo z.
La integracién conduce a:

2 52 .2
QRS RE-r
Vo =— ——— 3
' R&-R;
El esfuerzo tangencial esta definido por:
o\ vp/r
Tig = Tor = -u(r ( aer )+%6(;/9r ) (en este caso; ¥ 0) 4)

Reemplazandogwsegun ec. (3), se encuentra para el esfuerzorteiajen la pared interior y en la
pared exterior:

te = 20 QR /Re <R
Tge= 24 QR"/(Re -R")
Reemplazando en ec.(1), se obtiene:
2,2 2 52
Twi = Twe = 4L QHR "R/ (Re -R)") (5)

b) Reemplazando los datos, se calquia:0,342 Pa s.

PROBLEMA 6.2-3.- Flujo vertical descendente a lo largo de
la pared exterior de un tubo vertical.

Un tubo cilindrico vertical, de radio exterior Rst& lleno de
liquido, que rebalsa por el extremo superior y caso una
pelicula de espesor uniforme “e” adherida a lagaseerior del

H tubo. Modelasélo este flujo exterior,como si el cilindro tuviera
longitud infinita. Suponer flujo laminar, con veldad soélo en la
direccion axial hacia abajo, estacionario, incorsipte, con
simetria axial.

|
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En la superficie exterior de la pelicula (que est&ontacto con
el aire), suponer que la presion es atmosféricaeyed esfuerzo
tangencial es despreciable.

A partir de la ecuacién de Navier-Stokes, obteaerdlocidad
axial v, en funcion de la posicion radial.

Solucién: Es més facil visualizar el flujp como un cilindneacizo vertical, de longitud infinita y
radio R. Adherida a la pared de este cilindro, wa pelicula de liquido de espesor uniforme “e”.
En coordenadas cilindricas de eje vertical hacidarla pelicula de liquido ocupa el espacio
comprendido entre r = Ry r = R+e.

Se aplica la ecuacion de Navier-Stokes para eraotarfuncion y = v,(r), bajo las siguientes
hipotesis: (1) Flujo laminar axial:;v= vs = 0; (2) Flujo estacionariod/ot = 0; (3) Flujo
incompresible, lo que significa que se aplica laae@n de continuidad{l.v = 0, que, junto con
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(1), implica:ov,/0z = 0; (4) Longitud infinita (sin efectos de exti@sy (5) Simetria axiaB/d6 = 0;
(6) Eje vertical: g= 3 =0; g = -0.

Como condiciones de borde, se tiene: (7) Presidosf€rica en la superficie de la pelicula liquida
(esto es, para r = R+e); (8) Esfuerzo tangencila en la misma superficie; (9) Velocidad nula en la
pared del cilindro (r = R).

La ecn. (D) de Navier-Stokes se reducépddr = 0. Con condicion (5), resulta: p = p(z). Comesp
constante e igual af en r = R+e, se concluye que p zmen todo el interior del flujo. Por tanto:
op/oz = 0.

Laecn. (E)es:0=0.

En ecn. (F), de (3) y (5) resulta que; =w,(r) y la derivada parcial es derivada tota)/dx Asi, la
ecn. (F) es:

vd (dvz

"9ty (FG)=0

con las condiciones de borde: (i) enr=R=0; (i)enr=R + e1,; = 0.

De la tabla de componentes del tensor “esfueragetasial”’, con las condiciones de este problema,
resulta que la condicion (ii) implica: der = 0. Por integracion:

V.= 1 [g (P R — 2 (R+6} In(1/R)]
4y

PROBLEMA 6.2-4.- Flujo vertical descendente en el
espacio anular entre dos cilindros verticales conné&icos,

% z ‘;.J‘w'f&wﬁ cuando el cilindro interior gira en torno a su eje.

~ oA Considerar un eje cilindrico vertical de radio 2 gue gira con

F\ s velocidad angular 450 RPM dentro de un cilindro g radio
/ 8 2,2 cm. En el espacio anular entre ambos hay uicartie de
densidad 950 Kg/m3 y viscosidad 6 cp. El lubricagiea
. l arrastrado por el eje; también tiene un desplazamiexial
| hacia abajo, con gradiente de presion constantz dp/3500
; Pa/m.
|

N | J a) Aplicar la ecuacion de Navier-Stokes al movimieniel
tl:j fluido en el espacio anular, suponiendo flujo laamin
o estacionario, incompresible, con componente radialla

velocidad nula en todas partes, longitud infingemetria

axial.

NOTAR que las ecuaciones para las componentes ywxaigencial resultan independientes entre
si. Por lo tanto, se pueden integrar separadamatieniéndose las componentes axial y tangencial
de trayectorias en espiral concéntricas con el gje.



b) Calcular la magnitud del vector velocidad parpdsicion r = 2,08 cm.

Solucién a) Modelacion matematica: Al introducir las higgis del enunciado, la ecn. (D) de
Navier-Stokes en coordenadas cilindricas se reduce

Vo _10p

r r or

que permite calcular la distribucion radial de tagpon después de haberse resuelto patpevo
esto no forma parte de la pregunta).

La ec. (E) de Navier-Stokes con las condicionebatde indicadas para constituye un problema
idéntico al Problema 6.2-2 (el viscosimetro rotajoy puede utilizarse dicho resultado en forma
directa (en todo caso, la solucion se encuentranpegracion de la ec. (E) con las condiciones de
borde: ¥ = 0 en R, vo = Q R en R). Notar que la hipétesis de longitud infinita bea postular que
0ve/0z es nulo en todas partes.

El resultado del Problema 6.2-2 es:

QR? R?-r?

V:
f r R2-R?

La ec. (F) de Navier-Stokes, mirada separadameqteyale al problema de un flujo axial a lo largo
del espacio anular entre dos cilindros concéntfiigos. Este problema se formula en forma analoga
al del flujo laminar en una tuberia cilindrica (reo en clase), pero ahora con las condiciones de
borde:

Enr=R, v,=0;
Enr=R, v,=0;

El resultado por integracion es:

_B(*-R?) , B(RZ-RY) In(r/Ry)
z 4y 4y In(R; /R,)

en que B L 9% + g (una constante)
p 0z

b) Con las expresiones anteriores paray w,, que son perpendiculares entre si, se calcula v =
1/2 , .
[vg + vi] . Con los datos numéricos, resulta: v = 1,395 ralgrunto (r = 2,08 cm).



PROBLEMA 6.2-5.- Sélido que cae dentro de un tubo vertical.

Un tubo cilindrico vertical de radiosRontiene un liquido de densidad viscosidad.. En el interior

de este tubo se deja caer un objeto cilindricozonadie densidagds y radio R. El cilindro interior cae
por efecto de la fuerza de gravedad y experimeictzdn con el liquido que lo rodea. Cuando ambas
fuerzas se equilibran, el cilindro continta cayeooio velocidad uniforme V.

Modelar este fenomeno para la condicion estac@madicada, con las siguientes
hipétesis: el tubo y el cilindro tienen largo ity el cilindro mantiene una
posicion conceéntrica con el tubo; el movimientoftieto es laminar y sélo tiene
componente axial. Determinar la velocidad unifokfne

Solucién: Seguir el siguiente esquema:
a) Resolver la ecn. de Navier-Stokes para obteneeltzcidad del fluido:
v = v(rB,z) en coordenadas cilindricas, suponiendo longitdicita
para el objeto.
b) Calcular el esfuerzo tangencial en la pared dektoby, con esto, calcular la fuerza de
resistencia en la superficie total del objeto.
c) Calcular la velocidad de caida del objeto con ldomon “fuerza de gravedad + fuerza de
resistencia = 0.
Etapa a) Con las hipotesis indicadas, el problema es aimailla segunda parte del Problema 1b-3,
flujo axial a lo largo del espacio anular entre diidros concéntricos, con la Unica diferencia de
gue ahora las condiciones de borde son:
Enr=R,v.=-V (en que V es la velocidad de caida del objeto
Enr=R, v, =0;

La ecn. (F)eS'—B+V d(r ) OenqueB=ld—p g

Con las condiciones de borde indicadas, se obtiene:

2
Br . L,
Vz =t ciInr +c5 en que las constantes de integracion son:
v+(B(RZ-RE)/4) L, BRE_
=" Ri ; Cp =~ _—4V - INK;
In—
Re

Etapa b) De la Tabla del tensor “esfuerzo tangencial”, solo la componente z de la velocidad, se
tiene:

dvz Br
- = - — 4=
Hoar M(2\) r)

La fuerza fricional total es:;~ 1,; (en R) 2R L, para una longitud L del objeto.

Etapa c) Igualando Fcon el peso del objeto, W mR? L ps g), se obtiene:



2 2
B R: R psg R: 2 2
- o I+ B — R
V= |5y 5 |nRe 2o (Re—RY)

PROBLEMA 6.2-6.- Forma de la superficie libre en uriquido que gira con velocidad angular
constante.

z Un recipiente cilindrico vertical, de radio R,
_ contiene liquido hasta el nivel H sobre el fondo.
k.l i géfo@n“ El recipiente gira con velocidad apgulﬁl
) constante. Debido al efecto centrifugo del
H 1 nivel en movimiento, el liquido tiende a tomar un nivel
heposo mas alto en el borde del recipiente y mas bajo en
Ho el centro (eventualmente, siQ es
h suficientemente grande, el liquido se va a
» derramar sobre el borde del recipiente).

Determinar la forma de la superficie libre del léquy, en particular, la altura,H que toma el
liquido en contacto con la pared y la altuaddl liquido en el eje del cilindro. Para este &plicar
la ecuacion de Navier-Stokes en la forma siguiente:

a) Resolver la ec. de Navier-Stokes suponiendo ejumovimiento ocurre en régimen laminar,
estacionario, con simetria axial. Se supone quBgeldo se mueve en trayectorias circulares
concéntricas con el eje z.

Para integrar la ecuacion y obtener una expresada [a velocidad tangenciap,vpostular como
condiciones de borde:

Parar=R:¥y=Q R, para todo z.

Parar=0:y=0, para todo z.

Estas condiciones de borde requieren postular guesvndependiente de z (de lo contrario, no
podriamos encontrar una solucion particular simda)consecuencidyg/oz = 0,

b) Conocida la velocidad tangencial, integrar panaontrar la presién p(r,z). Notando que la
superficie libre del liquido es una superficie despon constante (igual a la presion atmosférsm),

utiliza la condicion de borde: para z 5,18 = pum La ecuacion de la superficie libre se deduceade |
ecuacion de la presion , con la condicion p = censim

c) Finalmente, para encontray Hse aplica la condicion: el volumen de liquidaeposo es igual al
volumen de liquido en rotacion (integrar la ecuadé la superficie libre para encontrar el volumen
en rotacion).
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Solucion: La superficie libre es una superficie que se emitaea presion constante e igual a la
presion atmosférica. Por lo tanto, es necesariolvess la ecuacion de Navier-Stokes para la
velocidad y la presion y, con esa solucion, bukctorma de las superficies de presion constante.

a) Solucidn de la ec. de Navier-Stokes para la veloaid vg: se aplican las siguientes hipétesis:
H1: flujo estacionariod/ot = 0O;

H2: trayectorias concéntricas en planos z = coesto, es: »= v, = 0.

H3: simetria axial, esto ed/06 = 0.

H4: fluido incompresible: Se aplica la ecn. de gantdad]. v = 0.

H5: eje z vertical hacia arriba, esto es, las caraptes de la aceleracién de gravedad son:

%=-0:4=%=0

Con esto, la ecuacion de Navier-Stokes (ecuaci@e E¢duce a:

9 (10(vy)Y, 0%V, _
E(? ar )+ 022 =0 D

Ademas, se indicé en el enunciado la necesidadodtilprovg/dz = 0, con lo cual la ec. (1) se
reduce a:

g[;M) =0 e

drir dr

Con las condiciones de borde indicadas en el eadagla integracion conduce a:

vg=Qr 3)
(este resultado implica que el liquido gira comfusra un cuerpo s6lido).

b) Solucion de la ecuacion de Navier-Stokes para la @gion conla solucion encontrada en ec.

(3) para ¥, se integran ahora las ecs. (D) y (F) para enaotdr presion p. Con las hipétesis
indicadas, estas ecuaciones se reducen a:

_ _1/op\
0= E(Ej g (F)
La integracién de la ec. (D) lleva a:

p=%pQ%r +fi(z) (donde{z)es una funcién arbitraria de z)

Anélogamente, la ecn. (F) lleva a:
p=-pgz + B (donde £(r) es una funcion arbitraria de r)

De aqui resulta que la presion p esta dada por:
p=%pQ?r -pgz +a (donde “a” es una constante arbityari

La constante “a” se determina con la condicion atelds
Parar=0:p=gmn z=H.
Se obtiene: a =y + p g Ho. Con esto, la solucién es:
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p=%pQ°r +pg (Ho—2) + Rm 4)

c) Ecuacion de la superficie libre:Definiendo como § z) las coordenadas de la superficie libre,
la ecuacion se obtiene haciendo p;men ec. (4):

YpQ®rs +pg(Ho—2) = 0 (5)

Para determinar el valor dgt$e iguala el volumen ocupado por el liquido eadssde reposo (con
altura H, dato) con el volumen bajo la superfidied, obtenido por integracion:

R .
MR?H = Io zg2mrdr  (donde zse reemplaza desde ec. (5) como funcion de r)

El resultado es: = H — Q* R?/ 4 g) (6)

Finalmente, se obtiene,Hnediante ec. (5), calculando el valor dpara = R. Introduciendo en
ec. (5) el valor de flobtenido en ec.(6), se llega a:

Hy=H+ Q?R*/4q) 7)



